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Résumé

La thése porte sur le raccordement de surfaces canal en modélisation géométriques en util-
isant des morceaux de cyclides de Dupin. Elle tente de répondre & un probléme de reconstruction
de piéces controlées et usinées par le CEA de Valduc. En se placant dans ’espace adéquat, I'es-
pace des sphéres, dans lequel nous pouvons manipuler a la fois les points, les sphéres et les
surfaces canal, nous simplifions considérablement certains problémes. Cet espace est représenté
par une quadrique de dimension 4 dans un espace de dimension 5, muni de la forme de Lorentz :
I’espace de Lorentz. Dans I’espace des sphéres, les problémes de recollements de surfaces canal
par des morceaux de cyclides de Dupin se simplifient en problémes lineaires. Nous donnons les
algorithmes permettant de réaliser ce type de jointures en utilisant I’espace des sphéres puis
nous revenons dans l’espace a 3 dimensions usuel. Ces jointures se font toujours le long de
cercles caractéristiques des surfaces considérées. En résolvant le probléme dit des trois condi-
tions de contact, nous mettons en évidence une autre courbe particuliére, sur une famille & un
paramétre de cyclides, que nous appellons courbe de contact qui permettrait d’effectuer des
jointures le long d’autres courbes.

Mots clés : recollements, jointures, surfaces canal, cyclides de Dupin, espace des sphéres.






Abstract

The thesis deals with the blending of canal surfaces in geometric modeling using pieces
of Dupin cyclides. We try to solve a problem of reconstructing real parts manufactured and
controlled by the CEA of Valduc. Using the space of spheres in which we can manipulate both
points, spheres and canal surfaces, we simplify some problems. This space is represented by
a 4-dimensional quadric in a 5-dimensional space, equipped with the Lorentz form, it is the
Lorentz space. In the space of spheres, problems of blending canal surfaces by pieces of Dupin
cyclides are simplified in linear problems. We give algorithms to make such blends using the
space of spheres and after we come back to 3 dimensions to draw the result. These blends are
always made along characteristics circles of the considered surfaces. By solving the problem of
three contact conditions, we highlight another particular curve, on a one parameter familly of
cyclides, that we call contact curve along which we could also make this kind of blends.

Keywords : joins, blends, canal surfaces, Dupin cyclides, space of spheres.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte de I’étude et problématique

1.1.1 Contexte

Cette thése s’inscrit dans un contexte industriel concernant 1’étude de la reconstruction 3D
de piéces précises fabriquées et mesurées au CEA pour lesquelles nous disposons de nuages de
points. Les progrés des techniques d’acquisitions, les nouvelles générations de scanners ainsi
que les fortes puissances de calcul des ordinateurs permettent, de nos jours, la conception et
la visualisation de modéles 3D de plus en plus réalistes et précis qui incluent non seulement
des informations géométriques décrivant leurs formes, leurs dimensions mais également des
attributs d’apparence. Dans la majorité des cas, ces données sont stokées sous forme de maillages
triangulaires qui sont parfois de tailles trés importantes.

Les surfaces des piéces concernées par la reconstruction 3D sont des surfaces de révolution.
Les piéces sont demi-sphériques. La caractérisation dimensionnelle des profils de ces piéces se
fait a l’aide de Machines de Mesures Tridimensionnelles (MMT), figure 1.1. Les mesures des
MMT sont effectuées selon deux « axes » : les méridiens (axe vertical) et les paralléles (axe
horizontal). La combinaison de ces lignes de mesures va définir un plan de controle, figure
1.2. Aujourd’hui, le plan de controle est généralement constitué de six méridiens et de trois
paralléles. L'une des questions soulevée consiste a juger de la suffisance du plan de controle
actuel et a étudier la possibilité d’améliorer ce dernier, en considérant notamment de nouveaux
paramétres dépendants de la piéce étudiée. La combinaison actuelle de méridiens / paralléles
permet de mesurer des écarts aux profils théoriques et de détecter des défauts globaux de type
ovalisation ou dérive machine.

Malheureusement, il n’est pas évident que ce plan de contréle soit suffisant pour permettre
la détection de défauts locaux tels que des « enfoncements » ou des « arrachements » de matiére
liés au procédé de fabrication et & la manutention. Il est donc essentiel de développer des outils
nécessaires a 'étude et a 'optimisation de ce plan de controle afin de garantir la suffisance
et la pertinence des controles. Il ne s’agit donc pas d’augmenter arbitrairement le nombre de
points de mesure mais de définir la meilleure combinaison garantissant que la piéce controlée
sera suffisamment connue.
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FIGURE 1.1 — Une Machine de Mesures Tridimensionnelles dite MMT.

FIGURE 1.2 — Les points mesurés sur une piéce.

Ce travail ne peut étre effectué sans le développement préalable d’un outil de reconstruction
3D. Le but est de reconstruire les points non mesurés a partir des informations disponibles, a
savoir, les données mesurées par le contréle dimensionnel selon le plan de controle initial, le
profil théorique de la piéce, le matériau utilisé et le procédé de fabrication. Le nuage de points
dense issu de la reconstruction 3D permettrait de simuler une infinité de plan de controle et de
définir ainsi un plan de controle optimal. I.’accent est porté sur la précision de reconstruction
qui devra atteindre 1’échelle micrométrique pour des piéces dont le rayon sera d’environ 100
mm.

Les algorithmes actuels ne satisfaisant pas les impératifs de précision, de justesse et de ro-
bustesse face aux diverses géométries des défauts, il est nécessaire d’étudier d’autres techniques
de reconstruction. Les piéces principalement contrélées ici sont des demi-sphéres déformables.
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1.1.2 Problématique

La reconstruction 3D permet la représentation informatique d’objets mesurés via des ma-
chines de controles tridimensionnelles ou des capteurs optiques. Cet outil apparait de plus en
plus dans l'industrie avec les prototypages rapides, les « reverse ingeneering » ou bien dans les
expertises globales. De nombreux logiciels permettant la reconstruction 3D sont commercia-
lises (GEOMAGIC, 3Dreshaper, COPYCAD,...). Le développement de ces programmes a suivi
I’essor des techniques de numérisation sans contact. Ils sont aujourd’hui un outil indispensable
au traitement des nuages de points fournis généralement par ces capteurs. Dans ce cas, la re-
construction 3D permet d’augmenter par interpolation le nombre de points de mesure sans
allonger le temps de controle. Le but est donc de densifier le nuage de points décrivant la piéce
et de permettre une visualisation 3D de l'objet en affichant les écarts aux profils théoriques.
Ces logiciels, bien que tres performants, sont inadéquats par rapport a la précision désirée ici.
Cette étude est réalisée dans le but de développer un algorithme de reconstruction spécifique,
répondant a ce probléme. Pour cela, nous avons pris en considération le modéle théorique de
la piéce, les données de mesures selon le plan de contdle actuel et le procédé de fabrication
par tournage. Ce dernier implique une connaissance trés intéressante sur les surfaces des piéces
réelles : ce sont nécessairement des surfaces de révolution (& la précision prés du tournage) qui
sont des surfaces canal particuliéres. La connaissance du matériau n’est jusqu’ici pas encore
prise en compte dans le modele de reconstruction étudié.

1.2 Types de représentations 3D

Les différents types de représentations 3D en modélisation géométrique peuvent étre classés
en deux catégories : les modéles surfaciques et les modéles volumiques.

La modélisation surfacique fait intervenir la représentation par frontiére et ne tient pas
compte du volume d’un objet 3D.

Cette frontiére est définie par des sommets, des arétes et des facettes. Trois types de représen-
tation sont alors possibles :

- n’utiliser que des polygones (le plus souvent des triangles ou des quadrilatéres) c¢’est-a-dire
se donner les sommets et leur appariement. Le modéle obtenu est appelé maillage.

- utiliser des surfaces implicites qui sont des surfaces de niveau d’applications de R* dans R
(plans, quadriques,...).

- utiliser des surfaces possédant une équation paramétrique c’est-a-dire soit des portions
de quadriques, de tores, de superquadriques, de cyclides de Dupin, de supercyclides, soit des
carreaux de Bézier, de B-splines, de NURBS. La visualisation de ces frontiéres nécessite une
discrétisation de celles-ci. Pour cela, le morceau de surface a représenter est approximé par des
polygones qui sont le plus souvent des triangles ou des quadrilatéres.

Dans tous les cas, pour obtenir un rendu réaliste, le nombre de facettes doit étre relativement
important. La derniére méthode est trés avantageuse : lors de I’animation d’un objet, le modéle
reste cohérent c’est-a-dire que les facettes sont solidaires les unes des autres tandis que dans
le premier modéle, bouger une facette oblige un traitement des facettes de son voisinage en
calculant les normales aux sommets des facettes. Ces normales sont déterminées a partir de la
surface réelle et sont utilisées pour lisser le rendu en modifiant 'incidence de la lumiére. Cette
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approche présente cependant des faiblesses puisque, les facettes étant indépendantes les unes
des autres, elles peuvent se croiser ou se joindre approximativement. Afin de contourner ce
probléme, on peut envisager d’ajouter un niveau de topologie « locale » & un objet garantissant
la cohérence de la représentation et des déformations de celui-ci. Un objet n’est plus alors
un ensemble de facettes élémentaires mais un ensemble cohérent de noeuds, arcs et faces. La
modélisation ne s’intéressant qu’a la frontiére de I’objet, on n’a pas de notion de volume. Cette
notion peut cependant étre introduite en utilisant des faces orientées.

Les modélisations volumiques s’appuient sur des associations et des combinaisons de primi-
tives de dimension trois (volumiques). Les objets ne sont plus représentés par leurs contours
mais par leurs volumes.

Quelle que soit la maniére adoptée pour représenter des objets 3D, une problématique
générale consiste & pouvoir décrire des objets complexes sous la forme de combinaisons d’objets
plus simples. Pour ce faire, I'une des méthodes les plus intuitives consiste & décrire ces objets
complexes sous la forme de combinaisons d’opérations de type booléen sur des objets simples :
union, différence, intersection. Sur la base de ces opérations, un ensemble de plusieurs opérateurs
appelés les « opérateurs booléens régularisés » (EOBR) permet de garantir que les résultats
d’opérations booléennes sur des solides aboutissent dans tous les cas a un solide.

Le modéle CSG [AAGR92, Man98| combine des primitives simples a 1'aide d’opérateurs
booléens régularisés qui font alors partie intégrante de la modélisation. Un objet réalisé par la
technique CSG est constitué d’'un arbre dont les noeuds sont des opérateurs booléens ou des
transformations géométriques et dont les feuilles sont des primitives simples. Pour déterminer
les propriétés physiques d’un objet CSG, il faut combiner les propriétés des feuilles de I'arbre
en explorant celui-ci en profondeur.

Dans notre cas, nous cherchons a modéliser des objets en utilisant la modélisation sur-
facique et, particuliérement, des jointures de surfaces canal, a ’aide de cyclides de Dupin et de
quadriques de révolution.

1.3 Choix d’une méthode de reconstruction

1.3.1 Meéthodes de reconstruction étudiées

Dans ce contexte plusieurs méthodes de reconstruction ont été étudiées et développées dans
des travaux précédents du CEA. D’abord, une premiére méthode de reconstruction consistait
a utiliser des courbes Splines pour interpoler chaque paralléle non mesurée d’une surface selon
la connaissances de quelques points situés sur les méridiens mesurés. Cette méthode, bien que
toujours utilisée aujourd’hui, présente des défauts dimensionnels importants : les données sont
interpolées « par couches » et ne tiennent compte en aucun cas des défauts tridimensionnels. Un
défaut local 3D sur un paralléle n’est pas propagé sur les autres paralléles proches interpolés.
Cette méthode, qui permet tout de méme d’avoir une vague idée de la surface réelle apreés
reconstruction, a donc été remise en cause et reste non utilisable pour la simulation d’assemblage
puisqu’elle ne restitue pas une surface fidéle a la surface réelle.

Ensuite, une méthode de reconstruction utilisant une approximation par superquadrique
déformée par Free Form Deformation ou déformations libres a été testée. Une fois les déforma-
tions libres déterminées et appliquées sur la superquadrique approchant au mieux les points de
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départ, la perte de I’équation implicite de la superquadrique est inévitable. La surface obtenue
n’est plus connue que par un nombre fini de points de controle. Ainsi, il est impossible de
réitérer les processus de déformation pour améliorer encore I'approximation lorsque des défauts
locaux apparaissent. De plus, les déformations agissent globalement sur la surface, un défaut
local peut alors se propager sur toute la piéce via les déformations globales calculées. Il a donc
fallu améliorer encore la méthode.

Cette fois, nous nous sommes tournés vers une reconstruction dissociée, c’est-a-dire en deux
phases. D’abord une premiére approximation globale de la surface et ensuite une reconstruction
locale ot 'approximation globale ne satisfait pas la précision voulue. Etant donnée la forme
théorique de la surface, il n’est plus nécessaire de ’approcher globalement par des surfaces
aussi complexes que des superquadriques : les quadriques suffisent, en particulier I’ellipsoide.
Localement, des surfaces de Bézier sont utilisées pour déformer des carreaux de I’ellipsoide pour
modéliser les défauts locaux.

1.3.2 Meéthode en cours de développement

Un autre point de vue est alors étudié : voyons la piéce comme la surface canal particuliére
qu’elle est. Une surface canal, que nous détaillerons ensuite, est totalement définie par une
famille a un paramétre de sphéres. Il suffirait d’extraire du nuage de points mesurés des sphéres
représentatives et d’en interpoler une famille & un paramétre approchant globalement la surface
canal mesurée. Mais alors, il faut pouvoir récupérer la surface canal obtenue en tant que surface
décrite par une ou des équations implicites ou paramétriques. Dans le cas général, nous ne
connaissons pas les équations de surfaces canal quelconques. On pourrait alors penser joindre
ces sphéres par des morceaux de quadriques de révolution mais ces derniéres n’offrent pas une
trés grande diversité de formes au vue des déformations globales pouvant survenir sur la piéce
étudiée. Il est nécessaire, a ce stade, de faire un bon compromis entre la complexité des surfaces
utilisées et la manipulation de ces derniéres via des équations paramétriques ou implicites.

C’est dans ce cadre qu’entrent en scéne les cyclides de Dupin, surfaces canal particuliéres,
assez simple de manipulation (de degré quatre pour ce qui est des cyclides de Dupin quartiques
ici considérées). Elles sont définies comme enveloppes de sphéres particuliéres et connues selon
deux équations implicites équivalentes et une équation paramétrique. Déja utilisées en C.A.O
pour effectuer des jointures entre différentes primitives, elles sont aussi convertibles en carreaux
de Bézier pour rester dans la méme idée que la méthode précédente.

Notre choix s’est alors tourné vers une reconstruction par jointure de sphéres par des cyclides
de Dupin quartiques. Bien str, il ne faut pas oublier I’étape préalable a ces jointures, I’extraction
des sphéres du nuage de points de départ. Aprés une recherche bibliographique, nous nous
sommes tournés vers une méthode de squelettisation d’un nuage de points qui a déja fait ses
preuves, le power crust, qui permet non seulement d’obtenir le squelette du nuage mais aussi
les sphéres maximales centrées sur le nuage. Le développement de cette méthode a été confié a
une stagiaire, Sophie Thuringer. Une fois un ensemble de sphéres représentatives du nuage de
points déterminé, il a fallu étudier les différentes maniéres de les joindre par des morceaux de
cyclides de Dupin. Plusieurs algorithmes ont été développés et testés en 3D mais une question
importante s’est posée concernant les temps de calcul. C’est alors qu’une nouvelle idée est
venue : puisque nous travaillons avec des sphéres et des enveloppes de sphéres pourquoi ne pas
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étudier ces jointures dans I'espace des sphéres? Ainsi, nous avons étudié longuement cet espace
de dimension 4 contenu dans l'espace de Lorentz de dimension 5 ot une sphére orientée de R3
est représentée par un point et une cyclide de Dupin par deux cercles pour la forme quadratique
considérée (vus comme des coniques de maniére euclidienne).

Aprés avoir assimilé les propriétés de cet espace et de la forme quadratique considérée, nous
avons pu étudier les jointures par des cyclides dans cet espace qui se révélent plus simples
puisque nous joignons des morceaux de coniques plutdt que des morceaux de surfaces. De plus,
les courbes caractéristiques des cyclides de Dupin, qui sont des cercles, sont aussi représentables
dans I’espace des sphéres ce qui nous a permis encore de simplifier les algorithmes de jointures et
de construire ces derniéres itérativement pour la visualisation du résultat de la reconstruction.

Enfin, cette représentation a permis de résoudre des problémes plus généraux tel que le
probléme dit des 3 contacts que nous ne savons pas résoudre dans R?. Il s’agit de déterminer
les cylides de Dupin tangentes en trois points donnés a trois plans donnés. Ce probléme est
apparu lorsque s’est posé la question des limites de I'utilisation des cyclides de Dupin dans notre
démarche de reconstruction 3D. En considérant des homographies dans I’espace de Lorentz, nous
avons trouvé une condition d’existence d’une famille & un paramétre de cyclides satisfaisant les
conditions de 3 contacts alors qu’il est naturellement raisonnable de penser qu’il n’y en ait
qu’une seule (lorsque c¢’est possible) puisqu’une cyclide dépend de 9 paramétres. Dans la suite,
nous allons exposer toute la partie recherche concernant les algorithmes de jointures par des
cyclides de Dupin, en nous placant d’abord dans R? puis dans I’espace des sphéres.



Chapitre 2

Surfaces canal et cyclides de Dupin

Nous allons considérer des surfaces canal dans la suite, ¢’est pourquoi nous rappelons ci-
aprés leur définition dans &3, espace affine euclidien usuel a trois dimensions. Comme nous
allons joindre des morceaux de quadriques usuelles avec des parties de cyclides de Dupin, nous
rappelons ensuite les définitions des quadriques usuelles et leurs équations. Nous les utiliserons
aussi dans les exemples illustrant différents algorithmes de jointures présentés plus loin. Enfin,
avant de parler des cyclides de Dupin qui sont les surfaces auxquelles nous nous intéressons le
plus, nous reprenons la définition du tore de révolution.

2.1 Surface canal

Toutes les surfaces sont les enveloppes d’une famille & deux paramétres de sphéres (les
rayons des sphéres sont les inverses des courbures principales). Les surfaces canal, elles, sont
des enveloppes d’une famille & un paramétre de sphéres, figure 2.1(a). Les centres de ces sphéres
sont situés sur une courbe centrale 7. Les surfaces canal sont engendrées par des cercles centrés
sur 7o contenus dans un plan normal & 7. Ces cercles sont les courbes de tangence entre les
sphéres et la surface enveloppe et sont appelés cercles caractéristiques de la surface canal.
Certaines surfaces de révolution comme le cylindre, le cone, le tore et d’autres types de surfaces
comme, par exemple, les tubes (les sphéres de I'enveloppe sont de méme rayon) ou encore les
serpentins (la courbe centrale est une hélice et les sphéres de 1’enveloppe sont de méme rayon),
figure 2.1(b), sont des surfaces canal.

2.2 Quadriques de révolution
Une quadrique S est une surface d’équation F' = 0 tel que I"application F' :
F 53 — R

est de la forme F' = ¢ + f ¢ est une forme quadratique homogéne (polynéme homogéne de

degré 2) et f est une forme affine (polynome de degré 1) [LFA91]. Les directions principales
%
de S sont orthogonales et il existe une base orthonormée <_z>, j—>, k ) de vecteurs propres de la

forme quadratique ¢g. Nous notons («, 3,7) les valeurs propres associées aux vecteurs propres

29
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FIGURE 2.1 - Deux exemples de surfaces canal. (a) Une surface canal quelconque. (b) Un
serpentin.

%
(?, ]_>, k ) Il existe différents types de quadriques selon le rang de ¢, les quadriques peuvent

=
-
i

(d)

avolr un centre ou non.

(a)

()
FIGURE 2.2 — Les quadriques a centre. (a) un cone. (b) un hyperboloide a deux nappes. (c¢) un
ellipsoide. (d) un hyperboloide & une nappe.
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Lorsque le rang de ¢ est 3, la quadrique est dite & centre, de centre (), et son équation dans
N , RGN —
le repére orthonormé (Q, v, 9k ) est :

ar? + Byt +422+k=0, kcER (2.1)

avec a # 0,  # 0 et v # 0. La quadrique S est une quadrique de révolution si et seulement si
deux des valeurs propres («a, 3, 7v) sont égales. Dans ce cas, il s’agit de surfaces canal particuliéres,
enveloppe d'une famille & un paramétre de sphéres centrées sur son axe de révolution. De plus,
dans le cas du cone et du cylindre de révolution, il existe une autre famille & un paramétre, cette
fois-ci une famille de plans, qui enveloppe la surface. Nous verrons que ces surfaces sont des
cyclides de Dupin (les plans sont considérés comme des sphéres particuliéres) et nous donnerons
leur représentation dans I'espace des sphéres.

Les quadriques peuvent étre décrites par des équations implicites et des équations paramé-
triques, table 2.1.

(a) (b)

FIGURE 2.3 — Les quadriques usuelles a axe. (a) un cylindre. (b) un paraboloide de révolution.

Il existe six types de quadriques a centre distinctes, selon la signature de la forme quadratique
associée (de rang 3). Deux sont sans intérét pour la modélisation géométrique puisqu’il s’agit
de I'ensemble vide et d’un singleton.

Les quadriques les plus utilisées en informatique graphique sont les quadriques dites na-
turelles, a savoir : le cone, 'ellipsoide (dont la sphére), figure 2.2, le cylindre et le paraboloide,
figure 2.3. Le cylindre ou le paraboloide de révolution sont des quadriques a axe et sont obtenus
lorsque la forme quadratique est dégénérée, de rang 2. Il existe un repére, appelé repére princi-
pal [LFA91]|, dont I'origine est le centre de la quadrique (si elle en posséde un), dans lequel on
peut obtenir les équations données dans le tableau 2.1, [Gar(07].
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Nom H Equation implicite ‘ Equation paramétrique
at cos (0)
2 2 2 .
. ™ oy oz bt sin (0)
Cone ? + ﬁ — g = 0 ot

(0;t) € [0;27] x R

a cos (0) cos (V)
oL x?2 oy 2P b sin (0) cos (¥)
Ellipsoide — + =+ i 1=0 ¢ sin (1))

(6; %) € 05 2] x [-5: 5]

a cos (0) ch (t)
o 22 y? 22 b sin (6) ch (¢)
Hyperboloide a une nappe | —+ 5 —— —1=0 c sh (t)

(0;t) € [0;27] x R

a cos (6) sh(t)
o 2 2 22 b sin (0) sh (t)
Hyperboloide & deux nappes | — + =5 — =2 +1= ec ch (1)

(0;t;¢) € [0;27] x R x {—1;1}

a cos (6)

' z? P b sin (0)
Cylindre o + =i 1= ;

(0;t) € [0;27] x R

at cos ()

. , : 2 y? bt sin ()
Paraboloide de révolution — + i 2pz =10 02
a 2p

(0;t) € [0;27] x R

TABLE 2.1 Equations de quadriques.
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2.3 Tore de révolution

Le tore de révolution est engendré par la rotation d’un cercle C autour d’un axe A, C et A
étant coplanaires. Chaque plan contenant cet axe est un plan de symétrie du tore et contient
deux cercles C; et Cq, de centres respectifs Oy et O, et de rayon r, figure 2.5. La droite A est
la médiatrice du segment [O;0s]. Notons 2 I'intersection de A avec le segment [010,]. Nous
dirons que € est le centre du tore, que R = Q0 est le rayon majeur du tore et que r est le
rayon mineur du tore. De plus, nous pouvons distinguer trois types de tores de révolution selon
que la droite A coupe ou non les cercles C; et Cy, figure 2.4. Lorsque A ne coupe pas Cy, le tore
est dit a collier. Lorsque A est tangente & C; en un point, le tore est dit a collier nul et lorsque
A coupe C; en deux points, le tore est dit croisé.

FIGURE 2.4 — Les trois types de tores de révolution.

(a)

FIGURE 2.5 (a) Un tore de révolution. (b) Les deux cercles C; et Co contenus dans un plan
de symétrie du tore précédent d’axe A.

— = _
Dans le repére orthonormé (Q, ?, j_>, k ) avec 7 = ——=-0104, k vecteur directeur de

%
A et j_> =7 x k', I'équation du tore est :

z(0,¢) = (R+rcosf)cosy
Lr(0,¢) =< y(@,¢) = (R+7r cosf)siny (2.2)
2(0,v) = rsin 6
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ou b € [0;27],v € [0;27] et x est le produit vectoriel. Son équation implicite algébrique [LFA91]
est :
(2 +y*+ 2+ R — 7“2)2 —4R* (2 +y*) =0 (2.3)

Pour chaque valeur de € (resp. 1) constante, nous obtenons les cercles caractéristiques du
tore qui sont plus usuellement appelés paralléles (resp. méridiens).

Nous pouvons remarquer que le tore de révolution est lui-aussi une surface canal, enveloppe
de deux familles & un parameétre de sphéres, I'une centrée sur un cercle de centre €2 et de rayon
r et lautre, centrée sur la droite double de support A. Nous pourrons définir les cyclides de
Dupin a partir d’inversion de tores de révolution, [Gar(07].

2.4 Cyclides de Dupin dans &;

Les cyclides de Dupin ont été inventées par P. Dupin en 1822 [Dup22| et introduites en
CAO par R. Martin en 1982 [Mar82|. De nombreux mathématiciens ont étudié leurs propriétés
géométriques, citons entre autres G. Darboux [Dar87,Dar17|, A. Forsyth [For12| et A. Cayley
[Cay73|. Aujourd’hui, elles sont trés largement utilisées pour effectuer des jointures 3D entre
deux primitives, en se plagant uniquement dans I’espace euclidien usuel [AD97a,AD97b,DMP93,
Pra97a, GEN04, Gar(7].

2.4.1 Définitions

Il est possible de donner plusieurs définitions équivalentes des cyclides de Dupin, [Dar87,
Gar07] :

Définition 1 Les cyclides de Dupin sont les surfaces enveloppes des sphéres tangentes a trois
spheres fizes.

Définition 2 Une cyclide de Dupin est ['tmage d’un cone de révolution, d’un cylindre de révo-
lution ou d’un tore de révolution par une inversion.

Définition 3 Les cyclides de Dupin sont les enveloppes de sphéres centrées sur une conique,
appelée déférente, et orthogonales a une sphére fixe, appelée sphére d’inversion, centrée sur
Uaze focal de la cyclide [Cay75].

Définition 4 Une cyclide de Dupin est, de deux maniéres différentes, [’enveloppe d’une famille
a un parametre de spheéres.

Nous utiliserons principalement la définition 4 d'une cyclide de Dupin. Les centres des
sphéres de chacune des deux familles sont situés sur une conique, figures 2.7(a) et 2.7(b), et les
sphéres d’une famille passent toutes par un point fixe (réel ou imaginaire) de la seconde conique
|[For12, Dar87, Dar17|. Elles sont tangentes a l’enveloppe le long de cercles caractéristiques.
Lorsqu’il s’agit d'une cyclide de Dupin de degré quatre, appelée cyclide de Dupin quartique,
les coniques sont une ellipse et une hyperbole, figure 2.6. Ces derniéres sont des anti-coniques,
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c’est-a-dire qu’elles sont situées dans deux plans orthogonaux et les foyers de 'une sont les
sommets de 'autre. Nous avons une double génération de la cyclide de Dupin grace aux deux
familles de sphéres & un paramétre dont elle est I’enveloppe. Lorsque I’hyperbole génératrice
dégénére en une double droite (et donc 'ellipse devient un cercle), la cyclide est dite dégénérée
et est un tore.

FIGURE 2.6 — Une cyclide de Dupin de degré 4 et ses deux anti-coniques (une ellipse et une
hyperbole).

FI1GURE 2.7 — Les deux familles de sphéres dont I'enveloppe est la cyclide de Dupin de la figure
2.6.(a) Famille de sphéres centrées sur lellipse. (b) Famille de sphéres centrées sur I’hyperbole.

Notons que les termes cyclide ou CD4 seront utilisés dans la suite pour désigner une cyclide
de Dupin quartique.

2.4.2 Equations

Nous nous placons dans &3. Nous allons montrer qu'une CD4 dépend de trois paramétres
réels a, c et u, avec a et ¢ non nuls (ce qui élimine les cas dégénérés), et |a| > |c| en reprenant
les travaux de A.M. Forsyth [For12]. Nous considérons le repére d’origine le centre commun
des anti-coniques et dont les trois axes sont les axes des anti-coniques (un axe est commun aux
deux coniques). La manipulation de formules algébriques nous ameénera parfois a considérer des
solutions dans C3.

Pour obtenir les équations implicites d'une CD4, il suffit de calculer I’enveloppe des sphéres
la définissant. Considérons :
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= l’ellipse, dans le repére précédent, située dans le plan P, : z = 0, d’équation :

1'2 y2
St =1 (2.4)

= les sphéres S1(0) de centres :
Q1(0) = (acos(0); bsin(6);0)

= le point fixe M («;0; ) appartenant a 'hyperbole par lequel passent toutes les sphéres
S1(0), 0 € 10, 27).
Le point M peut étre réel ou imaginaire selon le type de la cyclide (table 4.6). L’équation de
S1(0) s’écrit alors :

(z —acos (0))* + (y — bsin (9))* + 2% = (a — acos (8))* + (bsin ())* + (B)° (2.5)
ce qui se simplifie en :
2+ + 22 —2(x —a)acos (f) — 2bysin (0) —a® — =0 (2.6)

L’enveloppe de ces sphéres est la réunion des cercles caractéristiques de I’enveloppe, figure
2.8(a), obtenus par l'intersection des sphéres S;(6) avec les plans P;(6), dont les équations sont
les équations dérivées des sphéres S(6) en 6, définis par :

Pi(0) : a(x — ) sin(f) — by cos() = 0 (2.7)

&

(a) (b)

FIGURE 2.8 — (a) Cercles caractéristiques d’'une CD4 avec 6 constant. (b) Faisceau de plans
contenant ces cercles caractéristiques.

La famille de plans P;(f) forme un faisceau, figure 2.8(b), dans lequel nous retrouvons le
plan P,. La droite commune a tous ces plans est la droite d’équation z = % et y = 0.

A partir des équations (2.6) et (2.7) et aprés quelques calculs, la cyclide de Dupin doit
vérifier I’équation :

(932 +y? 422 —a?— 62)2 = 4a®(x — a)* + 4b*y? (2.8)

Pour déterminer « et 5, nous devons considérer :
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= I'hyperbole située dans le plan P, : y = 0 d’équation :

x? 22

S (2.9)

2
Une condition est a ajouter pour que les coniques soient deux anti-coniques :

2 =qa?—p2

= les sphéres Sy(1) de centres :

A (W 0; ~b tanw))
avec 1 € [0,27]\ {5, 5

2 2
= le point fixe M’'(~; J;0) appartenant a 'ellipse par lequel passent toutes les sphéres Sp(v)).
En déterminant les autres cercles caractéristiques, figure 2.9(a), sections des sphéres Sy(v))
par des plans P(¢) d’équation S5(1)) = 0 définis par :

Py() : e(y —x)sin(¢p) + bz =0 (2.10)

nous obtenons la seconde équation :

(2 +y*+ 2" =" — (52)2 = 4c*(z — 7)* + 4b°2? (2.11)

(a) (b)

FIGURE 2.9 (a) Cercles caractéristiques d’'une CD4 avec v constant. (b) Faisceau de plans
contenant ces cercles caractéristiques.

Comme pour la premiére famille de sphéres, les plans P(1)) forment eux aussi un faiscean

de plans contenant le plan P,. La droite commune a tous ces plans est la droite d’équations
v = “£ et z = 0. Notons que pour ¢y = &7, les sphéres, dont les centres sont rejetés a I'infini,
sont les plans Py (t)o).

Pour que les deux équations (2.8) et (2.11) représentent la méme CD4, il faut avoir la
relation, [Forl2| :

Le parameétre y est alors introduit :
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ce qui permet d’obtenir deux équations implicites équivalentes d'une CD4 :
(P +y*+ 22—+ b2)2 — 4 (ax — cp)? — 4b%y%* = 0 (2.12)

(x2+y2—|—22—uZ—b2)2—4(C$—GM)2+45222:O (2.13)

Il est possible de vérifier que les points fixes sont :
b
M. (E;O;é‘—\/u2 - a2)
a a
et : ;
M! (ﬂ;e— 2 — /ﬂ;O)
¢’ c

avec € € {—1;1}. Les points M, et M. sont respectivement sur I'hyperbole et 'ellipse généra-
trices.

Suivant les différentes valeurs des paramétres a, c et p, nous avons différents types de points
fixes M. et M., table 2.2.

‘ parameétres ‘ M, M! ‘
la| > |u| > || | 2 points imaginaires distincts | 2 points imaginaires distincts
lpe| > |a| > || 2 points réels distincts 2 points imaginaires distincts
la| > |c| > |u| | 2 points imaginaires distincts 2 points réels distincts
la| = |p| > || 1 point double réel 2 points imaginaires distincts
la| > || = |¢| | 2 points imaginaires distincts 1 point double réel

TABLE 2.2 - Types des points fixes M. et M. en fonction des paramétres a, ¢ et 1 d’'une cyclide.

Les différents types (réel ou imaginaire) ainsi que le nombre de points fixes vont déterminer
le type et le nombre de points singuliers de la CD4. Ainsi, un point fixe réel correspondra a un
point singulier de la cyclide de Dupin. Lorsque ce dernier correspondra a la famille de sphéres
S1(0) (resp. S2(v)), il sera contenu dans le plan P, (resp. P,). Une classification différentielle
et topologique des cyclides de Dupin est possible a partir du nombre et de la disposition des
points singuliers de ces derniéres, [Gar07], table 2.3.

Dans le cadre de la géométrie conforme, les CD4I et CD4E ainsi que les CD4In et CD4En
sont équivalentes en tant que surfaces & un ou deux point(s) singulier(s). Nous faisons la dis-
tinction car nous les considérons comme bords de solides différents. En utilisant la seconde
définition d’une cyclide de Dupin en tant qu'image d'un tore de révolution par une inversion,
nous retrouvons les trois types de cyclides de Dupin conformes en tant qu'images des trois types
de tores (a collier, croisé ou a collier nul) par une inversion, figure 2.4.

Pour plus de détails sur I'obtention des deux équations implicites d’'une CD4, le lecteur
peut se reporter a [For12|. Nous pouvons aussi remarquer que les cercles caractéristiques de
'enveloppe sont aussi les cercles de courbure de la CD4, [Gar07].

Grace aux coordonnées des points M. et M., nous pouvons maintenant déterminer le rayon
des sphéres de chaque famille, le rayon de S;(f) est :

r1(6) = |u — ccos(0)] (2.14)



paramétres Points Points Type de la CD4 Mllustration
singuliers | singuliers
dans P, dans P,
la| > |p| > || 0 0 Cyclide de Dupin figure 2.10
en anneau, CD4A
|| > la| > || 0 2 Cyclide de Dupin figure 2.11(a)
a croissant interne, CD4I
la| > |c| > |u 2 0 Cyclide de Dupin figure 2.11(b)
a croissant externe, CD4E
la| = |p| > || 0 1 Cyclide de Dupin figure 2.12(a)
a croissant interne nul, CD4In
la| > |p| = |¢| 1 0 Cyclide de Dupin figure 2.12(b)
a croissant externe nul, CD4En

TABLE 2.3 — Classification des cyclides de Dupin en fonction du nombre et du lieu de leurs

points singuliers.

F1GURE 2.10 Cyclide de Dupin en anneau, CD4A.

tandis que celui de Sy()) est :

a

) =|u- o ve {-5.5)

Pour obtenir I'équation paramétrique de la CD4, il suffit de considérer les points de cette
derniére comme intersection de deux cercles caractéristiques avec 6 constant ou avec ¢ constant.
Ces cercles sont obtenus comme sections de S;(t) par P;(t) (équations (2.7) ou (2.10)) pour
i€ {1;2} et t € [0,27]. L’équation paramétrique d'une CD4 est alors :

(2.15)
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(a)

FIGURE 2.11 — Cyclide de Dupin & croissant. (a) interne. (b) externe.

(a) (b)

FIGURE 2.12 — Cyclide de Dupin a croissant nul. (a) interne. (b) externe.

p(c—acosf costp) + b? cosd
a — ccosf cos

bsind X (a — pcos))

a — ccosf cos (2.16)

bsiny X (ccosf — p)
a — ccosf cos

o (0,v) € [0, 27>

Les différents types de CD4 cités dans la table 2.3 vont dépendre des valeurs respectives des
parameétres a, c et u. Nous pouvons déterminer ces parametres selon des cercles caractéristiques
particuliers : ceux contenus dans les plans P, et P,. Ces cercles sont appelés cercles principaux.
Ils sont les sections des sphéres S;(0) et Si(m) par P, et de S3(0) et Sa(m) par P, (figures
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2.13(a), 2.13(b) et 2.13(c)). Les rayons de ces cercles valent alors |p — ¢| et |p + ¢| dans P, et
| — al et |u+ a| dans P, (figures 2.14(a), 2.15(a), 2.14(b) et 2.15(b)).

FIGURE 2.13 — Cercles principaux d’'une CD4. (a) CD4A, cyclide en anneau. (b) CDA4I, cyclide
a croissant interne. (¢) CD4E, cyclide a croissant externe.

FIGURE 2.14 - Cercles principaux d’une CD4 dans le plan P,. (a) CD4A ou CD4E. (b) CDA4L.

(a) (b)

FIGURE 2.15 — Cercles principaux d'une CD4 dans le plan P,. (a) CD4A ou CDA4I. (b) CD4E.

Notons C(O,r) le cercle de centre O et de rayon r. Dans la suite, nous considérons que les
paramétres a et ¢ sont strictement positifs et que le paramétre p est positif ou nul. Connaissant
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le type de la CD4, il suffit alors d’avoir deux des cercles principaux coplanaires de la CD4 afin
d’en déterminer les paramétres [Gar07].

Notons C1(Oq,71) et Cy(O2,12) les deux cercles principaux de la CD4 dans le plan P, ou
dans le plan P, avec r; > ry. Les tableaux 2.4 et 2.5 donnent les valeurs des paramétres selon

ces cercles.

‘ type ‘ a & ]
CD4A on CD4E | 9192 | =2 | mit T
2 2 2
CD4I 0102 T + T2 T — Ty
2 2 2

TABLE 2.4 — Paramétres de la CD4 a partir des cercles principaux dans F,.

‘ type a & ‘ u
CD4A ou CDar | 1LET2 | D0z f =y
2 2 2
CDAE r1—ry | O109 | 11 +1y
2 2 2

TABLE 2.5 — Paramétres de la CD4 a partir des cercles principaux dans P,.

La table 4.6, chapitre 4, reprend de maniére concise la relation entre les différentes valeurs
des parameétres, les différents types de CD4, le nombre de points singuliers, le type et le nombre
de points fixes de leur enveloppe.



Chapitre 3

Algorithmes de jointures G! dans &;

Dans ce chapitre, nous donnons de nouveaux algorithmes de jointures de surfaces canal par
des cyclides de Dupin en nous placant dans &£;. Dans les chapitres suivants, nous simplifierons
les algorithmes en nous plagant dans I’espace des sphéres et en utilisant la représentation des
cyclides dans cet espace.

Nos algorithmes de jointures, décrits dans ce chapitre, sont plus généraux que les algorithmes

existants pour recoller une quadrique de révolution et une sphére ou un plan avec des morceaux
de cyclides de Dupin. Nous travaillons en dimension 3 en utilisant la définition des cyclides de
Dupin en tant qu’enveloppe de sphéres alors que les méthodes existantes se restreignent a un
plan de symétrie de la cyclide.
Ainsi, le lecteur uniquement intéressé par ce type de jointures peut utiliser ces algorithmes
sans avoir a assimiler toute la théorie de 1’espace des sphéres. Nous traiterons, par la suite, de
jointures géométriques. Rappelons qu'une jointure entre deux surfaces est dite G° lorsque les
deux surfaces ont une courbe commune et la jointure est de type G! le long de cette courbe
lorsque les espaces tangents aux deux surfaces aux points de la courbe sont confondus.

3.1 Algorithmes de jointures existants

3.1.1 Algorithmes de jointures

Dans la littérature, il existe plusieurs algorithmes de jointures entre surface de révolution et
sphére ou plan en utilisant des cyclides de Dupin [Pra97h, GFNO04]. Tls consistent & construire
deux cercles caractéristiques d’une cyclide de Dupin contenus dans un plan de symétrie des deux
primitives initiales. Cela revient a effectuer une jointure 2D dans ce plan. La figure 3.1 illustre
un exemple de construction pour joindre un cylindre et un plan : dans le plan de construction,
les droites A et Ay sont deux génératrices du cylindre tandis que A est la section du plan par
le plan de construction. Il suffit de déterminer deux cercles C;, i € {1,2}, tangents aux droites
A; aux points B; et tangents a la droite A aux points A;. Les points B; sont symétriques par
rapport a la droite A.

43
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A1 AQ

Cs

Cy

By B,y

FIGURE 3.1 — Construction d’une jointure 2D permettant la jointure 3D entre un cylindre et
un plan.

3.1.2 Determination des bornes de la partie utile d’une cyclide pour
la jointure

Lorsque nous utilisons une CD4 pour effectuer une jointure, nous devons déterminer la
partie utile de la CD4 a conserver |Gar07|. La jointure entre deux sphéres se fait le long de
deux cercles caractéristiques de la CD4, cercles obtenus avec 6 ou 1 constant. On peut obtenir
plusieurs types de jointures : une jointure de type poteau sans point singulier (figure 3.2(a))
ou une jointure de type récipient avec zéro, un ou plusieurs points singuliers (figure 3.2(b)).
Dans [Gar(07|, lauteur donne les algorithmes permettant de déterminer les bornes de la partie
utile a la jointure dans &;.

3.2 De nouveaux algorithmes de jointures G' en utilisant
des cyclides de Dupin

3.2.1 Jointures entre deux sphéres ou plans par une cyclide de Dupin
en anneau

3.2.1.1 Principe des algorithmes

Rappelons qu’'un plan peut étre vu comme une sphére particuliére. Dans la suite de ce
document, le terme sphére désignera une sphére ou un plan de &;. Nous préciserons lorsque
nous voudrons faire la différence entre les deux cas. Les algorithmes 1 et 2 permettent la
réalisation de jointures sphére-sphére par des cyclides.
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(a) (b) (c) (d)

F1GURE 3.2 — Une jointure par un morceau de cyclide de Dupin le long de cercles caractéristiques
avec ¢ constant. (a) Une jointure de type poteau sans point singulier. (b) Une jointure de type
récipient sans point singulier. (¢) et (d) Une jointure de type récipient avec un point singulier.

Dans l'algorithme 1, a partir de deux sphéres données, 1'utilisateur construit trois sphéres
tangentes (en se donnant par exemple trois points) aux deux sphéres originelles et ’algorithme
détermine alors la cyclide qui est tangente aux trois sphéres construites le long de cercles
caractéristiques. Quant a l'algorithme 2, il permet a 'utilisateur, & partir de deux sphéres
données, d’en créer une troisieme et de construire la cyclide.

Etant donné trois sphéres fixes de centres non alignés, nous désirons construire une CD4A
en considérant que ces trois sphéres sont de la méme famille de sphéres dont la cyclide est
I'enveloppe. Pour construire les cercles principaux de cette CD4A, on se place dans le plan
défini par les centres de ces sphéres (ces centres appartiennent a I'une des coniques de la figure
2.6). La section de chaque sphére par ce plan est un cercle. Les cercles principaux de la CD4A
sont des cercles tangents aux trois cercles précités. En fait, il en existe au total quatre paires
(figure 3.3). Les points a égale distance de deux des cercles initiaux forment deux hyperboles.
L’intersection des quatre hyperboles & partir de deux couples de cercles donne huit points. Ces
points sont les centres des cercles tangents aux trois cercles initiaux, la distance aux cercles
initiaux permet d’obtenir leurs rayons. Comme nous ne considérons que des CD4A, nous ne
pouvons avoir que des cercles tangents non sécants (figures 2.14(a) et 2.15(a)). Il y a cependant
deux cas :

= Si I'un des cercles est a l'intérieur du disque qui a pour bord 'autre cercle, on se place

dans le plan de symétrie P, de la CD4A, figure 2.15(a).

= Sinon on se place dans le plan de symétrie P, de la CD4A, figure 2.14(a).

Ces cercles sont alors les cercles principaux de la CD4A de jointure. Selon leurs dispositions
respectives (figures 2.14(a) et 2.15(a)), on se place dans un des plans de symétrie P, ou P, de
la cyclide. Enfin, il reste a déterminer les bornes de la partie utile de la cyclide pour la jointure.

Notons que si la sphére est un plan, la borne correspondante de la CD4 est 7 ou —7.
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FIGURE 3.3 — Ensemble des cercles tangents (verts, violets, jaunes et bleus) a trois autres cercles
(rouges).

Algorithme 1 Jointure sphére-sphére par une CD4A
Entrée : Deux sphéres Sj et S;.

1. Choix de trois sphéres Sty, St; et Sty tangentes a Sy et Sy, de centres distincts et ne
contenant pas un méme point.

2. Détermination du plan de symétrie P de la CDA4.
3. Détermination des cercles Cy, C; et (5 sections de Stq, St; et Sty par P.

4. Détermination des deux cercles Cy, et C}, non sécants tangents a Cy, Cy et Cy et déter-
mination du plan de symétrie de la CD4A qu’ils définissent (figure 3.5(b)).

5. Calcul des parameétres a, c et pu de la CD4A & partir des cercles principaux Cj, et Cj,.

6. Détermination des éventuelles translations et rotations a effectuer pour placer la CD4A
dans le repére de la scéne.

7. Calcul des bornes de la partie utile de la CD4A pour la jointure.
Sortie : La partie utile de la CD4A effectuant la jointure G entre les deux sphéres Sy et S;.

Remarque 1

a. Il est possible d’adapter ’algorithme 2 pour effectuer une jointure de type récipient par
une CD4I. Plusieurs jointures de ce type sont possibles en considérant les paires de cercles
sécants tangents a Co, Cy et Cy dans ’étape 3 (figure 3.3) et en calculant les paramétres
de la CD4I correspondante a l'étape 4 [Gar07].
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Algorithme 2 Jointure sphére-sphére par une CD4A

Entrée : Deux sphéres Sj et S;.

1.

ot

7.

Choix d’une troisiéme sphére Ss.

2. Détermination du plan de symétrie P de la CDA4.
3.
4

. Détermination des deux cercles Cy, et C;, non sécants tangents a Cy, C; et Cy et déter-

Détermination des cercles Cy, C; et C5 sections de Sy, S7 et Sy par P.

mination du plan de symétrie de la CD4A qu'ils définissent (figures 3.7(b) et 3.9(b)).
Calcul des parameétres a, c et 1 de la CD4A a partir des cercles principaux Cy, et Cy,.

Détermination des éventuelles translations et rotations a effectuer pour placer la CD4A
dans le repére de la scéne.

Calcul des bornes de la partie utile de la CD4A pour la jointure.

Sortie : La partie utile de la CD4A effectuant la jointure G entre les deux sphéres Sy et S;.

b. Le plan de construction dans le cas d’une jointure sphére-plan avec l’algorithme 4 est

orthogonal au plan et passe par les centres des deuz sphéres (figure 3.4(a)). Dans le cas
d’une jointure plan-plan, il est orthogonal aux deux plans et passe par le centre de la

sphere (figure 3.4(b)).

. La position de la troisieme sphére ne permet pas toujours d’obtenir comme jointure

une CDJA. La détermination de ’ensemble des positions convenables de cette troisieme
sphere peut se faire en utilisant ’espace des spheres, chapitre 4. Nous nous plagons, pour
l'instant, dans les cas favorables.

(a) (b)

FIGURE 3.4 Le plan de construction (en rouge). (a) Lors d’une jointure sphére-plan avec
I'algorithme 2. (b) Lors d’une jointure plan-plan avec 1'algorithme 2.

3.2.1.2 Exemples numériques

Jointure sphére-sphére en utilisant I’algorithme 1

Soit Sy la sphére de centre Oy (0,35;0;6,1) de rayon 5,11 et S; la sphére de centre
01 (0,35;0; —6,1) de rayon 5,11, les deux sphéres a joindre.
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L’étape 1 de 'algorithme 1 consiste a se donner trois autres sphéres tangentes a Sy et S :

= S, centrée en Oy, (—5;0;0) de rayon 3, sphére en rouge sur la figure 3.5(a);

= S;, centrée en Oy, (4;0;0) de rayon 2, sphére en vert sur la figure 3.5(a);

= S, centrée en Oy, (—4,75;4,75;0) de rayon 4, 15, sphére en gris sur la figure 3.5(a).

Le plan de construction est le plan P d’équation z = 0 défini par Oy, O,, et O, (Etape
2) et les deux cercles principaux, cercles non sécants et tangents aux cercles sections de Sy,
Sy, et Sy, par P, (figure 3.5(b)) permettent de déterminer les paramétres a ~ 5,08, ¢ ~ 1,41
et p ~ 2,98 de la cyclide de jointure (figures 3.6(a) et 3.6(b)). Dans cet exemple, nous avons
0 € [0,27] et ¥ € [V, Yar] avec by, = =F et Yy = I (Etape 7 et figure 3.6(c)).

(a) (b)

FIGURE 3.5 — Jointure sphére-sphére en utilisant I’algorithme 1. (a) Les deux sphéres de départ
(brique et rose) et trois sphéres tangentes (rouge, verte et grise). (b) Construction des deux
cercles principaux Cy, et C, de la cyclide de jointure dans le plan P, tangents aux trois cercles
Co, 01 et Cg.



49

(a) (b) ()

FIGURE 3.6 — Jointure sphére-sphére en utilisant ’algorithme 1. (a) Les deux cercles principaux
de la cyclide de jointure. (b) La cyclide de jointure entre deux sphéres, définie a partir des trois
sphéres tangentes aux deux sphéres a joindre. (c¢) La partie utile de la cyclide de jointure située
entre les deux spheéres.

Jointure sphére-plan en utilisant ’algorithme 2

Soit Sy la sphére de centre Oy (—1;5;0) de rayon 2 et le plan P, d’équation y = 0, les deux
primitives a joindre.

(a) (b)

FIGURE 3.7 — Jointure sphére-plan en utilisant 'algorithme 2. (a) Les deux primitives a joindre
et la sphére supplémentaire (bleue). (b) Construction des deux cercles principaux Cy, et Cy, de
la cyclide de jointure dans le plan P, tangents aux trois cercles Cy, C; et Cj.

L’étape 1 de 'algorithme 2 consiste a se donner une sphére supplémentaire S; de rayon 1,
centrée en O, (0;2;0) (figure 3.7(a)).
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(c)

FIGURE 3.8 — Jointure sphére-plan en utilisant ’algorithme 2. (a) Les deux cercles principaux
de la cyclide de jointure. (b) La cyclide de jointure entre la sphére et le plan, tangente a la
sphére supplémentaire. (c) La partie utile de la cyclide pour la jointure entre les deux primitives.

Le plan de construction est le plan P orthogonal a P, passant par Oy et O; et son équation
est z = 0. Les deux cercles principaux sont disjoints et tangents aux deux cercles obtenus comme
sections de Sy et S par P et a la droite obtenue comme section de P, par P (figure 3.7(b)).
[lIs permettent de déterminer les paramétres a ~ 3,54, ¢ ~ 0,86 et p ~ 2,56 de la cyclide de
jointure (figures 3.8(a) et 3.8(b)). Dans cet exemple, nous avons 6 € [0,27] et ¢ € [y, Y]
avec ¢, = 5 et ¢y ~ T (étape 7 et figure 3.8(c)).

Jointure plan-plan en utilisant ’algorithme 2

Soit Py le plan d’équation z = %lx et le plan P, d’équation z = %x, les deux plans a joindre.

L’étape 1 de I'algorithme 2 consiste & se donner une sphére supplémentaire S centrée en
O (3;0;0) de rayon 0,8 (figure 3.9(a)).

Le plan de construction est le plan P orthogonal a F, et P, passant par O et a pour
équation y = 0. Les deux cercles principaux, cercles non sécants et tangents au cercle et aux
droites sections de Py, P, et S par P, (figure 3.9(b)) permettent de déterminer les paramétres
a~2,75 c~123et u=~1,90 de la cyclide de jointure (figures 3.10(a) et 3.10(b)). Dans cet

exemple, nous avons 6 € [0,27] et ¢ € [FF, 7] (étape 7 et figure 3.10(c)).
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(a) (b)

FIGURE 3.9 — (a) Les deux plans a joindre et la sphére supplémentaire (bleue). (b) Construction
des deux cercles principaux Cy, et Cy, de la cyclide de jointure dans le plan P, tangents aux
trois cercles Cy, Cy et (5.

(c)

FIGURE 3.10 — (a) Les deux cercles principaux de la cyclide de jointure. (b) La cyclide de
jointure entre les deux plans, tangente & la sphére supplémentaire. (c) La partie utile de la
cyclide pour la jointure située entre les deux plans.
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3.2.2 Jointures entre une surface canal et un plan

3.2.2.1 Principe de la méthode

En considérant la cyclide de Dupin en tant qu’enveloppe de sphéres et particuliérement les
définitions 1 et 3, nous pouvons donner deux nouveaux algorithmes permettant d’effectuer une
jointure G' entre une surface canal et un plan. A partir de trois sphéres tangentes au plan,
d’une part, et tangentes a la surface canal le long d’un cercle caractéristique (cercle de jointure)
d’autre part, ’algorithme 3 permet de déterminer une cyclide de Dupin en tant qu’enveloppe
d’une famille de sphéres a un paramétre a laquelle les trois premiéres appartiennent. Ensuite,
nous considérons le plan contenant les trois centres des sphéres tangentes comme le plan de
construction qui est aussi un plan de symétrie de la cyclide solution. Cet algorithme est basé
sur la définition 1 d’une cyclide de Dupin. Quant a I’algorithme 4, il n’utilise que des déductions
géométriques. Il généralise celui proposé dans [GFNO04|. Nous déterminons le plan de construc-
tion & partir des primitives initiales et nous utilisons un algorithme similaire a celui donné dans
I'article [GFNO4] dans ce plan de construction. Dans les méthodes existantes, des contraintes
spaciales étaient imposées pour réaliser la jointure. Avec nos algorithmes, ce n’est plus le cas.
Le plan contenant le cercle de jointure est un plan du faisceau avec v constant, figure 2.9. Dans
notre méthode, nous considérons la droite intersection du plan a joindre et du plan contenant
le cercle de jointure. Cette droite est orthogonale au plan P, induit par le repére de la cyclide
de jointure. Ce dernier plan est totalement déterminé puisqu’il contient le centre du cercle de
jointure.

Dans les deux cas, le cercle de jointure est un cercle caractéristique de la surface canal
initiale. Une fois le plan de construction déterminé (P, dans 'algorithme 3 et P, dans ’algo-
rithme 4), les deux algorithmes permettent de déterminer les cercles principaux de la cyclide
de jointure dans le plan de symétrie considéré et de calculer les parameétres de cette derniére.
Enfin, les bornes de la partie utile de la cyclide et les transformations possibles a effectuer pour
la remettre dans le repére de la scéne sont déterminées [Gar07|. Nous pouvons noter que la

borne de la partie utile de la cyclide correspondant au plan est soit ¢ = 7 soit ¢ = 5F.

Remarque 2 Deux cercles principaur contenus dans un plan de symétrie d’une cyclide ne
suffisent pas a la déterminer complément. Il faut considérer les deuz paires de cercles principau.
Awvec une seule paire, comme c’est le cas ici, il existe parfois deux cyclides distinctes, de types
différents, pouvant effectuer la jointure. Ainsi, lutilisateur doit faire un choix sur le type de
la cyclide utilisée pour, par exemple, préférer une jointure de type poteau ou de type récipient.
Ainsi, dans algorithme 3, utilisateur doit choisir le type de la cyclide (CD4A ou CDJI) a
utiliser apres avoir déterminé ces cercles principauz, alors que dans l’algorithme 4, ces cercles
principaur sont déterminés en fonction du choiz du type de la cyclide effectué auparavant. Nous
ne considérons pas le cas ou la cyclide de jointure est un tore de révolution (les calculs étant
triviauz dans ce cas particulier).
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Algorithme 3 Jointure entre une surface canal et un plan
Entrée : Une surface canal Surf, et un plan F.

1. Choix d’un cercle caractéristique Cy sur Surf,.
2. Choix de trois sphéres distinctes S, Sy et S3 tangentes a Surf, le long de Cj et & F.

3. Détermination du plan de symétrie P, de la CD4, contenant les trois centres des sphéres
Sl, SQ et Sg.

4. Détermination des cercles C, Cy et (5 sections de Sp, Sy et Sz par P..

5. Détermination des deux cercles principaux Cy, et Cy,, non sécants, tangents a C, Cs et
Cs, figure 3.3.

6. Calcul des paramétres a, c et  de la CD4 a partir des cercles principaux C}, et Cy,, selon
le type de la CD4 de jointure désirée (CD4A ou CD4I).

7. Détermination des éventuelles translations et rotations a effectuer pour placer la CD4
dans le repére de la scéne, [Gar07].

8. Calcul des bornes de la partie utile de la CD4 pour la jointure, |[Gar07].

Sortie : La partie utile de la CD4 effectuant la jointure G'! entre la surface canal Surfy et le
plan F.

Algorithme 4 Jointure entre une surface canal et un plan
Entrée : Une surface canal Surf, et un plan F.

1. Choix d’un cercle caractéristique Cy sur Surf, et détermination du plan P; contenant Cj.
Détermination de la droite A, intersection de Fy et P;.

Détermination du plan P, orthogonal & A, passant par le centre Oy de C.
Détermination des deux points By et By section de Cj par F.

Détermination de la droite A par A = Py N P,

Détermination des deux droites Ay et Ay tangentes & Surfy en B; et By dans P,

NS ot e W

Détermination des deux cercles Cy, tangent & A et Ay en By et (Y, tangent & A et Ay en
Bs, selon le type de la cyclide de jointure désirée, [GFNO04|

*®

Calcul des paramétres a, c et p de la CD4 a partir des cercles principaux Cy, et Cy,.

9. Détermination des éventuelles translations et rotations a effectuer pour placer la CD4
dans le repére de la scéne, |Gar07].

10. Calcul des bornes de la partie utile de la CD4 pour la jointure, |Gar07|.

Output : La partie utile de la CD4 effectuant la jointure G' entre la surface canal Surf; et le
plan F,.

3.2.2.2 Exemples numériques

En utilisant les deux algorithmes précédents, nous pouvons donner les exemples suivant
de jointures entre une surface canal et un plan. Dans le premier exemple, la surface canal est
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un tube et dans le second, un serpentin. Afin de montrer que seule la derniére sphére de la
surface canal joue un role, nous avons choisi des surfaces canal qui ne sont pas des surfaces de
révolution.

Jointure entre un tube et un plan en utilisant 1’algorithme 3

Un tube est une surface canal particuliére, enveloppe de sphéres de rayon constant. Nous
considérons, d'une part, le tube de courbe centrale I'y telle que Iy (u) = (u, 0, cos (u)) est défini
par :

(rcos (v)) sin (u)

u +
1+ sin (u)?
Tube (u;v) = rsin (v) (3.1)
cos (u) + 7 cos (v)
1+ sin (u)?

avec r = 0,8, u € [—5;5] et v € [0;27] et, d’autre part, le plan Py d’équation z = —0, 6z + 10.
On veut joindre le tube au plan Py le long du cercle caractéristique Cy d’équation T'ube (5;v)
avec v € [0; 27| (figure 3.11).

"\

FIGURE 3.11 Le tube et le plan a joindre.

Soient les trois sphéres Si, Sy et S3 tangentes au plan P, et au tube le long de Cy qui
ont pour centres respectifs Oy (5;6,88;0,28), O, (5; —6,88;0,28) et O3(2,48;3,86;3,21) (en
coordonnées approchées) et de rayons respectifs r; ~ 6,08, 1, ~ 6,08 et r3 ~ 4, 66.

On se place dans le plan P, défini par 01,05 et O3. On détermine les cercles C, Cy et (s,
sections des sphéres S7, Sy et S3 par P,, puis on détermine les cercles principaux de la CD4A,
tangents a C, Cy et C3 (figure 3.12).

Ensuite, on calcule les paramétres de la cyclide de jointure a ~ 7,30, ¢ ~ 2,33 et u ~ 6,52,
figure 3.13(a), ce qui correspond a une cyclide en anneau ou CD4A. Aprés avoir déterminé les
rotations et translations pour replacer la CD4A dans le repére de la scéne, on obtient la CD4A
illustrée en figure 3.13(a). La jointure s’effectue pour ¢ € [0; 7], figure 3.13(b).
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F1GURE 3.12 — Les cercles principaux de la cyclide de jointure obtenus grace aux trois spheres
tangentes au tube et au plan (deux vues).

(a) (b)

FIGURE 3.13 — (a) La CD4A de jointure entre le tube et le plan. (b) La jointure entre le tube
et le plan.

Remarque 3 On obtient le méme résultat avec l’algorithme 4. Le plan de construction ortho-
gonal au plan contenant le cercle Cy et a Fy est le plan P,. Les points, sections de C par P,,
sont les points By (4,44;0;0,86) et By (5,55;0;—0,29) (coordonnées approchées). Les cercles
Cty et Cty, tangents a P et au tube aux points By et By sont illustrés en figure 3.14.

En calculant a nouveau les paramétres de la CD4A de jointure avec ces cercles principaux,
on trouve bien a ~ 7,3, ¢ >~ 2,33 et >~ 6,52. On obtient la méme jointure que précédemment
(figure 3.13).

Jointure entre un serpentin et un plan en utilisant ’algorithme 4

On cherche a joindre, avec l'algorithme 4, un serpentin Serp et un plan Fy le long d’un
cercle caractéristique Cy du serpentin. I’équation de Serp est donnée par la formule (3.2) :
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FIGURE 3.14 — Les deux cercles principaux de la cyclide de jointure dans P, déterminés par
I’algorithme 4.

(ap + bo cos (u)) cos (v) +

Serp (u;v) = (ag + bg cos (u)) sin (v) — W sin (u) cos (v) (3.2)

b
hov + 000 iy (u)

avec ag = 3, by = 2 et hy = 1. Le plan F, a pour équation y = x — 10 et Cj, donné par
Serp (u;0), a pour centre Oy = I'y (0) et pour rayon by (figure 3.15).

FIGURE 3.15 Le serpentin et le plan a joindre.

Dans le plan P,, orthogonal au plan F, et au plan contenant Cj, on détermine les deux
cercles Cy, et Cy, tangents a Py et a Serp le long de Cp, adéquats pour obtenir une CD4A,
figure 3.16(a), ou une CDAI de jointure, figure 3.16(b).

Dans le premier cas, les paramétres de la CD4A sont a ~ 14,84, ¢ ~ 10,84 et y ~ 12,94
tandis que, dans le second cas, les paramétres de la CD41 sont a ~ 6,49, ¢ >~ 4,71 et p =~ 8, 49.
Apreés avoir effectué les rotations et translations nécessaires pour replacer la CD4 dans le repére
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(a) (b)

FIGURE 3.16 — Les deux cercles principaux de la cyclide de jointure. (a) La cyclide de jointure
est une CD4A. (b) La cyclide de jointure est une CDA4I.

de la scéne, on obtient la partie utile de la jointure pour v € [O; g], dans les deux cas (figure
3.17(a) et 3.17(b)).

(a) (b)

FIGURE 3.17 La jointure entre le serpentin et le plan. (a) En utilisant une CD4A. (b) En
utilisant une CD4I.
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Chapitre 4

L’espace des sphéres

Nous venons de voir différents algorithmes de jointures dans l’espace £;. Nous pouvons
traduire ces algorithmes dans ’espace des sphéres ol une sphére orientée est représentée par
un point d'une quadrique de dimension 4. Une famille de sphéres dont une cyclide de Dupin est
I’enveloppe est représentée par une courbe particuliére. Ainsi, nous ramenons nos problémes de
jointures de surfaces a des problémes linéaires dans un espace de dimension 5.

4.1 Construction de ’espace des sphéres

L’espace de Lorentz, noté I:J), est le R-espace vectoriel R” muni de la forme de Lorentz L, 1,
bilinéaire, définie, symétrique, telle que, pour 7(9&0; T1; To; T35 Xy) €t 7(3;0; Y1; Y25 Ys; ya), [LWOS,
nous avons :

54,1(7, 7) = —ToYo + T1Y1 + TolY2 + T3Ys + T4Ys

et la forme quadratique associée Q4 est :
Qu1 (W) = L41(W, W) = =22 + 2% 4+ 22 + 22 + 22

En prenant comme point particulier O (0;0; 0;0; 0), nous obtenons 'espace affine L,; d’espace
. —
vectoriel attaché Ly ;
La quadrique, de dimension 4, représentant ’espace des sphéres est définie par :

-
A4 - {M S L4’1, Q471(O5M) = 1} (41)
Le cone de lumiére, quant a lui, est défini par :
e
C = {M € L471, Q471(O5M> = O} (42)

Notons que pour la forme quadratique de Lorentz, les points de A* sont & une « pseudo »-
distance 1 de I'origine O5. Nous pouvons donc voir la surface A* comme une sphére(-Lorentz) de
rayon 1. Il en est de méme pour le cone de lumiére, dont les points sont a une « pseudo »-distance
nulle de l'origine Oj : il peut étre vu comme une sphére(-Lorentz) de rayon nul. Cependant,
nous préférons la terminologie de la théorie de la relativité qui nous permet plus simplement
de faire des illustrations compréhensibles par le lecteur. Nous n’oublions pas pour autant les

29
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propriétés de la forme de Lorentz. Les illustrations et les termes employés dans la suite sont
issus de ce « point de vue euclidien ». Notons que lorsque nous parlons d’orthogonalité dans
A%, il s’agit de P'orthogonalité relative a la forme de Lorentz. Dans Ly1 et Ly, nous pouvons
distinguer trois types de vecteurs et de plans, table 4.1.

‘ type ‘ vecteur o ‘ plan ‘

espace | Qu1(7) >0 tous les vecteurs du plan
sont de type espace

lumiére Q471(7) =0 | plan paralléle & un plan tangent au cone de lumiére
ou contenant exactement 1 direction lumiére

temps Q471(7) <0 au moins un vecteur du plan est de type temps
ou plan contenant exactement 2 directions lumiére

: — e
TABLE 4.1 — Différents types de vecteurs de Ly et de plans de Ly et Ly ;.

Afin de pouvoir manipuler les mémes objets dans & et dans l'espace des sphéres, nous
devons construire un modele de £ dans Ly;. Cette construction nous permettra de ramener
I’équation d’une sphére a une équation linéaire.

Le lemme 1, illustré par les figures 4.1 et 4.2, permet de définir une isométrie entre & et un
paraboloide II de dirrgnsion 3, section du cone de lumiére C; par un hyperplan affine H de type
lumiére. Le vecteur [* permet de définir origine de £ dans H N II tandis que le vecteur [
représente le point a I'infini de & [DFM07, DFGL12| : la direction de ce vecteur est la direction
asymptotique du paraboloide II.

Lemme 1 :

Soit H U'hyperplan d’équation : xog — x4 = 1.

Le paraboloide 11 = ¢; N'H, muni de la métrique obtenue comme restriction de Qu1 a H est
isométrique a l'espace euclidien Es.

Démonstration 1 L’idée de la d_émonstmtion est contenue dans les figures 4.1 et 4.2. L’hy-
perplan affine H est de direction H. L’hyperplan vectoriel H est tangent au cone de lumiére

le long de la génératice engendrée par le vecteur [ (%,0,0,0,%). En effet, cet hyperplan est
Uensemble des vecteurs o vérifiant :

Ly (?, 7) =0

R —- -
Sur la figure 4.1, nous avons indiqué les vecteurs [ et [* (%, 0,0,0, —%)
La restriction de Q41 G H est dégénérée (de rang 3) et positive. Identifions & avec le sous-
espace, inclus dans ‘H, d’équations :



61

%
La projection, parallelement au vecteur lumiére 1, du paraboloide 11, inclus dans H, sur &s,
est une isométrie. Remarquons que E3 est tangent a Il au point de coordonnées (%, 0,0,0, —%)

O

gGURE_A}.l — Construction du paraboloide II isomgrique a l'espace affine euclidien usuel &s.
_l), I*, H, et H sont de type lumiére. L’hyperplan H est tangent a C;. Toute direction lumiére

*.

[*, distincte de [, permet d’obtenir un point de &5 via le paraboloide II.

Dans le paragraphe suivant, cette représentation nous permet de déterminer les formules de
passage des sphéres et des plans orientés de £ a A* et de donner la correspondance entre les
points de &3 et les points du paraboloide II.

4.2 Représentation des points, sphéres et plans orientés de

&s

A la boule B(a,b,c,r) de centre Q(a;b;c) et de rayon r, nous associons les deux sphéres
orientées S (a; b; ¢;r) et S~ (a;b; ¢; —r). La sphére orientée ST est le bord de la boule B(a, b, ¢, )
et la sphére S~ est le bord du complémentaire de la boule B(a, b, ¢, r) dans £;. Par convention,
dans le premier cas (resp. le second), le sens du vecteur normal & la sphére en un point M est

identique (resp. contraire) a celui de QM. Les plans de &3 sont considérés comme des sphéres
de rayon infini et de centre situé a l'infini dans la direction orthogonale au plan. A chaque
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FIGURE 4.2 — Construction du paraboloide II isométrique a I’espace affine euclidien usuel &;.
L’ hyperplan H est de type lumiére, la restriction de la forme de Lorentz & cet hyperplan est
dégénérée et les directions en bleu annulent la forme de Lorentz.

sphére orientée S de & correspond un point o de A*. Nous allons construire une bijection entre
I'ensemble des sphéres orientées de & et la quadrique A* grace a l'isométrie décrite ci-dessus,
c’est-a-dire que les éléments de &3 sont vus sur le paraboloide II. Pour cela, partons des Vegt)eurs
lumiéres [ et [* et rappellons que I’hyperplan H d’équation o — x4 = 1 est paralléle a [+ et
passe par le point vl*(%; 0;0;0; ’71)

Comme le paraboloide II, intersection du cone de lumiére avec H, est isométrique a &s,
nous faisons correspondre au point m(zg; x1; T2; x3;x4) de I le point X (xq; x9;x3) de E;. Le
paraboloide II est alors défini par le systéme :

film) =xg—24,—1=0
fg(m):xo—%(xf—kx%—l—x%—kl)zo

Nous avons alors :

1
i(xf—l—wg%-x%—irl)
€
m )
€3
1
§(a:f+x§—|—a:§—1)
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Considérons la sphére S de & de centre 2(a; b; ¢) et de rayon r. Une sphére étant totalement
déterminée par un point, son vecteur normal unitaire en ce point et sa courbure, considérons un

point M sur S ainsi que le vecteur ]_V2 unitaire normal & S en M. Si ¢ est le point correspondant
a S dans A*, m le point correspondant a M dans II, 7 le vecteur L4 ;-unitaire, £, ;-orthogonal

a Il en m correspondant a ﬁ et k la courbure de S en M alors, [HJ03, Cec92, LO0S] :
—
050' = k05m + ﬁ (43)

La démonstration de ce résultat se trouve dans [LOO0S|.

Prenons, par exemple, le pole nord M (a;b;c + r) de S et ﬁ(O;O; —1) un vecteur normal
unitaire & S en M, nous avons :

(a2—|—62+(c+7“)2—|—1)

N —

a

m b
c+r

%(a2+b2+(c+r)2—1)

Nous savons que la courbure de la sphére de rayon r vaut k£ = % Il ne reste plus qu’a déterminer

le vecteur 7 de L,; correspondant a ﬁ Nous avons vu précédemment que nous pouvions
identifier £5 avec le sous-espace de dimension 3, inclus dans H, d’équations :

g = 5

1
Ty = —5

et que la projection du paraboloide II sur cet espace, parallélement au vecteur 7), est une
isométrie. Nous voulons donc que le vecteur T se projette sur le vecteur ﬁ C’est pourquoi,
T sécrit :

7 (X; 0;0; —1; p)

Il suffit maintenant de déterminer les valeurs de \ et p : 7 est contenu dans Uespace T}, IT

tangent a II en m. Cet espace de dimension 3 est orthogonal au plan engendré par les vecteurs

U et W définis par :

U = -V fi(m) = (1;0;0;0;1)
v = —VfQ(m; = (L;a;b;¢c+1;0)

Ll

En résolvant le systéme :

)

7?
o)

0
0

33

Y
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nous obtenons le vecteur :
(= (e +7);0;0; =1; —(c+ 7))

Ainsi, a partir de la formule (4.3), nous donnons la correspondance entre le point o et la sphére
S dans la table 4.3. A partir de la formule (4.7), nous pouvons noter qu’a une sphére non
orientée de & correspond deux points de A*, symétriquig)ar rapport a Os.

De plus, le lecteur peut aisément vérifier que Q,1(0O30) = 1 et que la formule obtenue ne
dépend pas du choix du point M sur la sphére S.
De la méme maniére, prenons un plan ) d’équation ax + by + cz = d de &;3. Le fait que la

courbure k£ du plan soit nulle implique que Os0 = 7. En tout point M (zo; yo; 20) de @, un
vecteur normal est ﬁ (a; b; ¢). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les valeurs

de a, b, ¢ et d sont choisies de telle facon que ﬁ soit unitaire. Nous avons 77 (A;a; b c;p).
Comme précédemment, au point M de & correspond le point m du paraboloide II. Le plan

orthogonal a l'espace tangent ), IT est engendré par o et V" (1; 203 Yo; 20; 0). En résolvant le

systeme :
L(W,7)=0
7 =
L(v',7W)=0

nous obtenons alors le vecteur unitaire :
o (d; a; by c; d)

Inversement, un point o(xg;xy;x9;w3;24) de A% tel que zg # x4 correspond & une sphére
orientée S de &5 dont le centre a pour coordonnées :

T . T2 ) T3
IO—ZE47I0—I4’ZL’0—ZL’4

et dont le rayon est :

1
(4.4)
o — T4
Un point p(zo; 71; To; 73; 79) de A* correspond & un plan Q de & d’équation :
T1T + T2y + T3z = T (4.5)

Les formules de passage entre & et II et entre A* et les sphéres orientées de &; sont reprises
dans les tables 4.2 et 4.3.
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Point de &, Sens Point de IT C Ly, Condition
L,y 2 2
3 (®+y*+22+1)
. x
M = Y — || m= Y
z
z
L,y 2 2
3 (®+y*+2° 1)
Zo
T T g = wg+1
M = To — m = To 1
T3 T3 Ty = §(x§+w§+x§+1)
Ty

TABLE 4.2 — Correspondance entre les points de &5 et les points du paraboloide II.

A noter que l’ensemble des plans orientés de &; est représenté dans A* par le 3-cylindre

d’équations :
To—x4 = 0
) ) ) (4.6)
D’autres propriétés de la forme de Lorentz sont a considérer pour bien comprendre les al-
gorithmes donnés dans la suite [DGL10] :

Propriété 1 Deuz vecteurs lumiére L4 ,-orthogonauz sont colinéaires.

Démonstration 2 Montrons que deuz vecteurs lumiére non colineaires ne sont pas orthog-
onauz. Soient deuz vecteurs lumiére U et U non colinéaires. Sans perte de généralité, nous
pouvons toujours écrire U etV :

U (a,,0,0,0)
7 (8,0, ,0,0)

avec a et B deux réels non nuls. Il est évident que si U et U sont Ly -orthogonauz c’est a
dire que L4 (7,7) = —af = 0 alors soit « = 0 soit f = 0. Nous aboutissons donc a une
contradiction.

O

Propriété 2 Soit un point m du paraboloide 11 correspondant a un point M de Es et un point
o de A* correspondant o une sphére S de Es, alors nous avons la proposition suivante :

MeS < £4,1(O5m, O—50>'> =0
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Nature Coordonnées (xg; x1; To; T3;T4) Condition
dans &; dans Ly,
Sphére | Centre : (a;b; c) Point de A* C Ly,
orientée
Ly P21
o (a +0"+c =1+ )
a
r
. b
Rayon : r o — - (4.7) r#0
c
r
Ly P22
o (a +0 +c —r° = )
Plan |axz+by+cz=d (d; a; b c; d) Va2 +b2+c2 =1

affine

TABLE 4.3 — Correspondance entre les sphéres orientées de &; et les points de A*. L’orientation
d’une sphére est donnée par le signe de son rayon r et I’orientation d’un plan par le sens de son
vecteur normal

Démonstration 3 En utilisant la formule 4.3, nous avons :

—_— — —_— —— —
/;471(05771, O50’) =k £471(O5m, O5m) + 5471(O5m, ﬁ)
(. ~~ - N——— s’

— —
nul car O5m est de type lumiére nul car ﬁ est normal a O5m

=0
0

4.3 Représentation des faisceaux linéaires de sphéres

Il est important, maintenant que nous connaissons la représentation des sphéres dans la
quadrique A%, de connaitre aussi la maniére dont les points sont organisés sur A*. Ainsi, nous
pouvons regarder comment sont représentés les faisceaux linéaires de sphéres : dans [LWO08], les
auteurs ont rappelé que tout faisceau linéaire de sphéres de &3 est représenté dans Ly ; par la
section de la quadrique A* par un 2-plan P! contenant 'origine. Selon le type du plan P, table
4.1, nous obtenons différents types de faisceaux de sphéres :

> La section de la quadrique A* par un plan P de type espace est une ellipse et correspond

a un faisceau de sphéres a base cercle, i.e. toutes les sphéres du faisceau ont un cercle en

1. Dans la suite, les termes plan et 2-plan seront tous deux utilisés pour désigner un plan de dimension 2.
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commun, figure 4.3. Ainsi, un cercle C de & peut étre représenté dans A* par I'ensemble
des sphéres portant ce cercle et donc par lellipse I' correspondante (contenue dans un
plan de type espace passant par Os). Deux sphéres orientées S et T' de rayons distincts
du faisceau de sphéres suffisent pour déterminer C dans &3 puisque S NT = C. Il en est
de méme dans Ly, les points o correspondant a S et 7 correspondant a 7' suffisent a
déterminer P = Aff(Os, o, 7). Une maniére commmode de choisir S et T' parmi I’ensemble

— —
des sphéres du faisceau est de les prendre orthogonales ainsi L4 ; <O50, OsT ) = 0 et dans

- ., TR .
ce cas, le vecteur O57 est colinéaire au vecteur tangent a l’ellipse I' au point o. Nous
pouvons donc associer au cercle C n’'importe quel couple (o, @) tel que o soit un point

de ' et v un vecteur tangent & I' en 0. Nous noterons S une sphére orthogonale a la
sphére S et & le point correspondant dans A?* lorsque o correspondra a la sphére S.

La section de la quadrique A* par un plan P de type temps est une hyperbole et corres-
pond a un faisceau de sphéres a points limites, i.e. il y a deux familles de sphéres dont les
boules qu’elles délimitent sont contenues les unes dans les autres et celles-ci tendent vers
deux points limites, figure 4.4. Les deux directions lumiére du plan P sont les asymptotes
de 'hyperbole et correspondent aux points limites du faisceau.

La section de la quadrique A* par un plan P de type lumiére est 'union de deux droites
et correspond a un faisceau de sphéres tangentes en un point, figure 4.5.

Cette derniére assertion est simple & démontrer en utilisant la propriété 2. Soit une droite

lumiére sur A* définie par le point oy et le vecteur lumiére [ vérifiant £41(Os0q, 1) =0, i.e.

_>
le point M de &3 correspondant & [ appartient a la sphére Sy de & définie par o. Soit oy sur
la méme droite lumiére de A*, différent de ;. Il existe un réel non nul A tel que

d’ou :

N N —
050'2 = 050'1 + Al

— —
Os0,, 1 ) = 54,1(

nul par hypothése

— —
Os0o1,

Laa( D4x (1) —0
——

ﬁ
nul car [ est de type lumiére

Ceci montre que le point correspondant & [ appartient aussi a la sphére Sy correspondant au
point oo. Il reste & montrer que Sy ne contient aucun autre point de S7. Supposons le contraire,
C_’Est—a—dire qu’il existe un autre point, commun a S; et Sy, correspondant & un vecteur lumiére

[* non colinéaire & [ . Alors :

et :

d’ou :

> ﬁ
[,471(0501, l*> = O
—_— 2
£4,1(O50'2, l*) =0
— —
Lar(@03, ) = \Lan (T, 7) = 0

Or, deux vecteurs lumiére (non nuls) orthogonaux ne peuvent étre que colinéaires, propriété 1,
d’otu la contradiction. Il n’y a donc qu'un seul point commun aux sphéres Sy et Sy, ceci quelque
soit le point o9 différent de o; de la droite lumiére. Nous pouvons donc conclure qu’une droite
lumiére de A* correspond a un faisceau de sphéres tangentes en un point dans &s.
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FIGURE 4.3 — Faisceau de sphéres a base cercle. (a) Dans &;. (b) Représentation dans 'espace
des spheéres.

e
En fait, la valeur de la forme de Lorentz £, ; <O5m, 050), ou m appartenant au paraboloide

IT correspond & un point M de &3 et o correspond & une sphére S de centre () et de rayon r de
&, est directement liée a la puissance? P (M, S) du point M a la sphére S :

— = P(M,S
£4’1 (O5m,050) = —%
T

De la méme maniére, la valeur de la forme de Lorentz £, (0501, 0502> ol 0y et oy corres-

pondent & deux sphéres S; et Sy de centres respectifs ; et {25 et de rayons respectifs r; et 79
est directement liée & la puissance conjointe P (Sy, Ss) des deux sphéres? :
—_— P Sl,SQ
54,1 (050170502) = —Q
27‘17”2
Remarquons que lorsque les deux sphéres sont sécantes le long d’un cercle, il s’agit du cosinus
de I’angle (non-orienté) entre les plans tangents aux sphéres aux points du cercle. Ainsi, lorsque
deux sphéres S; et S, sont orthogonales, leur puissance conjointe est nulle et les vecteurs Oso
et Os09 sont othogonaux. Lorsque les deux sphéres sont deux plans P; et P, alors la valeur de
—_— . . .
la forme de Lorentz £, <O5p1, 05,02) ol p; et po sont les points correspondants & Py et P, est
égale au cosinus de I'angle entre les deux vecteurs normaux aux plans. Enfin, la valeur de la
—_— = . . . .
forme de Lorentz L4, (O5m, O5p) ot m correspond & un point M et p correspond a un plan

P, est liée a la distance euclidienne de ce point au plan :
— —
‘,64’1 (O5m, 05[)) ) =d (M, P)

Ainsi, nous pouvons connaitre les positions relatives entre deux sphéres et/ou plans de &3 selon
la valeur de la forme de Lorentz des vecteurs associés dans Ly ;.

2. P(M,S) = QM? — 12
3. P (51,52) = ngg - 1”% — 7’%
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FIGURE 4.4 — Faisceau de sphéres a points limites. (a) Dans &. (b) Représentation dans I'espace
des sphéres.

4.4 Position relative de deux sphéres de &5 via leur représen-
tation dans A*

Considérons une sphére orientée S de & correspondant a un point o de A*. Notons 0~ = —o,
le point symétrique de o par rapport a l'origine Os, correspondant a I'autre orientation de la
sphére S, i.e :

— —
050'_ = —050'

L’intersection de I’hyperplan T,A* (resp. T,- A*) tangent 4 A* en o (resp.c~) avec A* est un
cone? C, (resp. C,-) de dimension 3, de centre o (resp. o~ ), figure 4.6. Nous pouvons définir
trois zones délimitées par C,, tableau 4.4.

7€ A* est Condition Nature de 7#

a lintérieur de C, | Q41 ((ﬁ) <0 Temps
sur C, Q41 (5%) =0 Lumieére
a l'extérieur de C, | Q4 (ﬁ) >0 Espace

TABLE 4.4 — Définition de I'intérieur et de I'extérieur du cone C,, de sommet o, de dimension
3, défini par : C, = A*NT,A%

4. Encore une fois, il s’agit d’'une sphére de rayon nul pour la forme de Lorentz que nous préférons voir de
maniére euclidienne comme un cone tout comme le cone de lumiére C; défini précédemment.
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FIGURE 4.5 — Faisceau de sphéres tangentes. (a) Dans &;. (b) Représentation dans 1'espace des
sphéres.

En comparant (L4, (050,057)’ a 1, nous allons caractériser I'intérieur et I'extérieur des

cones C, et C,-. Ainsi, nous pourrons connaitre la position relative dans &5 entre les deux
sphéres définies par o et 7 :

Théoréme 1 : Positions relatives de deux sphéres
Soient S et T deux sphéres orientées de E. Soient o et T leurs représentations dans A*.
Alors, nous avons les trois propositions suivantes :

o
e SNT est un cercle ssi ’5471 (050, 057)) <1
— <
e S et T sont tangentes ssi ‘5471 (050, 057')‘ =1
— —
o« SNT =10 ssi ‘/:4,1 (050,057)‘ > 1
Démonstration 4 Soit le plan affine P = Aff(Os, 0, 7T) engendré par les points Os, o et T et le

vecteur U de ? orthogonal a Os7. Tous les vecteurs de P peuvent s’écrire comme combinaison
linéaire de W et Os7. En particulier, nous avons :

d’otu :

1 =04, (O—5f_>f> =a’Qy, (O—Ej'> + 3°Qu (7) =a’+[?Qy, (7) (4.8)

— —
puisque o € A*, 7 € A* et U est Ly1-orthogonal a OsT. Comme O5T est de type espace, le type
du faisceau de sphéres correspondant a T = PN A* dépend du signe de Q4. (7) Posons :

o = »54,1 (O—E’)‘>770—57>—)

Nous avons :



71

FIGURE 4.6 — Cones C, et C,~ de sommets o et 0~ : C, = AP NT,A* et C; = A*NT,- A"

o Si U est un vecteur de type espace, nous pouvons toujours supposer que Qi (7) =1.
Dans ce cas, T' correspond a un faisceau de sphéres de base un cercle et || < 1. Nous

avons alors | L4 <_O—57>7, _0—5?'> <1, d’aprés la formule (4.8).

o Si W est un vecteur de type temps , nous pouvons toujours supposer que Qg (7) = —1.
Dans ce cas, T' correspond a un faisceau de sphéres a points limites et |a| > 1. Nous

avons alors | L4 <_O—57>7, _O—:T) > 1, d’aprés la formule (4.8).

o Si U est un vecteur de type lumiere Q4. (7) = 0. Dans ce cas, I' correspond a un
faisceau de sphéres tangentes en un point et |o| = 1.

L41 <O—57>7,O—5¢)’ =1, d’aprés la formule (4.8).

Nous avons alors

Notons que considérer

L1 <O50, 057')‘ nous a permis de nous affranchir de I'orientation

de la sphére S puisque nous avons :

Li1 (030057 ) = L4 (030,057

4.5 Représentation des surfaces canal

Une surface canal est ’enveloppe d’une famille & un paramétre de sphéres orientées. Soit S(t)
ces sphéres, paramétrées en t. Chaque sphére est tangente a la surface canal le long d'un cercle
appelé cercle caractéristique. Dans A*, une famille & un paramétre de sphéres est représentée par



72

une courbe t — I'(t). Lorsque cette courbe correspond & une surface canal, elle est différentiable

et elle est dite de type espace, c’est-a-dire que les vecteurs tangents Z—f(ﬂ aux points I'(t) sont
tous de type espace, |[LS11]. Pour déterminer le cercle caractéristique de la sphére S (t¢), il
suffit de considérer la sphére correspondant a I'intersection entre A* et la demi-droite passant

par Os de vecteur directeur 4 (to), notée S (to). Rappelons que les sphéres S (to) et S (o)
sont orthogonales, paragraphe 4.3. Dans la suite, afin de ne pas alourdir le texte, un cercle
caractéristique est associé directement au couple (point de T', vecteur tangent a I" en ce point).

4.6 Représentation des cyclides de Dupin non dégénérées

Nous avons vu qu’une CD4 est ’enveloppe d’une famille & un paramétre de sphéres orientées
de deux maniéres différentes. Il lui correspond donc deux courbes dans I'espace des sphéres A%,
R. Langevin et P. Walczak [LWO08| ont montré qu'une CD4 peut étre représentée par deux
coniques dans A* qui sont soit deux ellipses, soit une ellipse et une hyperbole, soit une ellipse
et une parabole. Chaque conique, définie par I'une des deux familles de sphéres dont la CD4
est I'enveloppe, correspond & l'intersection de la quadrique A* avec un 2-plan affine (pour la
restriction de la forme de Lorentz a ces 2-plans, les ellipses et hyperboles sont des cercles tandis
que les paraboles sont des droites). Nous avons déterminé le type de la conique T', section de
A* par un 2-plan P, selon le type de P, table 4.5. Pour cela, nous avons calculé la forme de

Lorentz d’un vecteur OsM, tel que M appartienne a P N A* :
MeP = OM=0sM, +a® + 87

ou M; est un point donné de P, U et U sont deux vecteurs de ? orthogonaux entre eux.
En déterminant la section de A* par P, nous obtenons ’équation cartésienne d’une conique
en fonction des coordonnées « et 5 de M dans le repére (My, W, V)

M € A4 = 042Q471(7) + B2Q471(7) + 2a£471(O5M1, 7)
OsM,, T OsMy) — 1=
+2BL41(OsMy, V) + Q41(O5M) —1=0
Les roles de i et ¥ étant symeétriques, fixons W comme étant un vecteur de type espace. Nous

obtenons les trois types de coniques précitées selon que T est de type espace, de type temps
ou de type lumiére.

(4.9)

‘ type du plan P type de la conique I'
espace ellipse
temps hyperbole
lumiére parabole
ou 2 droites paralléles (si O5 € P)

TABLE 4.5 — Type de la conique I' selon le type de P.

A une cyclide de Dupin correspondent deux courbes de type espace, I'y et I'y,, contenues
dans deux plans I et Py, telles que, pour toute paire de points o, de I'g et 09 de I'y, la droite
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(0109) est de type lumiére sur A%, En effet, chaque sphére S; d’une famille est tangente a chaque
sphére S, de I'autre famille en un point M de la cyclide de Dupin. Le rayon lumineux (oy05)
correspond aux sphéres du faisceau de spheéres tangentes en M engendré par S; et Sy (nous
supposons que les orientations de toutes les sphéres considérées coincident au point M pour
n’obtenir qu’une droite de type lumiére).

Prenons la cyclide de Dupin, centrée a l'origine, de paramétres a, ¢ et p et la famille de
sphéres orientées S1(6) centrées sur ellipse (équation (2.4)) de rayon (algébrique)® r1(6),
6 € [0,27], formule (2.14). Les points o1(6) de la conique Ty correspondant dans A* sont de la
forme :

b — p? + 2cpcos(0) + 1
2r1(0)
a cos(f)
r1(0)
o1 (0) bsin(6)
r1(0)
0
b> — p® + 2cucos(f) — 1
2r1(0)

Considérons trois points, par exemple A = o, (g), B =0 (’7”) et C' = oy () et déterminons

Py grace a ces trois points. Soit U = @ et U € ﬁ tel que £4,1(7, 7) = 0. Le plan P est le
plan Aff(A, 7, 7) Aprés quelques calculs, nous obtenons :

20?
Q1 (W) = h+on (4.10)
et : .
Q. (7) = 2 W=9) Egu_ ) (4.11)

U est de type espace tandis que le type de o dépend des valeurs respectives de p et c. I'y sera
donc une ellipse lorsque la CD4 sera une CD4A, CD41 ou CD4In, une hyperbole lorsque la CD4
sera une CD4E et une parabole lorsque la CD4 sera une CD4En (table 4.6).

Les points 05(1)) de la conique I'y, correspondant & la seconde famille de sphéres orientées
Sy (1)) centrées sur 'hyperbole (équation (2.9)) de rayon (algébrique)® ro(1)), formule (2.15),
sont, quant a eux, de la forme :

5. Il suffit d’6ter les valeurs absolues de la formule (2.14) puisque nous considérons ici des sphéres orientées,
ce qui n’était pas le cas dans le chapitre 2
6. Il suffit d’oter les valeurs absolues de la formule (2.15)
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o3 (1) 0

1 P22 2ap
zrm( P ) 1)

pour 1) # £7. Pour ¢ = £7, les sphéres correspondantes sont les plans P,(v)) (équation (2.10))
et, dans ce cas, nous avons :

b
o2 (V) (—u; —gso;ia; —u)

%
S, 1) contenant

Comme précédemmegc, nous pouvons déterminer le plan Py = Aff(o, (%) ,
I'y, ou les vecteurs S et t sont deux vecteurs othogonaux en partant de trois points particuliers

de 'y : 02 (Z), 02 (F) et o2 (). Nous obtenons alors T et 1 tels que :

Qu(F) = —~ (4.12)
§)=———"-— .
. (n+a)a
et : o2 ( )
— a— [
t)=——5—= 4.13
Qu(T)= =% (413)
S est de type espace tandis que le type de 7 dépend des valeurs respectives de a et p. I'y, sera

une ellipse lorsque la CD4 sera une CD4A, CD4E et CD4En, une hyperbole lorsque la CD4
sera une CDA4I et une parabole lorsque la CD4 sera une CD4In (table 4.6).

Nous pouvons remarquer que 1’ellipse correspond aux familles de sphéres passant par deux
points fixes imaginaires, que I'hyperbole correspond aux familles de sphéres passant par deux
points fixes réels et que la parabole correspond aux familles de sphéres passant par un point
fixe imaginaire et un point fixe réel. Ces points fixes réels sont des sphéres réduites a un point
et sont donc les points singuliers de la cyclide. Nous avons vu précédemment que tout point
de &5 peut étre associé a une direction lumiére. Dans Ly, ces points singuliers correspondent
aux directions lumiére du plan contenant la conique correspondante a la famille de sphéres
considérées.

De plus, lorsque nous connaissons I'une des deux familles de sphéres, nous savons déterminer
I’enveloppe. Nous pouvons donc déterminer la seconde famille de sphéres a partir de la premiére.
Il en est de méme dans A*, lorsqu'une des coniques représentant une CD4 est connue, il est
possible de déterminer l'autre.

En effet, notons I'; 'une des coniques représentant une CD4 dans A* et 'y la seconde.
Soit P; le plan affine contenant I'; et P5 le plan affine contenant 'y alors les plans P et Py
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sont orthogonaux et nous avons la relation suivante pour tout point M; de P, et M, de Py,

paragraphe 5.2 de [LW08| :
IR
L, (051\41,05 ﬁg) —1 (4.14)

En particulier, lorsque les coniques sont a centres, de centres M; et Ms, la droite (M;M,) est
aussi orthogonale aux plans P; et P, figures 4.7 et 4.8. Lorsque 'une des coniques est une
parabole, supposons qu’il s’agisse de I'q, il existe une droite de type lumiére orthogonale aux
deux plans P; et P, coupant le plan de type espace P, au centre de la seconde conique I's et
paralléle au plan de type lumiére P, figure 4.11 (n’oublions pas qu’'une direction lumiére est
orthogonale & elle méme). Ainsi, nous pouvons totalement déterminer un des plans a partir de
l'autre (il en est de méme pour les coniques).

FIGURE 4.7 — Représentation d'une cyclide de Dupin en anneau dans I’espace des sphéres par
deux ellipses.
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FIGURE 4.8 — Représentation d'une cyclide de Dupin a croissant dans 1’espace des sphéres par
une ellipse et une hyperbole.

FIGURE 4.9 — Représentation d’une cyclide de Dupin a croissant nul dans I’espace des sphéres
par une ellipse et une parabole.
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4.7 Représentation des cyclides de Dupin dégénérées

4.7.1 Le tore de révolution

Nous avons vu précédemment que le tore de révolution est une cyclide de Dupin dégénérée.
Elle est I'enveloppe de deux familles & un paramétre de sphéres centrées sur un cercle et une
droite double. Les sphéres centrées sur le cercle ont toutes le méme rayon. Selon le nombre de
points singuliers du tore de révolution, nous retrouvons la méme représentation que les cyclides
de Dupin non dégénérées. Ainsi, un tore de révolution a collier sera représenté dans A* par deux
ellipses, chacune contenue dans un plan de type espace ; un tore de révolution a collier nul sera
représenté par une ellipse contenue dans un plan de type espace et une parabole contenue dans
un plan de type lumiére; un tore de révolution croisé sera représenté par une ellipse contenue
dans un plan de type espace et une hyperbole contenue dans un plan de type temps. A chaque
direction lumiére des plans de type lumiére ou temps correspond un point singulier du tore
considéré et comme pour les cyclides non dégénérées, les deux plans contenant les coniques
dans Ly ; sont orthogonaux.

4.7.2 Le cylindre de révolution

Le cylindre de révolution, lui, peut étre vu comme une cyclide de Dupin dégénérée avec un
point singulier qui est rejeté a l'infini. Il est ’enveloppe de deux familles de sphéres dont I'une
est une famille de plans (les plans tangents au cylindre le long d’une génératrice) et 1'autre
une famille de sphéres de méme rayon centrées sur I’axe du cylindre. Ainsi, il est représenté
dans I’espace des sphéres par une ellipse contenue dans un plan de type espace et une parabole;
contenue dans un plan de type lumiére. Ce dernier est paralléle & la direction lumiére [
(chapitre 4) tandis que le plan contenant l’ellipse est contenu dans 1’hyperplan d’équation
To = T4 qui représente les plans orientés de &;.

FI1GURE 4.10  Un cylindre de révolution est une cyclide de Dupin a croissant nul dégénérée
dont le point singulier est rejeté a I'infini.



78

4.7.3 Le cone de révolution

Le cone de révolution, quant a lui, peut étre vu comme une cyclide de Dupin dégénérée
avec deux points singuliers dont I'un est le sommet du cone et I’autre est rejeté a I'infini. Il est
I’enveloppe de deux familles & un paramétre de sphéres. Toutes les sphéres de 'une des deux
familles sont des plans passant par le sommet du cone (chacun des plans est tangent au cone
le long d’une des ses génératrices) et les sphéres de I'autre famille sont des sphéres centrées sur
I’axe du cone. Ainsi, il est représenté dans ’espace des sphéres par une ellipse contenue dans
un plan de type espace et une hyperbole contenue dans un plan de type temps. Ce dernier est
engendré par deux directions lumige non colinéaires, I'une correspondant au sommet du cone
et I'autre est la direction lumiére [ . Tout comme le cas du cylindre de révolution, le plan de

type espace est contenu dans I'hyperplan d’équation zy = x4 qui représente les plans orientés
de 53.

FIGURE 4.11 — Un cone de révolution est une cyclide de Dupin a croissant dégénérée dont 1'un
des points singuliers est le sommet du cone et 'autre est rejeté a I'infini.

4.8 Représentation des cercles caractéristiques

Nous avons vu que les cercles caractéristiques d’'une cyclide peuvent étre déterminés par la
section d’une sphére et d’un plan particulier dans &3, formules (2.7) et (2.10). Rappelons que
dans A%, un cercle caractéristique d’une surface canal représentée par une courbe paramétrée
[': t — T'(t) peut étre associé a un point I'(¢y) correspondant a une sphére S(ty) et a un

[ ]
vecteur tangent %(to) a ' en I'(ty). Ce vecteur est lui méme associé & un autre point I (¢y) de

A* tel que les sphéres S(t) et é (to), correspondant a f‘ (to), se coupent orthogonalement en ce
cercle. Une cyclide de Dupin étant une surface canal particuliére, chaque cercle caractéristique
d'une cyclide correspond a un couple point-vecteur dans A?, figure 4.12 et algorithme 5. Nous
pouvons remarquer que lorsque le cercle caractéristique est un grand cercle sur la sphére S(t)

alors la sphére S (tp) est un plan.
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FIGURE 4.12 — Représentation d’un cercle caractéristique d’'une cyclide de Dupin dans I'espace
des sphéres et dans &s.

Algorithme 5 Détermination d’un cercle caractéristique d’une cyclide de Dupin, figures 4.12.

Entrée : une conique paramétrée I'(t) de A? (ou cercle Lorentz) et un point I'(#5) de cette
conique.
Condition : le rayon de la sphére dans &3 correspondant a I'(tg) est non nul.

1.
2.
3.
4.
D.

dr
Détermination de % (o), vecteur tangent a I' en I'(Zo).

" : dr
Détermination de T' (to), intersection de la demi-droite [05; E(to)) avec A%
Détermination de la sphére S(ty) dans &; correspondant a I'(¢o).
Détermination de la sphére S () dans & correspondant a T (¢o).

Détermination du cercle caractéristique C' = S(to)N S (to) de &s.

Sortie : un cercle caractéristique C' d'une cyclide de Dupin
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Dénomination, Coniques des centres Points Coniques Relation Points Illustrations
notation des familles de sphéres fixes correspondantes entre les singuliers
génératrices dans A% paramétres de la CD4
Cyclide Ellipse 2 points Ellipse || > |e|
en 0
anneau imaginaires
(CD4A)
Hyperbole 2 points Ellipse la| > |p|
imaginaires
Cyclide X . .
a Ellipse 2 points Ellipse || > |e|
croissant 2
interne imaginaires
(CDAI)
Hyperbole 2 points Hyperbole |l > |al
réels
Cyeclide . .
a Ellipse 2 points Hyperbole le| > |p|
croissant 2
externe réels
(CD4E)
Hyperbole 2 points Ellipse la| > |p|
imaginaires
Cyclide . . .
a Ellipse 2 points Ellipse || > el
croissant 1
interne imaginaires
nul
(CDA4In)
Hyperbole 1 point, Parabole la] = |u]
double réel
Cyclide ) )
a Ellipse 1 point Parabole ] = |e]
croissant 1
ex- double réel
terne nul
(CD4En)
Hyperbole 2 points Ellipse la| > |ul
imaginaires

TABLE 4.6 Classification des différents types de cyclides de Dupin quartiques.




Chapitre 5

Visualisation dans &5 d’une cyclide de
Dupin a partir de sa représentation dans

/\4

5.1 Un algorithme de calcul des paramétres d’une cyclide
de Dupin et de son repére dans &

Supposons connue I'une des deux coniques I'y ou I'y, représentant une cyclide de Dupin dans
I’espace des sphéres et notons-la I'y. La seconde, notée I'y, est complétement déterminée par
la connaissance de I'y. Les types des coniques déterminent le nombre de points singuliers mais
ne permettent pas de déterminer le type de la CD4 : il est nécessaire de connaitre la conique
contenant les points correspondants aux plans Pa(ty) ', 1o € {5F, 5}, et identifier I'y et I'y avec
Iy et I'y. Ainsi, nous pouvons déterminer le type de la CD4 (table 4.6). Il suffit de déterminer
les deux points de I'y correspondants aux deux sphéres, centrées sur l'ellipse génératrice, de
rayons maximal et minimal pour obtenir les deux cercles principaux de la CD4 dans P, (figures
2.13(a) et 2.13(b)). Dans le cas contraire, il suffit de déterminer les points correspondants a la
sphére de rayon maximal sur chacune des branches de I’hyperbole I'y (figure 2.13(c)). Enfin, il
reste a calculer les parameétres de la CD4 selon son type et ses deux cercles principaux dans P,
(table 2.4). L’algorithme 6 résume la méthode.

Une autre méthode consiste a déterminer les sphéres principales d'une famille dans A* aprés
avoir identifié I'; et I'y avec I'y et I'y,. Comme elles sont les sphéres ayant un grand cercle comme
cercle caractéristique, il suffit de déterminer les points de I'y ou I'y, qui ont pour vecteur tangent
un vecteur dont la premiére et la derniére composantes sont égales (ceux correspondant & des
plans dans &3). Ainsi, si on travaille avec la courbe T'y, on considére les cercles principaux dans
P, et si on travaille avec I'y,, on considére les cercles caractéristiques dans P,. L’algorithme 7
résume la méthode.

Enfin, pour obtenir le repére de la cyclide dans &, il faut travailler a la fois dans les deux
plans de symétrie P, et P, et déterminer les cercles principaux dans chacun de ces plans. Nous
avons vu précédemment que le centre de la cyclide est au milieu du segment joignant les centres

1. points de A* tels que oy = z4

81
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Algorithme 6 Détermination des paramétres d’'une CD4 connue par 'une des deux coniques
de A* correspondante a I'une des deux familles de sphéres dont elle est I’enveloppe

Entrée : Une conique I'; de A* décrivant la CD4

1. Détermination de I'y, seconde conique décrivant la CD4, selon I';

2. Identification de I'y et I'y avec I'g et I’y :
Soit Hg I’hyperplan d’équation zy = x4
= Sirlﬁ'Ho%@, P¢:P1 et I'p =1y
= sinon, 'y, =Ty et I'y =11

3. Détermination du type de la CD4 selon I'y et Ty, (table 4.6)
4. Détermination des cercles principaux dans P,, selon le type de la CD4

5. Calcul des parameétres de la CD4 selon les cercles principaux dans P, (table 2.4)

Sortie : Les paramétres a, c et 1 de la CD4 représentée dans A* par I';

Algorithme 7 Détermination des paramétres d’'une CD4 connue par I'une des deux coniques
de A* correspondante a I'une des deux familles de sphéres dont elle est I’enveloppe

Entrée : Une conique I' de A* décrivant la CD4

1. Identification de I' avec I'y ou I'y, :
Soit Hg I’hyperplan d’équation z¢y = x4
= siFlﬂHO#(Z),F:Fw
= ginon, I' =T

2. Détermination des points I'(¢y) et I'(¢1) tels que les points F(.t(_)) et F(.tl) correspondent a
des plans

3. Calcul des sphéres S(tg) et S(t1) de centres Oy, et Oy, et de rayons 4, et ry, correspondant
aux points I'(tg) et T'(¢1)

4. SiT'=Ty, on se place dans P;, sinon on se place dans P,

5. Selon le plan de symétrie P, ou P,, calcul des parameétres de la cyclide de cercles principaux
O (Otm Tto) et O (Ot1 s Ttl) (table 24)

Sortie : Les paramétres a, c et u de la CD4 représentée dans A* par I’

de ces cercles principaux (dans chacun des plans de symétrie). Deux des vecteurs formant le
repére dans lequel la cyclide est définie par I'une des équations (2.12),(2.13) ou (2.16) sont
donnés par les vecteurs directeurs des droites joignant les centres des cercles principaux dans
chaque plan de symétrie. Le troisiéme vecteur est le produit vectoriel de ces derniers.

5.2 Construction itérative de carreaux de cyclides de Dupin

Nous savons que les cyclides de Dupin sont représentées dans l’espace des sphéres par
deux coniques, correspondantes chacune a 1'une des familles dont la cyclide est 1’enveloppe
et que la donnée d’un point et du vecteur tangent a la conique en ce point détermine un cercle
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caractéristique dans &£s. Nous pouvons donc dessiner itérativement des cercles caractéristiques
si nous savons construire itérativement les points et vecteurs tangents de ces coniques dans
I'espace des sphéres. Ajoutons a cela que nous savons que ces coniques sont des cercles pour la
forme de Lorentz. Ainsi, nous allons adapter la construction itérative de cercle de &3, paragraphe
5.2.1, aux coniques de A* et nous pourrons dessiner itérativement les cercles caractéristiques
d'une cyclide. Le seul probléme & traiter est le passage par le point & l'infini lorsque nous
devons modéliser une partie de I’hyperbole dont chacune des extrémités est sur une branche
différente de I’hyperbole. En utilisant le formalisme des points massiques, [FJ89], annexe A,
nous considérons a la fois les points et les vecteurs dans le méme espace et ainsi, nous pouvons
considérer le points a I'infini comme le vecteur directeur de I’asymptote de '’hyperbole par lequel
passe notre arc d’hyperbole. Cette construction permet de visualiser directement la jointure a
partir de 'espace des sphéres sans avoir a déterminer ni les parameétres de la cyclide ni son
repére. Ainsi, lorsqu’il existe plusieurs solutions de jointure par des cyclides de Dupin, nous
pouvons d’abord visualiser le résultat et voir si nous obtenons bien la jointure désirée (point(s)
singulier(s) ou non par exemple) avant de lancer les calculs de paramétres et repére. Nous
allons d’abord rappeler la construction itérative d’un cercle dans un plan de &3, puis nous
allons donner les algorithmes permettant de construire itérativement les arcs de coniques dans
A* ce qui permet, grace a I'agorithme 5, de dessiner itérativement des cercles caractéristiques
d’une cyclide. Nous illustrons ce travail par des exemples a la fin de ce chapitre.

Nous considérons les polynomes de Bernstein By, B et By de degré 2, définis sur [0; 1] par :

By(t) = (1- t)2
Bi(t) = 2t (1-1t) (5.1)
By (t) = t?

et notons bar{(Ai,wi)iel} le barycentre d'une famille de points pondérés (A;,w;),.; avec
Y icrwi # 0. Ce point est I'unique point G vérifiant :

S wGA =T (5.2)

5.2.1 Modélisation d’arcs de cercles

Dans cette section, nous restons dans le plan affine euclidien usuel P et nous pouvons donc
utiliser les notations usuelles de la géométrie affine euclidienne classique.

Les courbes de Bézier rationnelles quadratiques (de degré 2) permettent la modélisation
d’arcs de conique |Far93, Gar07|. L’algorithme 8 permet, en s’inspirant de I’algorithme de De
Casteljau appliqué a un arc de parabole, de construire de facon itérative un arc de cercle en
utilisant les propriétés des courbes de Bézier, |Far93|, dans un plan affine euclidien, figure
5.1. Les droites (PyP;) et (P P,) sont tangentes a la courbe de Bézier aux points Py et P
respectivement. La construction est itérative puisque le triangle Py P, P, isocéle en P; est rem-
placé par deux nouveaux triangles PyN; N3 et N3Ny P, isocéles respectivement en Ny et Ny. Le
procédé de construction est a nouveau appliqué a chaque triangle. C’est pourquoi ’algorithme
utilise une procédure récursive. Notons qu’a chaque étape de I’algorithme 8, le point construit
N3 appartient a la médiatrice du segment [PyP,] ce qui permet d’obtenir une construction
réguliere [Gar09], c’est-a-dire que le point N3 est construit a égale distance des points Py et P;.
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Algorithme 8 Construction itérative d’un arc de cercle dans un plan affine euclidien.
Entrée : Soit Py, P, et P, trois points non alignés de P tels que PyP, = P,P; et un entier
naturel n non nul définissant le nombre d’itérations.

1. Calcul du poids :

PP, o By, PP, o B,
CTRPXBP [ —— (5:3)
0-1 0% 2 \/P0P12XP0P22
2. Procédure récursive
Procédure FractCercle( Py, Py, Pa,w,n)
(a) Soit Ny =bar {(Py;1); (P;w)}.
(b) Soit Ny =bar {(FPe;1); (P;w)}.
(c) Soit N3 le milieu du segment [N;Ny].
(d) Actualisation du poids :
1
w= % (5.4)

(e) Sin > 0, FractCercle(Py,N1,N3,w,n — 1).
(f) Sin > 0, FractCercle(N3,No, Py,w,n — 1).

Sortie : Un polygone approchant I’arc de cercle d’extrémités Py et P, et ayant pour tangentes
les droites (PoPy) et (PyPy).

FIGURE 5.1 — Principe de la construction itérative d’un arc de cercle dans un plan affine
euclidien, a partir de trois points pondérés (FPy; 1), (Pi;w) et (Pe;1). La formule (5.4) traduit
le fait que a = 2.
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5.2.2 Construction itérative d’arcs d’ellipses et d’hyperboles

Nous souhaitons réaliser le méme travail dans L,; en construisant itérativement les points
d’une conique et les vecteurs tangents associés, ce qui permettra dans &5 d’afficher les cercles
caractéristiques d’une cyclide correspondant a la conique. La méthode de construction de cercles
euclidiens peut étre alors adaptée aux « cercles Lorentz ». Un probléme se pose lorsque les points
extrémaux sont sur deux branches distinctes de I’hyperbole. Pour résoudre ce probléme, nous
utilisons le formalisme des points massiques et réalisons deux schémas de subdivision ayant en
commun un vecteur directeur d’une des deux asymptotes. A chaque étape, nous connaissons le
point et la tangente a la conique en ce méme point. Nous adaptons directement 1’algorithme
8 en utilisant la forme de Lorentz. Nous obtenons les algorithmes 9 et 10 qui permettent la
construction itérative de coniques représentant une cyclide de Dupin.

5.2.2.1 Cas d’un arc borné de conique

L’algorithme 9 permet de construire un arc borné de conique. C’est le cas lorsque 'arc de
conique est un arc d’ellipse ou un arc d’hyperbole dont les extrémités sont sur la méme branche.

FIGURE 5.2 Exemple de construction itérative d’un arc d’hyperbole dans un 2-plan de type
temps de Ly, & partir de trois points pondérés (og; 1), (P;w) et (o2;1), w > 1.
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Notons que nous avons l’égalité :
Q4,1 <00P1> = Q4,1 <U2P1>

ce qui traduit que le triangle oo P09y est L41-isocéle en P, figure 5.2. Notons aussi que P;
n’appartient pas a A*.

Algorithme 9 Construction itérative d'un arc de conique I' dans un plan de Ly ;.

Entrée : Soit 0y et 0o deux points distincts de T, v_g un vecteur tangent a I' en oy et n un
entier naturel, non nul, définissant le nombre d’itérations.

Condition 1 : Soit €2 le centre de la conique I'. © n’est pas le milieu de [oyos)].

Condition 2 : les points o et o, sont sur la méme composante connexe :

Qun (ﬁ) X Qu1 (Fa%) >0 (5.5)

1. Détermination du point P; par :

{Pi} = Aff{oo; U—O>} N [(Io(TQ]LIL“’1 (5.6)

ol [ogo)#41 est I'hyperplan £, 1-médiateur du segment [oo0,]

2. Calcul du poids w :

—
‘54,1 (00P1,<TU2)>
w= (5.7)

\/Q4,1 <00—Pl>> X Q1 (00—05)

3. Procédure récursive
FractCercle(oq, Py ,09,w,n)

(a) Soit Ny =bar {(co;1);(P1;w)}.

(b) Soit Ny =bar {(o2;1); (P;w)}.

(c) Soit o3 le milieu du segment [IN7 N].
)

(d) Calcul du nouveau poids :

W=\ (5.8)
(e) Sin > 0, FractCercle(og,N1,03,w,n — 1).
(f) Sin > 0, FractCercle(oz,Ny,09,0,n — 1).

Sortie : Un polygone approchant I’arc de conique d’extrémités o( et o5 et ayant pour tangentes
les droites (oo Py) et (o9P).
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De plus, notons que si I désigne le milieu du segment [0g0s], alors la droite (IP;) est la
L4 -médiatrice du triangle og P05 issue de P; car nous avons :

S N
£471 ([ Pl,O'()O'Q) =0

Enfin, lorsque I est une ellipse, nous pouvons prendre la valeur opposée de celle de la formule
(5.7) dans l'algorithme 9 pour obtenir autre partie de I'ellipse. La construction est toujours
réguliére du fait que o3 est a une pseudo-distance égale de o et o».

Notons que si les points o et 05 ne sont pas sur la méme composante connexe de 1’hyperbole,
alors le résultat de la formule (5.5) est négatif : I’algorithme 9 fonctionne toujours, mais les
points construits appartiennent a un cercle dans le complexifié de I’espace affine [Lad02,Lad03].
Nous sommes alors obligés d’utiliser une autre méthode afin de pouvoir représenter les points
obtenus.

Il est possible de supprimer la condition 2 de I'algorithme 9 et d’ajouter, aprés le premier
calcul de w, le test suivant : si w n’appartient pas a R, alors on utilise ’algorithme 10.

5.2.2.2 Cas de composantes non connexes

Dans ce paragraphe, nous traitons du cas ou la conique est une hyperbole et ou I’arc d’hy-
perbole & construire a deux composantes connexes, c’est-a-dire que chacune des extrémités de
I’arc est sur une branche distincte de I’hyperbole. Nous nous placons dans I’espace des points
massiques f:l associé a Ly et & Ly décrit dans 'annexe A. Nous utilisons deux fois I’algorithme
10, une fois sur chacune des branches de I'hyperbole. Sur une branche, nous utilisons la pre-
miére extrémité de I'arc et un vecteur directeur de ’asymptote considérée alors que sur l'autre
branche, nous utilisons la seconde extrémité de ’arc et un vecteur directeur de ’asymptote, de
sens opposé au précédent.

Nous devons calculer le point P; appartenant a 'asymptote engendrée par l_; et a la tangente
a I' en 0y. Nous prenons [3 tel que L4, <l2, I3 ) = 1 pour simplifier les calculs.

Remarquons que, lorsque nous cherchons a joindre deux points par un arc de conique dans
A*, nous n’avons pas a déterminer préalablement le type du plan donc le type de la conique
et ne savons pas si 'arc & modéliser contient une extrémité a I'infini. Nous utilisons d’abord
'algorithme 9 et regardons si la condition donnée par la formule (5.5) est satisfaite, dans le
cas contraire, nous utilisons ’algorithme 10. Nous pouvons généraliser la construction itérative
d’arcs d’ellipses et d’hyperboles dans &3 en utilisant la forme quadratique adéquate, |GDLre|.
Notons que pour construire itérativement les points d’un arc borné de parabole, il suffit d’ap-
pliquer I'algorithme de De Casteljau qui n’utilise que des propriétés affines.
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Algorithme 10 Construction itérative d’un arc d’hyperbole ayant une direction lumiére comme
extrémité.

_>
Entrée : Deux points massiques (og; 1) et (lg ; O) de I'hyperbole I', un vecteur ?0 tangent a I’

en oy et un entier naturel n, non nul, définissant le nombre d’itérations.

1. Initialisation

(a) Détermination du point P; par :

L4 <—P0>>P0P1) =0
(5.9)
— —
£471 QPl, l2> - O

— — =
(b) Soit 2 le centre de la conique I' et I3 tel que L4, <l2, 13) = 1. Calcul de w; par :

1

(5.10)
2\/54,1 (Q—Ug, l_3>)

w1 =

2. Procédure récursive -
FractCercleQ((ao; 1), (P;w1), <l2 : O) ,n)

(a) Soit (Ny;1+wy) = (00;1) B (Pr;wy), on B est addition définie sur I'espace des
points massiques, annexe A.
(b) Soit (Ny;an) = (z_;;o) B (Pr;w1).
(c) Soit (03;1+2wy) = (Ny; 1 +w) B (Na;wy).
(d) Calcul du poids :
41 (0o, 7557

Wy =
\/Q4,1 (W) X Qu1 (ﬁ)

(e) Sin >0, FractCercle(o¢,N1,03,wp,n — 1)
(f) Calcul du poids :

(5.11)

%1

27 T+ 2m
%
(g) Sin>0, FractCercle2<(03; 1), (Ng;wa), <l2 : O) ,n — 1>

(5.12)

ﬁ
Sortie : Un polygone approchant I'arc d’hyperbole I' d’extrémités oqg et [, et ayant pour
%
tangentes les droites (ogP;) et Aff (Pl; 12).
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FI1GURE 5.3 Exemple de construction itérative d’un arc d’hyperbole dans un 2-plan de type

— =
temps de Ly, & partir de deux points massiques (og; 1) et (l2 : 0).

5.2.3 Exemples numériques

Nous illustrons ce travail par la jointure entre une cyclide de Dupin Cycly et un plan P,.
Le plan Py a pour équation y = 1 et la cyclide Cycly a pour paramétres ag = 6, co = 2, o = 4,
équation (2.16). Elle est centrée au point de coordonnées (10; 10; 0) et est I'enveloppe des sphéres
S1(0), chapitre 2, section 2.4. Nous imposons le cercle de jointure Cj, cercle caractéristique de

Cycly appartenant a la sphére Sy = .S (%), de centre {2y (%”) et de rayon r; (5—”)

6
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Les points correspondants a Sy et Py dans A* sont respectivement les points :
oo (—13,59; —0,84; —2,24;0,00; —13,41)

et :
po (0;0;1;0;0)

Le vecteur vg, tangent a la courbe représentant la cyclide Cycly dans A* en oy est :
7(—17, 07;—0,68; —1,26;0,00; —17,04)

En utilisant I'algorithme 9, nous calculons le point de controle intermédiaire de la courbe
de Bézier :
P;(30,23;0,90; 1, 00; 0, 00; 30, 32)

ainsi que le poids correspondant :
wyp ~ 0,50

Nous pouvons continuer le processus de construction et nous obtenons un premier point :
o4(5,48;0,02; —0,08;0,00;5,57)
sur l'arc de conique ainsi qu’un vecteur tangent :
wi(—5,34;—0,33; —1,27;0,00; —5, 27)

en ce point, ce qui nous permet de dessiner un premier cercle de la jointure. En itérant une
seconde fois, nous obtenons deux autres points :

op(—1,74; —0,34; —1,16;0,00; —1, 60)

et :
00(6, 11;0,14;0,71;0,00; 6, 15)

ainsi que les vecteurs tangents associés :
u—B>(—12, 96; —0, 58; —1,47;0,00; —12,90)
et :
u(3,72;0,01; —0, 74; 0, 00; 3, 78)

Aprés les deux itérations, nous construisons les cercles de la figure 5.4(a). Et ainsi de suite,
aprés trois itérations, nous construisons les cercles de la figure 5.4(b). Pour comparaison, le
carreau de cyclide effectuant la jointure est illustré par la figure 5.5.
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(a) (b)

FIGURE 5.4 — Les cercles caractéristiques de la cyclide de jointure. (a) Aprés deux itérations.
(b) Aprés trois itérations. Les cercles obtenus lors de la premiére itération sont en bleu, les
cercles obtenus lors de la seconde itération sont en vert et les cercles obtenus aprés la troisiéme
itération sont en violet.

FI1GURE 5.5 — Le carreau de cyclide de Dupin en anneau effectuant la jointure entre la cyclide
Cycly et le plan Py.

Considérons le méme exemple mais avec 'orientation inverse de la premiére sphére. Le point
correspondant dans A* sera alors I'opposé du point o, noté oy :

o1 (13,59;0,84; 2, 24; 0,00; 13, 41)

Le vecteur tangent a la courbe représentant la cyclide Cycly dans A* en oy est toujours e
[.’arc de conique construit & partir de ce point ne sera donc pas le méme que précédemment.
En utilisant 'algorithme 9, nous calculons le point de controle intermédiaire de la courbe de
Bézier :

Pi(—3,16;0,17;0,99: 0,00; —3, 30)

et vérifions si la condition donnée par la formule (5.5) est satisfaite. Ce n’est pas le cas ici
puisque :

—
Qi (Uopl) X Qu1 (CTPO)) ~ —2,38

Nous sommes donc dans le cas ot la conique est un arc d’hyperbole non connexe. Nous utilisons
le formalisme des points massiques afin de pouvoir passer d'une branche de I’hyperbole a I’autre.
Nous calculons alors le vecteur :

l_g(l, 03;0,48;0,42;0, 0050, 80)
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et nous continuons en utilisant 'algorithme 10 deux fois en prenant comme extrémités les
vecteurs l_; et —l_g). De la méme maniére, nous construisons les cercles caractéristiques de
la cyclide de jointure, figure 5.6(a) (resp.5.6(b)) aprés deux itérations (resp. trois itérations)
de part et d’autre du point singulier de la cyclide. Pour comparaison, le carreau de cyclide
effectuant la jointure est illustré par la figure 5.7.

/

I/

T

o =

(a) (b)
FIGURE 5.6 — Les cercles caractéristiques de la cyclide de jointure. (a) Aprés deux itérations. (b)
Apreés trois itérations. Les cercles obtenus lors de la premiére itération sont en bleu, les cercles

obtenus lors de la deuxiéme itération sont en vert et les cercles obtenus lors de la troisiéme
itération sont en violet.

FIGURE 5.7 — Le carreau de cyclide effectuant la jointure entre la cyclide de Dupin C'yclj et le
plan Po.

En combinant les deux algorithmes 9 et 10 sur chacun des cercles définissant la cyclide de
Dupin, nous pouvons obtenir un maillage de la cyclide de Dupin de jointure, figures 5.8 et 5.9.
Pour l'une des deux familles, nous ne prenons que la partie adéquate du cercle entre les deux
surfaces a joindre.
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F1GURE 5.8 — Maillage du carreau de cyclide en anneau effectuant la jointure entre la cyclide
de Dupin Cycly et le plan Py. (a) Aprés deux itérations. (b) Aprés trois itérations.

F1GURE 5.9 — Maillage du carreau de cyclide a croissant interne effectuant la jointure entre la
cyclide de Dupin Cycly et le plan Py. (a) Aprés deux itérations. (b) Aprés trois itérations.
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Chapitre 6

Jointures de surfaces par des cyclides de
Dupin le long de cercles caractéristiques

6.1 Jointure d’une sphére le long d’un cercle avec une autre
sphére par un morceau de cyclide de Dupin

Le probléme le plus simple que I'on peut directement résoudre dans I’espace de Lorentz est
de joindre deux sphéres Sy et S7 par un morceau de cyclide de Dupin en imposant un cercle Cy
sur I'une des sphéres, Sy par exemple. En effet, cela revient & considérer, dans A*, deux points
0o et o1 correspondant aux sphéres Sy et S; et un vecteur Fg associé au cercle Cy sur Sy. Pour
trouver la cyclide qui permet de joindre les deux sphéres le long de C), il suffit de déterminer
le plan Aﬁ(oo,ol,v_g) de Ly; ne contenant pas l'origine Oz. La conique I', intersection entre
Aff(oo, o1, v_g) et A* est une conique représentant la cyclide de Dupin effectuant la jointure.
Remarquons que la section d’un plan de Ly; avec A* n’est pas toujours une courbe de type
espace. Cependant, c’est la cas ici puisque le vecteur 173, tangent a [' en o( est de type espace
par définition, paragraphe 4.8.

6.2 Les cyclides de Dupin tangentes le long d’un cercle
caractéristique

Maintenant, nous voulons joindre une surface canal avec une cyclide de Dupin le long d’un
cercle caractéristique. Nous devons, pour cela, considérer la derniére sphére S de la surface canal
et le cercle de jointure Cy sur S. Dans 'espace des sphéres, cela revient a considérer un point
o et un vecteur U partant de ce point. Nous cherchons alors les cyclides correspondantes aux
sections de A* par des 2-plans affines engendrés par o et . 1 existe une famille & 3 parameétres
de tels plans et donc une famille & 3 paramétres de cyclides solutions.

Si nous imposons une autre sphére (orientée) T telle que la cyclide effectue la jointure entre
cette derniére et la surface canal le long du cercle caractéristique alors nous n’avons plus qu’une
solution déterminée par la section de A* par le plan Aff (o, T, 7), ou 7 est le point correspondant
a T dans A%

95
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Remarquons que dans ce cas, la cyclide peut tout a fait avoir un ou deux points singuliers,
mais la jointure est tout de méme de type G*.

Comme deux couples de points et vecteurs (o, 7) et (T, 7) ne sont pas forcément contenus
dans un plan, il n’existe pas toujours une cyclide effectuant la jointure antre deux surfaces canal
le long de deux cercles caractéristiques. Mais nous pouvons utiliser dans ce cas deux morceaux
de cyclides. (Boehm [Boe90| a étudié un probléme similaire directement dans ;).

6.3 Jointure entre une surface canal et une sphére (ou
plan) le long d’un cercle caractéristique

Nous considérons que les deux sphéres a joindre c’est-a-dire la sphére tangente a la surface
canal le long du cercle caractéristique et la seconde sphére, appartiennent a une des familles de
sphéres dont la cyclide est ’enveloppe. Le probléme revient alors a joindre deux sphéres entre
elles le long d’un cercle imposé sur I'une d’entre elle, paragraphe 6.1. Il faut seulement déter-
miner la sphére tangente a la surface canal au cercle de jointure au préalable. Nous pouvons
remarquer que les algorithmes 3 et 4 donnés dans le paragraphe 3.2.2 sont alors considérable-
ment simplifiés en se placant dans I'espace des sphéres. Il est nécessaire de détailler quelques
points a propos de la méthode de jointure développée ici mais qui n’apparaissent pas dans
les exemples suivants. Dans &3, la jointure finale est obtenue en ne conservant qu'une partie
de la cyclide déterminée. Dans L, ;, & partir des points correspondants aux sphéres principales
(sphéres contenant les cercles principaux) déterminées précédemment, nous pouvons paramétrer
la conique représentant la famille de sphéres contenant celles a joindre. Cette paramétrisation
est la paramétrisation naturelle donnée en section 2.4 pour décrire une cyclide de Dupin. Ainsi,
il suffit de considérer la conique passant par les points correspondants aux sphéres & joindre
et de ne sélectionner que la partie utile a la jointure, c’est-a-dire la partie située entre deux
points et imposée par le sens du vecteur tangent (représentant le cercle caractéristique de la
cyclide de Dupin de jointure). Dans &3, cela revient a restreindre I'un des deux paramétres 6
ou ¢ & un intervalle fermé contenu dans [0, 27]. Ensuite, soit nous déterminons les paramétres
de la cyclide de Dupin de jointure, la partie utile et les rotations et translations a effectuer
pour placer la jointure dans le bon repére (ces transformations sont déterminées a partir du
repére de la cyclide de Dupin, totalement définie par les sphéres principales), soit nous utilisons
I’algorithme de construction itérative donné dans le chapitre précédent.

6.3.1 Exemple de jointure entre un cylindre de révolution et un plan

Nous cherchons a joindre un plan P avec un cylindre de révolution C'yly le long d’un cercle de
courbure Cj appartenant a la sphére Sy du cylindre (figure 6.1). Py a pour équation z = %x —3.
Le cylindre Cyly a pour axe (Oz) et pour rayon ro = 3 et Sy a pour centre € (0;0;5) et pour
rayon 7. Les points correspondants a Sy et Py dans A* sont respectivement les points o et 7 :

17 5 b5
o (Ea 07Oa 57 5)
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FI1IGURE 6.1 — Le cylindre de révolution et le plan a joindre.

65 V5 ~2V5 6v5
"\5 5% s

Le vecteur  est tangent a la courbe représentant les sphéres intérieures au cylindre (sphéres
centrées sur I'axe du cylindre) dans A% en o. Il est obtenu en dérivant I’équation de cette deniére
au point o :

U (5;0;0;1;5)

Le plan P; est engendré par les vecteurs orthogonaux U et U avec U
o (1,76;0,18;0,00; —0, 68; 1,90)

et Q4’1(7) = Q471(7) =1.

P, est de type espace, la conique sera donc une ellipse I'y. En déterminant I'autre conique, nous
obtenons une autre ellipse I'y, contenu dans le plan P, engendré par les vecteurs orthogonaux
T et ¢ , de composantes approchées :

7 (0,34:0,31; —0,95; 0,09; 0, 32)

7 (1,06;0,97:0,30;0,30; 1,00)

_>
avec Q4’1(§>) = Q471( t ) = 1.
La CD4 de jointure est une CD4A. Nous déterminons les paramétres de la CD4A en utilisant
I’algorithme 6, figure 6.2 :

a=212,69, c 2 5,68 et 129,69

Il n’y a pas de rotation a effectuer pour placer la cyclide dans la scéne mais uniquement une
translation de vecteur W avec :
W (—5,677;0;5)

Nous obtenons la jointure illustrée en figure 6.3.
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FIGURE 6.2 — Les deux sphéres principales et la CD4A de jointure.

FIGURE 6.3 — La jointure réalisée entre le cylindre et le plan avec une partie de la CD4A
précédente.

6.3.2 Exemple de jointure entre une cyclide de Dupin et un plan

Nous cherchons a joindre une cyclide de Dupin notée C'ycly de paramétres ag = 6, ¢y = 2,
o = 4, de centre de coordonnées (10;10;0), enveloppe des sphéres S;(6) de centres :

Q1(0) (ag cos(0) + 10; by sin(#) + 10;0))
et de rayons :
r1(0) = po — co cos(0)
pour @ € [0,27], et le plan Py d’équation y = 1. La jointure sera effectuée le long du cercle
caractéristique Cy de C'ycly appartenant a la sphére Sy = .S (%“), de centre Qg = )y (%r) et de

rayon ro =1 (%’r), figure 6.4.
Les points correspondant a Sy et Py dans A* sont respectivement les points o et 7 :

o (—13,59: —0,84; —2,24; 0, 00; —13,41)
7(0;0;1;0;0)

Le vecteur 7, tangent a la courbe représentant les sphéres intérieures (centrées sur ellipse
génératrice) de la cyclide Cycly dans A en o est :

v (—17,07;, —0,68; —1,26;0,00; —17,04)
Le plan P; est engendré par les vecteurs orthogonaux U et U avec U

T (—3,58; —0,00; 0, 74; 0, 00; —3, 66)
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FI1GURE 6.4 — La cyclide de Dupin et le plan a joindre.

et nous avons Q1 () = Q41 (V) = 1.
P, est de type espace, la conique sera donc une ellipse I'y. En déterminant I'autre conique, nous
obtentzl)s une autre ellipse I'y, contenue dans le plan P, engendré par les vecteurs orthogonaux
Tt 1
S (—1,98;—0,98;0,00;0,42; —1,94)
T

(0,92;0,46; 0,00;0,91; 0,91)

_>
et nous avons Qu1(¥) = Qu1(t) = 1.
La CD4 de jointure est une CD4A. De la méme maniére que dans les exemples précédents, nous
déterminons les paramétres de la CD4A en utilisant I’algorithme 6, figure 6.5 :

a2 33,98, c 220,72 et p = 28,58

Notons que les roles des plans de symétrie de la CD4 Cycly et de la CD4 de jointure sont
inversés. Nous obtenons la jointure illustrée en figure 6.6.

FIGURE 6.5 Les deux sphéres principales et la CD4A de jointure.

Nous pouvons remarquer que les orientations respectives des sphéres jouent un role impor-
tant dans le type de jointure car elles déterminent le type de la conique dans A* et donc le type
de la CD4 de jointure. En effet, considérons une cyclide de Dupin représentée par une ellipse
I'y contenue dans un plan P; passant par exemple par trois points o4, og et o¢, représen-
tant trois sphéres orientées Sy, Sp et S¢ de &s. Soit S; la sphére de méme centre, de méme
rayon mais d’orientation inverse que Sp et o5 le point correspondant dans A*. Nous savons que
oz € (Oop) [LWO08| (05 est le symétrique de op par rapport & Os). La CD4 joignant les trois
sphéres orientées S4, S5 et So est représentée par la section de A? par le plan Py, engendré
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FIGURE 6.6 — La jointure réalisée entre la cyclide de Dupin C'ycly et le plan avec une partie de
la CD4A précédente.

par o4, o et oc. La conique obtenue peut étre une parabole, une autre ellipse ou encore une
hyperbole selon le type du plan P, mais ne représente plus du tout la méme cyclide, figure 6.7.

Pour illustrer cette remarque, nous avons changé I'orientation des sphéres Sy dans les deux
derniers exemples, nous obtenons une jointure par une CD4I au lieu d'une CD4A, figures 6.8
et 6.9.

6.4 Recollement de deux surfaces canal sur une méme sphére
le long de deux cercles

Joindre des surfaces canal entre elles ou avec des morceaux de cyclides de Dupin implique
de joindre des morceaux de courbes de type espace dans l'espace des sphéres. Si ces courbes
se rejoignent de maniére GY en un point alors la jointure dans &; fait apparaitre un morceau
de sphére et peut avoir différentes allures, c’est-a-dire qu’elle peut avoir ou non des points
singuliers. Nous pouvons donner une condition pour que la surface finale soit le résultat d’une
jointure G entre les deux surfaces canal et le morceau de sphére.

Soit deux surfaces canal Surf, et Surf, de & correspondant & deux courbes de type espace
v1 et o de A*. Joindre de maniére G° les deux courbes v; et 75 dans A* en un point tel que
les vecteurs tangents a chacune des courbes en ce point ne soient pas colinéaires introduit
une partie de sphére S dans la jointure. Selon la maniére dont les cercles caractéristiques des
surfaces canal sont répartis sur la sphére de jointure nous pouvons obtenir différents résultats.
Ils peuvent étre sécants, figure 6.10, disjoints, figure 6.11 ou tangents, figure 6.12. Dans chacun
des cas, la surface obtenue peut avoir des points singuliers. Lorsque les cercles sont sécants,
nous ne pouvons pas joindre de maniére G' les deux surfaces canal et le morceau de sphére.

Nous pouvons étudier ces différentes situations dans ’espace des sphéres. Dans la section
4.4, nous avons expliqué comment la position de deux sphéres dans &3 est lié a la position des
points correspondants dans A*.

Regardons les cercles sur la sphére S. Soit o le point de A* correspondant & S. Les cercles
orientés sur une sphére forment une quadrique A*(o) de dimension 3, incluse dans A*. La
construction de cette derniére est identique a la construction de ’espace des sphéres présenté en
section 4.1, paragraphe 6 de |[LOO08|. Les cercles de S sont les intersections de S avec des sphéres
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(a) (b)

FIGURE 6.7 — (a) Coupe de la CD4, enveloppe de la famille contenant les sphéres S4, Sp et Sc,
par le plan de symétrie P, dans &. (b) Illustration du changement d’orientation de la sphére
Sp sur la CD4 enveloppe dans &s. Dans la figure (a), les vecteurs normaux de la sphére Sp
sont dirigés vers le centre g alors que dans la figure (b), ils sont de sens inverses. Dans cet
exemple, le changement d’orientation transforme la CD4A en CDA4I.
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FIGURE 6.8 — Jointure entre le cylindre de révolution et le plan par une CDA4I.

FIGURE 6.9 — Jointure entre la CD4A et le plan par une CDA4I.

othogonales & S. Les points correspondants dans A* sont les points de A*(0) = (_0—577)L N A*,
figure 6.13. Notons que 'hyperplan vectoriel (_O—;I)L est paralléle a I'hyperplan affine T,A%.
Les courbes v, et v, étant de type espace, nous pouvons supposer que les deux arcs de
courbes 7y : [a1,by] — A* et ¥o @ [ag, by] — A* sont paramétrés par la longueur d’arc. De plus,
les vecteurs de courbure géodésique k,4(t) en tout point des courbes v, et 7, sont de type temps
(un vecteur courbure géodésique est la projection L4 ;-orthogonale du vecteur dérivémlde

sur 'hyperplan tangent a la courbe en un point), [LS11]. Les vecteurs L4 -unitaires v, (b;) et
—

vo(az) sont tangents en o = 1(b1) = Y2(as) respectivement a 1 et 7o, figure 6.14. Le dernier
cercle caractéristique C; de Surf; et le premier cercle caracteristique Cy de Surf, appartiennent
a la sphére S.

FIGURE 6.10  Les cercles caractéristiques des surfaces canal sont sécants sur la sphére de
jointures.
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(a) (b)

FIGURE 6.11 — (a) Un exemple de jointure G' entre deux surfaces canal le long de deux cercles
tangents. (b) La surface obtenue en recollant les autres parties des deux surfaces canal et de la
sphére est singuliére.

(a) (b)

FIGURE 6.12 — (a) Un exemple de jointure G entre deux surfaces canal le long de deux cercles
disjoints. (b) La surface obtenue en recollant les autres parties des deux surfaces canal et de la
sphére est singuliére.

—
Le vecteur 7,(b;) peut étre associé & un point de A*. Tl appartient a A3(o). Il correspond

a la sphére orthogonale a S le long du cercle C;. Ceci revient a considérer les points de A?(o)
comme des cercles de S. )
Les points des courbes 7, (t) et 7,(t) correspondent aux sphéres S;(¢) orthogonales aux

sphéres correspondant aux points 7;(¢). L'intersection Sz(t) N S;(t) est le cercle caractéristique
de Surf, contenu dans S;. Les deux cercles, pour ¢ = 1 ou 2, sont disjoints si le point ,(as)
est a I'intérieur de I'un des cones C&l(bl) ou C—A'n(ln)' Ensuite, il reste a déterminer la « bonne »
partie de ces cones pour que la calotte sphérique orientée D; dont le bord orienté est le cercle
orienté C; soit incluse dans la calotte sphérique orientée Dy dont le bord orienté est le cercle
orienté Cy (qui contient I'anneau bordé par les deux cercles C; et Cs).
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(050
A3(o)
o
A4

FIGURE 6.13 — Représentation des cercles orientés d’une sphére S correspondant au point o
dans A*.

Pour cela, nous utilisons les VGEEGUI‘S courbures géodésiques des courbes v, et v, aux points
I'1(b1) et I'y(az) que nous notons k,, et ky,. Rappelons que ces vecteurs kg, sont les projections
_>

des vecteurs ¥, sur T,A%.

La jointure des deux surfaces canal par rapport a la sphére S associée a 0 = v;(by) = Y2(az)
n’a pas de points singuliers si les derniers cercles caractéristiques de Surf; et les premiers
cercles caractéristiques de Surf, se projettent sur S en dehors de I’anneau de sphére bordé par
les cercles C' et C5. La projections des cercles caractéristiques sur S sont les intersections des
sphéres correspondantes aux points ¥, () et Y5(t) avec S. Les deux courbes ¥;(¢) sont sur A*
mais seuls les points ¥, (b1) et Y,(az) sont sur A*(¢). Comme nous voulons travailler sur A%(o),
nous allons utiliser une projection des courbes ¥,(t) sur A*(a), notée proj(y;(t)) = a;(t), telle

que les courbes «;(t) correspondent aux sphéres orthogonales & S portant les cercles SN Sl(t)
les points o, ¥,(t) et a;(t) pour t fixé correspondent a des sphéres qui font partie d’un faisceau
Vi

de sphéres de base le cercle S N .S;, lellipse, contenue dans le plan Aff(o,I';(t), a;(t)) passant
par lorigine, intersecte A%(o) en a;(t)). R
Les vecteurs tangents a () et as(t) aux points aq(by) et as(az) sont les vecteurs k,, et

l;; définis précédemment. D’abord, les cercles orientés associés aux points oy (by) et as(ag) sur
A3(o) doivent appartenir a un faisceau de cercles & points limites pour étre disjoints, ce qui
implique que les sphéres correspondantes a «;(b;) et as(ay) dans A* doivent appartenir & un
faisceau de sphéres a points limites aussi. La courbe correspondante dans A* doit étre de type
temps. Pour obtenir une jointure G entre les deux surfaces canal et le morceau de sphére bordé
par les cercles C} et Cy, nous devons pouvoir joindre les points a;(by) et as(ay) dans A3(o)
par une courbe de type temps contenue dans A*(c). Pour que ceci soit possible, il faut que le
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— —
vecteur al(bl)ag(agi soit de type temps et que les trois vecteurs positions d’origine ky,, kg4, et

ay(by)as(ay) d’origine 4 (by) soit a 'intérieur et dans la méme partie du cone C’.Y1(b1)'

A(o)

FIGURE 6.14 — Représentation du probléme dans A*. (a) Les deux courbes 7; correspondant
aux surfaces canal Surf, ont un point commun o et les vecteurs courbure géodésique au point
o sont les vecteurs k,,. (b) Les courbes 7,(t) et leurs projections a;(t) sur A*(o).

Pour éviter d’obtenir les situations des figures 6.10, 6.11(b) et 6.12(b), nous voulons joindre
les surfaces canal le long de cercles caractéristiques ce qui permet d’obtenir des jointures de type
G'. Dans 'espace des sphéres cela implique que les vecteurs tangents (unitaires) aux extrémités
de 7, et de 5 sont les mémes.

6.5 Jointure G' entre deux surfaces canal par deux morceaux
de cyclides de Dupin le long de deux cercles

6.5.1 Principe et algorithme

Nous souhaitons joindre de maniére G deux surfaces canal quelconques Surf, et Surf, le
long de deux cercles caractéristiques C; et Cy en utilisant deux morceaux de cyclides de Dupin
mis bout a bout.

Dans A%, la surface canal Surf, (resp. Surf,) est représentée par la courbe 7; (resp. 72) dont
I'extrémité de jointure est le point o de 71 (resp. o de 2). o1 (resp. 03) représente la sphére
S1 (resp. Sy) tangente a la surface canal Surf; (resp. Surf,) le long du cercle C; (resp. C2). Nous
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pouvons calculer le vecteur 77 (resp. v3) tangent & 71 (resp. 72) en oy (resp. oy) représentant le
cercle caractéristique C; (resp. Co). Le travail consiste a joindre les deux couples points-vecteurs
(o1; v_f) et (o9; v_g) par deux arcs de coniques, dans une section de A* par un espace affine de
dimension 3, qui se recollent de facon G' en un point o.
Soit ¢ un point de A*. Soit Py, = Aff(0y,0, 71_1)) et Py, = Aff(os,0, v—2>) Les deux courbes
suivantes :
Fl,a = A4 N Pl,a et F270— = A4 N P27U

représentent chacune une cyclide de Dupin Cycl; et Cycly. La cyclide de Dupin Cycly (resp.
Cycly) joint de maniére G' la surface canal Surf; (resp. Surf,) le long de C; (resp. Cz) et la sphére
S correspondant a o le long d’un cercle C,; (resp. C,2). Les cercles C, 1 et C, 2 ne représentent
pas forcément le méme cercle sur S. Nous avons la continuité au point de jointure dans A* mais
pas le méme vecteur tangent. Dans ce cas, la jointure entre les deux cyclides n’est pas G' dans
&s. Nous avons vu précédemment qu’il est possible d’obtenir une jointure G'! en raccordant
chacune des deux cyclides de Dupin sur une méme sphére en utilisant aussi un morceau de
sphére. Pour assurer la G'-continuité au niveau de cette sphére, nous imposons que les cercles
Co1 et C, o soient confondus. Cette condition est suffisante mais pas nécessaire. Elle impose que
les vecteurs m et m tangents a I'y , et & I'y, en o soient colinéaires.

Dans l'algorithme 11, nous obtenons un degré de liberté concernant le choix de la solution.

Notons que si nous changeons ’orientation de la sphére S dans &3, la jointure entre les deux
cyclides dans & est toujours G tandis que la jointure des deux courbes I'y , et I’y , n’est méme
plus G° dans A* : une courbe a pour extrémité o alors que I’autre a pour extrémité o~ = —o.

La figure 6.15 illustre une jointure G' entre les surfaces Surf,, Cycly, Cycly et Surf,, dans
A%, en utilisant I'algorithme 11, le résultat dans & est montré par la figure 6.20.

6.5.2 Exemple numérique

Dans &3, muni du repére orthonormé direct (O3, z_>, T,Z), nous souhaitons joindre deux
cylindres C'yly et C'yly. Dans la suite toutes les valeurs numériques approchées sont données au
milliéme pres. Le cylindre Cyly, de rayon Ry ~ 8,007, de hauteur 4, est placé dans la scéne en
utilisant la matrice de la transformation affine suivante :

—0,996 0,084 0,000 -—15,035
0,083 0,993 0,084 0,050
—0,007 —0,083 0,996 10,996
0 0 0 1

Nous voulons joindre Cyl; le long du cercle C; tangent a la sphére S; de centre :
01 (—15,035;0,050; 10, 996)
et de rayon 7, ~ 8,007. Le point o; de A* correspondant a S; a pour coordonnées :
(17,725; —1,878;0,006; 1,373; 17, 600)
tandis que le vecteur U—1> correspondant a C; a pour composantes :

(—2,097; —0859; —1, 318; 0, 000; —2, 062)
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Algorithme 11 Jointure G! entre deux surfaces canal par deux morceaux de cyclides de Dupin
le long de deux cercles donnés

Entrée : Les cercles C; et (; donnés sur les surfaces canal Surf, et Surf,

1.

Calcul de la sphére S; (resp. Sy) tangente a Surf, (resp. Surf,) en C; (resp. C5)

2. Calcul de oy et 09 correspondant a S; et Sy dans A%
3.
4. Soit o € A*, calcul des 2-plans P, = Aff(01, 0, 171)) et Py, = Aff(0s, Lo, v_2>) en fonction

v, —
Calcul de v_l) et v_% associés a C et Cy dans Ly

de o

Calcul, en fonction de o, des coniques :

[y=P,NA"
oy =Py, NAY

6. Calcul de € , et €, centres des coniques (cercles Lorentz) I'; , et 'y,

7. Calcul de uy 5 et ug 5, vecteurs tangents en o a I'y , et I'y , en résolvant le systéme suivant :

8.

0
—
L41(Q00,Uz4) =0

—
{ L41(Q 40, U10) =

Détermination de oy tel que les vecteurs Ul,ao; et u27005 soient colinéaires.

Sortie : Les deux courbes I'y,, et I'y,, de A* correspondant aux deux cyclides de Dupin
effectuant une jointure G entre les surfaces canal Surf, et Surf, le long des cercles C; et Cb.
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FIGURE 6.15 — Tllustration de l'algorithme 11 dans 'espace des sphéres. (a) Cas général, les
deux vecteurs tangents au point o ne sont pas colinéaires. (b) Jointure G, le point o est calculé
afin que les deux vecteurs tangents au point ¢ soient colinéaires.

Le cylindre C'yls, de rayon Ry ~ 3,940, de hauteur 5, est placé dans la scéne en utilisant la
matrice de la transformation affine suivante :

0,365 —0,330 0,870 5,606
0,645 —0,584 —0,492 8,142

—0,671 —0,742 0,000 0
0 0 0 1

Nous voulons joindre Cyl, le long du cercle C; tangent a la sphére Sy de centre :
O, (5,000; 8,485;0,000)
et de rayon 75 ~ 3,940. Le point oy de A* correspondant a Sy a pour coordonnées :
(10, 250; 1, 250; 2, 121; 0, 000; 10, 000)
et le vecteur 3 correspondant & C, a pour composantes :
(18,016;0,000;0, 138; 1,638; 18,016)
En utilisant I’algorithme 11, nous trouvons ¢ de coordonnées :
(4,410; —1,402;1,080; 0, 000; 4, 354)
qui correspond a la sphére S de centre :

Os (=7,071;6,928: 0, 000)
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et de rayon rg ~ 6,414. Les deux courbes :
Fl = A4 mAff (0-170-7 'U—1>)

et :
Ty =A'NAff(02,0,05)

correspondent aux deux cyclides Dup; et Dups,.
Les parameétres de la cyclide de Dupin Dup; sont :

ay ~ 10,507, ¢ ~ —1,504; p; ~ 6,503
tandis que la matrice de la transformation affine permettant de la représenter est :

-0,716 0,000 0,699 —7,516

—-0.696 —0,084 -0,713 7,364

0,059 —0,996 0,060 10,381
0 0 0 1

Les parameétres de la cyclide de Dupin Dups sont :

et toute la scéne est représentée dans son repére.
En ne conservant que les parties utiles de ces cyclides pour la jointure, nous obtenons
'illustration de la figure 6.20.

FIGURE 6.16 FExemple de jointure entre deux cylindres dans &3 par deux morceaux de cyclides
de Dupin, contrairement & W. Boehm, nous imposons les cercles bleus sur les cylindres.
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6.6 Les cyclides passant par un cercle et tangentes a une
sphére le long d’un autre cercle

Ce travail provient de deux contextes : le premier consiste a choisir un cercle caractéristique
C; sur une surface canal et & joindre de facon G* cette surface canal, le long de ce cercle, avec
un cercle C par une cyclide de Dupin. La donnée du cercle C; sur la surface canal impose la
sphére S contenant le cercle C. Le second consiste a joindre des cyclides de Dupin le long de
cercles donnés et dans ce cas, nous avons une famille & un paramétre de couples de cyclides
de Dupin. Le choix d'une sphére contenant un des cercles revient a privilégier un couple de
cyclides de Dupin dans cette famille. La condition d’existence est la suivante :

Théoréme 2 : Jointure de deux cercles par une cyclide

Soit deux cercles C et Cy.

1l est possible de trouver une cyclide de Dupin telle que C et Cy soient deux cercles caractéris-
tiques de cette cyclide si et seulement si les deux cercles sont soit coplanaires, soit cosphériques
(i.e. il existe une sphére Sy contenant les deuz cercles C et Cy).

Démonstration 5

e Montrons d’abord qu’un couple de cercles caractéristiques d’une cyclide de Dupin C; et
Cy de la méme famille sont cosphériques. Le cercle Cy (resp. Cy) appartient a une spheére
S1 (resp. Sa) tangente a la cyclide le long de Cy (resp. Cy). Chaque cercle C; est déter-
miné par un couple (o;, Uf) contenus dans le 2-plan P = Aff(oy, 0, o1, v—2>) (rappelons que
PN A* est une conique correspondant a la cyclide). Considérons le plan de type espace
P, = Aff(05, 0y, v_f) (resp. Py = Aff(Os, 09, v—2>)) de Uespace E = Aff(Os, 01, 09, v_f,v—%) de
dimension 3. P, et Py sont de dimensions 2 dans [’espace E de dimension 3 : [’inter-
section de Py et P, est une droite de type espace. Cette droite passe par l’origine Os et
coupe A* en deux points T et —1 correspondant & une sphére non-orientée T. Les points
T et —7 appartiennent ¢ deuz ellipses de A*, 'une correspondant au faisceau de sphéres
passant par le cercle Cy et l'autre correspondant au faisceau de sphéres passant par le
cercle Cy. La sphére T est donc une sphere passant par les deux cercles Cy et Cs.

e Montrons maintenant que pour tout couple de cercles cosphériques Cy et Cy, il existe
une cyclide ayant Cy et Cy comme cercles caractéristiques de la méme famille. Soit T la
sphére non-orientée contenant Cy et Cy. Soit T et —7 les deux points de A* correspondant
aT et U—1> et U_2> les deuz vecteurs de T.A* définissant les cercles Cy et Cy. La courbe
Iy = PLNA* (resp. Ty = Py AY) ou Py = Aff(Os,7,07) (resp. Py = Af{Os,7,703))
correspond au faisceau de sphéres de base le cercle Cy (resp. Cy). L’espace Aff(Py, Ps)
est de dimension 3 car Py N Py est la droite (Os7). Soit oy € I'y différent de T et —7 et
ui le vecteur tangent a I'y en o1. Tous les plans du faisceau de plans contenant la droite
§ = Aff(oq, u—>1) (dont Py) sont dans Aff(Py, Py) et coupent Py en une droite d. Il y a trois
possibilités :

e d et I'y s’intersectent en deux points
o d et I'y sont tangentes en un point
o d et I'y sont disjointes
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Soit P un plan du faisceau de plans tel que d et I'y sont tangentes en un point. La courbe
PN A* est une conique correspondante a un cyclide de Dupin qui a C et Cy pour cercles
caractéristiques de la méme famille. Cette construction est possible pour tout point oy de
I'y différent de T et —7.

Dans l'espace des sphéres, les deux courbes représentant les faisceaux de sphéres a bases C
et C; se coupent en deux points qui correspondent aux deux sphéres orientées définies par la
sphére Sj.

La figure 6.17 illustre le théoréme 2 dans le cas d’un tore a collier.

FIGURE 6.17 — Deux cercles cosphériques sur un tore a collier.

L’algorithme 12 permet de trouver la cyclide de Dupin, tangente a la sphére S le long du
cercle C telle que le cercle Cy soit I'un de ses cercles caractéristiques, figure 6.20. Le principe est
le suivant :

e A la sphére S correspond le point o de A*;

e au cercle C sur la sphére S correspond un vecteur v_o>;

e le cercle C; engendre une ellipse I'y : ¢ — 7(t) dans un 2-plan de type espace contenant
Os. Cette ellipse I'y représente le faisceau des sphéres a base le cercle Cq, figure 6.18.

Trouver une cyclide de Dupin répondant & notre probléme revient, dans A%, a trouver le

réel tq tel que la courbe obtenue comme section de A* par le plan affine engendré par 7, (ty), o

et v_g ait pour vecteur tangent, en o, un vecteur colinéaire a v_o).
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FIGURE 6.18 — Illustration de l'algorithme 12 dans ’espace des sphéres. La conique I'y, est
obtenue comme section de A* par le plan affine défini par ,(¢), o et v_g. Nous cherchons la
valeur de ¢ qui permet d’obtenir un vecteur tangent a la conique I'y; en o colinéaire a e

Algorithme 12 Jointure G entre un cercle sur une sphére et un autre cercle.
Entrée : Le cercle C sur la sphére S et le cercle C;
Condition : Les cercles C et C; sont cosphériques.

Calcul de o correspondant a S dans A*

Calcul de vg associé & C dans Ly

Calcul de I'; correspondant au faisceau de sphéres de & a base le cercle C; dans A*
Soit ’71(75) € Fl

Détermination du Plan Py, = Aff(o, %, o (tb)

Détermination du « cercle » T'o, = Py, N A*

Calcul du centre g, du « cercle » T'y;

O N o ote W

Calcul de m, vecteur tangent a I'o; en o tel que :

—> _>
L41(Qo0,upt) =0
9. Détermination de I'une des deux valeurs ¢ tel que les vecteurs ug, et v_g soient colinéaires

Sortie : Une courbe I'g,, représentant une famille de sphéres qui a pour enveloppe la cyclide
de Dupin effectuant la jointure entre C et C; tangente a S en C.
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FIGURE 6.19 — Exemple de jointure entre deux cercles dans £ par deux morceaux de cyclides
de Dupin tangentes a une sphére donnée en I'un des deux cercles.

FIGURE 6.20 Exemple de jointure entre un serpentin et un céone a 'aide de deux morceaux
de cyclides de Dupin en anneau tangentes le long de leur cercle caractéristique commun.

6.7 Un algorithme de construction de carreaux de cyclides
de Dupin a bords circulaires passant par quatre points

Plusieurs algorithmes de conversion de carreaux de cyclides de Dupin en surfaces de Bézier
rationnelles biquadratiques ont été développés |Pra97a, Gar07, FGP05, Ued95|. A partir des
propriétés des surfaces de Bézier obtenues par les algorithmes précédents, d’autres algorithmes
permettent de construire des surfaces de Bézier rationnelles biquadratiques convertibles en
carreaux de cyclides de Dupin, [BGF11,Gar07,GG11,GFN06]. Deux conditions sont nécessaires
et suffisantes pour construire un tel carreau, unique [Mar83, SKD96| : les quatre sommets du
carreau doivent étre cocycliques; les deux vecteurs tangents, définissant chacun I'un des quatre
cercles de bord, en un sommet, doivent étre orthogonaux.
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Dans cette partie, nous construisons, en utilisant I’espace des sphéres, le carreau de cyclide
de Dupin qui est défini par les contraintes énoncées dans les articles [Mar83, SKD96| : les
quatre sommets sont cocycliques et les deux vecteurs tangents, en I'un de ces points, sont
orthogonaux. Par rapport a [BGF11,GG11, GFN06|, nous n’avons pas besoin de construire la
surface de Bézier, et nous ne sommes pas obligés de déterminer le type et les paramétres de la
cyclide de Dupin ainsi que la matrice de transformation permettant d’afficher le carreau dans
la scéne car nous pouvons utiliser des algorithmes de subdivision que nous appliquons a des
courbes de Bézier rationnelles quadratiques dans I’espace de sphéres.

6.7.1 Principe de la méthode

Prenons, dans &3, quatre points Myg, My, M1 et Mg cocycliques et deux vecteurs tangents
orthogonaux 1?6)0) et 1@? en My, figure 6.21. Les points Moy, Moy (resp. M) et le vecteur TT%)
(resp. 1T¢0>) définissent le cercle Cy, (resp. Cy,). Notons que les sens de ces deux vecteurs ne sont
pas importants pour la détermination des cercles.

Chaque cercle de & permet de définir un faisceau de sphéres a base cercle. Pour I’obtenir,
nous considérons deux éléments du faisceau : une sphére orientée ayant ce cercle comme grand
cercle d’'une part et un plan orienté contenant ce cercle d’autre part. Notons que cette sphére
et ce plan sont orthogonaux.

Dans l'espace des sphéres, chacun de ces deux faisceaux est une ellipse, située dans un

2-plan de type espace contenant Os. Rappelons que ‘£471 (O5U,O5T>‘ = 1 lorsque les deux

sphéres S et T, correspondantes a o et 7, sont tangentes. Dans le cas de cyclides de Dupin,
7 = \ . 2 bl . N

nous avons Ly <O50, O5T> = 1 pour toute sphére orientée S d’une famille de sphéres et toute

sphére orientée T' de 'autre famille de sphéres définissant la cyclide. En s’inspirant de cette
proposition, notre construction permet de trouver un point oy, sur l'une des ellipses ainsi qu’un
point oy, sur 'autre ellipse tels que leurs représentations dans &3 soient deux sphéres tangentes
en Moo.

Dans un second temps, nous déterminons une droite lumiere définie par la spheére oy, et
le vecteur n—zfg, représentation du point M;jg. Il reste a déterminer le point gy, de cette droite
lumiére tel que la sphére associée a oy, contienne le point Mj;.

Dans [SKD96|, les auteurs partent de quatre points cocycliques et de deux vecteurs, I'un est
un vecteur normal en My tandis que 'autre est un vecteur tangent au cercle caractéristique
Cp,- Ils construisent par itérations les autres cercles caractéristiques.

Dans un premier temps, ils déterminent la sphére Sy, de la famille de sphéres dont la contribution
est le cercle Cy,. Le vecteur tangent caractérisant le cercle Cy, est obtenu par le produit vectoriel
entre les deux vecteurs précédents.

Le deuxiéme cercle caractéristique C,, est construit, puis la sphére S, de I'autre famille de
sphéres, contenant le cercle Cy, est déterminée. Les deux derniers cercles caractéristiques Cy, et
Cy, ainsi que les sphéres Sy, et Sy, sont construits de maniére analogue.

Notre méthode, dans I'espace des sphéres, nous permet d’obtenir directement les bonnes
spheéres, sans avoir a calculer des intersections de droites. Nous construisons les sphéres Sy, et
Sy, a partir des faisceaux de sphéres de base les cercles Cy, et Cy, puis nous déterminons la
sphére Sp,. Le cercle caractéristique Cp, est ensuite construit. En fait, nous ne calculons que
trois sphéres pour déterminer la cyclide de Dupin.
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FIGURE 6.21 — Conditions permettant d’obtenir un carreau de cyclide de Dupin a bords cir-
culaires dans &3. Les points My, My, My, et My appartiennent & un cercle. Les points My,
My (resp. M) et le vecteur 1790) (resp. @) définissent un arc de cercle. Les vecteurs 1703 et

Uc,, sont orthogonaux.

6.7.2 Construction et algorithme

Remarquons que si C est un grand cercle de la sphére S et si P est le plan contenant le cercle

C, une expression (dans A*) d’une sphére appartenant au faisceau de sphéres de base le cercle
C est : . .

Osv9 (0) = cos (8) Osoy, +sin () OsTy, (6.1)

ou 0 € [0,27] et gy, (resp. 7y,) est la représentation de la sphére orientée S (resp. le plan orienté
P). En effet :
— ——
£4,1 <05€701, 05791> =0

ce qui permet d’obtenir une paramétrisation analogue a celle utilisée pour paramétrer le cercle
unité du plan affine euclidien ( P N A* est une cercle pour la forme de Lorentz).

Dans &3, rappelons que les points My et My; et le vecteur tangent @ définissent un cercle
caractéristique de la cyclide. Il en est de méme en remplacant My, par M et QE)) par TTCz
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L’algorithme 13 permet de déterminer, lorsque nous avons deux faisceaux de sphéres a base
cercle, une sphére de chaque faisceau, toutes deux tangentes entre elles. Nous choisissons les
quatre spheres oy, , oy, , 79, et 7y, telles que :

R e PR
L1 <O5%,70509, L1 05011;1,057'9,) <0

— s —— s (6.2)
Ly (0509,,05%, L1 OsTw,OsTe,) <0

Soit Cy et Cy deux cercles passant par le point My tels que les tangentes aux cercles en My
soient orthogonales.

Soit gy, (resp. oy,) le point de A* correspondant a une sphére orientée de grand cercle Cy
(resp. Cy).

Soit 79, (resp. 7y,) le point de A* correspondant a 'un des deux plans orientés contenant le
cercle Cy (resp. Cy).

Dans A%, les paramétrisations 6y — 75 (6o) et o — vy (o) des ellipses représentant ces
deux faisceaux de sphéres sont définies par :

— .
Os79 (90; = cos (0y) Osoy, + sin (0y) OsTy,

057¢ (¢0; = COS (w0> OSUIZJI + sin (w0> 057-1111

et, d’aprés le théoréme 1, les sphéres vy (6p) et 7y (1) sont tangentes si et seulement si :

et :

\ \

L4 <O570 (60), Osy (%5) =1 (6.3)

En notant :

— ' — s ——
ag, = cos () L4 <O5O’91, 050'1/;1) +sin (0y) La1 (Os0y,, O5Tgl>

s —— , s (6.4)
bgo = COS (‘90) [:471 <O50'91, 057'1/,[) 4+ sin (00) ,C471 O5T¢I, O5Tgl>
L’équation (6.3) est équivalente a la suivante :
ag, cos (Yo) + by, sin (¢p) =1 (6.5)

L’équation (6.5) admet des solutions si et seulement si ago + bgo > 1.
o yN\2 Ly N2
ag, + by, = cos® () ([,4,1 <O5091, O5U¢I) + Ly (O5O’91, 057'1/,1) )
. — ——\2 — ——>\2
+ SlIl2 (90) (£471 <O50¢1, O5T91> -+ [:471 (057}1,[, 057'9[) )

+ 2 cos (0y) sin (6p) <£471 <O5—091>, 05—%>) L1 (05—%>,O5—ﬂ01>)

+ Ly <O5—%>,O5—T¢;,>) Lia <05—%>’05—79’>>>
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Notons A et B les quantités suivantes :

A= \/.54,1 (05—%’,@)2 + Las (@,mf
B = \/54,1 <O5—%>,@>2 + Lya <O—STZ7(T%>>2

A partir des lemmes 11 et 12 de 'annexe C, nous avons :

— s — — — — — — ——
AB = L4, <0509[, O5U¢1> L <O5U¢I, 0579,) + Ly (05091705%,) L1 (Oswp Osﬁe,)
et :
(A costly — B sinfy)® =1
Ainsi :
ag, + b, = (A cos (6y) — B sin (6o))?, formule (C.9)
= 1, formules (C.5) et (C.6).

De plus, nous avons A% + B? = 1, formule (C.2).
Aprés quelques calculs, I’équation ago + bgo = 1 est équivalente a :

200+ 0) = 2= 5" _ cos(0.)
CoS o s) = A2 1 B2 COS (U
ou 0, est la solution de :
AZ - BZ
cos(b:) = g
. AB
Sin (Qs> = 2 m

L’égalité A? + B? = 1 implique :
cos (20p +0,) =2 —2B* — (A* - B*) =2— (A*+ B*) =1

0 0
et nous obtenons deux solutions 6y = _Es et 0y = _ES + .

La relation ag + bz = 1 implique que la formule (6.5) est équivalente &

cos (15 ) cos (1)) + sin (1)) sin (1hg) = 1 (6.7)
ol 1, est défini par :

{cos(%) = ag, 68)

sin (%) = bGo

et nous obtenons, a partir de la formule (6.7), 1y = ;.
Les sphéres correspondantes aux points 7y (6p) et vy (10) de A*, définies par la formule 6.1,
sont tangentes en M.
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Notons que les sphéres 7y (6y) et 79 (6p + 7) représentent la méme sphére non orientée de
53.

Lorsque nous avons un faisceau de sphéres tangentes en un point donné, le lemme 2 permet
de déterminer la sphére de ce faisceau qui contient un autre point. Ce lemme nous sera utile
dans les points 14 a 16 de l'algorithme 13.

Lemme 2 :

Soit og représentant une spheére orientée de E3 et m_>00 représentant le point My de &Es.

Soit log : t — og + tm_oo> une paramétrisation d’une droite lumiére sur A* représentant les
spheéres tangentes a og en Moyy.

Soit m—lg un vecteur de type lumiére représentant un point My de Es.

Le point My appartient a la sphére définie par loo (to) si et seulement si :
Lix (Os00, 75 )

Ly (ngy, 1)

(6.9)

to = f (00, Moy, mig) =

Démonstration 6 Par construction de l’espace des sphéres, le point My appartient a la
sphere définie par lo (to) si et seulement si, propriété 2 :

Lay (()5500 (toi,n‘zﬁo) —0 (6.10)

et nous avons :

—3 —
,C471 <O5l00 (to ,7_771_0)) =0 <<= £471 050'() + 1y 7_77(%, 7_771_5) =0

—
< £471 0500, m—>10> + 1y £471 (m, 771—>10) =0

>ty = —
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Algorithme 13 Détermination d’une cyclide de Dupin permettant d’obtenir un carreau a
bords circulaires.

Entrée : Quatre points cocycliques (Mij)(

i)el0:]? (deux & deux disjoints) et deux vecteurs 1795

et vc,”, non nuls, orthogonaux.
Y0

1.
2.

10.

11.
12.

13.
14.
15.
16.

Pour 1 de 0 & 1 faire

Calcul du vecteur m—og représentant le point M.
Calcul du vecteur mof représentant le point M.
Calcul du vecteur m_ﬁ représentant le point M.
Caleul du vecteur mqg représentant le point M.

Construction du cercle Cy passant par les points My, et My et dont la tangente en My

est définie par v, .

Construction du cercle Cy, passant par les points My, et M, et dont la tangente en My
est définie par 1]7;0)

Construction d’une sphére orientée ayant Cy comme grand cercle et détermination du
point oy, correspondant dans A%,

Construction d’un plan orienté contenant Cy et détermination du point 7y, correspondant
dans A*.

Construction d’'une sphére orientée ayant C, comme grand cercle et détermination du
point oy, correspondant dans A*.

Construction d'un plan orienté contenant C,, et détermination du point 7, correspondant
dans A%

Détermination de l'ellipse 74 (fy) représentant le faisceau de sphéres de base le cercle Cy,
formule (6.1).

Détermination de lellipse v, (¢)0) représentant le faisceau de sphéres de base le cercle Cy,
formule (6.1).

Calcul de 6y et 1.
Détermination des sphéres oy, = 75 (6y) d’une part et oy, = 7y (o) d’autre part.

Calcul du vecteur ~, (6 ).

Détermination d’une paramétrisation de la direction lumiére ly : ¢ +— oy, + tm—lg.
Calcul de t = f (0, 10, 7117 ), formule (6.9).

Détermination de la sphére g, = lo; (¢1)-

Sortie : Deux sphéres gy, 0y, et le vecteur (90; déterminent une cyclide de Dupin : la conique

sur A? représentant la cyclide est contenue dans le plan affine engendré par gy, 09, et v} (6y )
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FIGURE 6.22 — Construction d’'un carreau de cyclide a bords circulaires dans A*. Les droites
(GoyTp0)s (00,0u0)s (To,04,) €t (0g,04,), sont de type lumiére et ont chacune pour vecteur di-
recteur respectif mgg, mig, ?71—11), et ?71—01). Le 2-plan rose (resp. vert) est le plan contenant le
faisceau de sphéres a base cercle Cy, (resp. Cy,). Chacun des deux faisceaux de sphéres est
représenté par un des cercles obtenus comme section de A* par un 2-plan affine passant par Os
de type espace.
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FIGURE 6.23 — Construction d'un carreau de cyclide a bords circulaires dans A%. Le 2-plan
rose est le plan contenant le cercle représentant la famille de sphéres passant par Cy. Le 2-
plan bleu est le plan contenant le cercle représentant une famille de sphéres de la cyclide de
Dupin déterminée par I'algorithme 13. Ce plan est déterminé par la sphere oy, et le cercle

caractéristique défini par le couple (090; Yo (80;).
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L’algorithme 13 permet une construction séquentielle de la cyclide de Dupin solution du
probléme posé. Les points 4 a 8 permettent de traduire dans A* les propriétés a respecter dans
Es. Les sphéres oy,, 79,, 0y, et 7, vérifient les conditions données par la formule (6.2).

Les points 9 et 10 permettent d’obtenir la paramétrisation usuelle d'un cercle dans un plan
affine muni d’un repére orthonormé. Les points 11 et 12 permettent de déterminer les deux
sphéres, de chacun des faisceaux, tangentes au point M.

Les points 14 a 16 permettent de construire la derniére sphere oy, définissant la cyclide de

Dupin, elle vient compléter la sphére oy, et le vecteur ~, (00;. En utilisant le lemme 2, nous
déterminons la sphére oy, tangente en Mjy a Sy, et passant par le point M;;.

Notons qu’en reprenant le principe de la partie de I’algorithme correspondant aux points 14
a 16, nous construirions de maniere analogue la sphére o,, de la seconde famille : la seconde
conique dans A* représentant la cyclide de Dupin serait définie par la section de A* par le plan
affine engendré par oy,, oy, et vy (¢o).

La figure 6.22 montre les deux faisceaux de sphéres qui sont représentés par des ellipses
centrées a I'origine. Ces coniques sont contenues dans des plans affines, de type espace, contenant
Os. Nous prenons oy, et oy, sur chacune de ces coniques. Le calcul de la sphere oy, est trés
aisé puisque nous connaissons un point de chaque sphére (et donc une direction lumiére) et une
sphére qui lui est tangente : il suffit d’appliquer le lemme 2. Les sphéres de &5 définies par oy, et
oy, sont tangentes en My. En continuant le processus, les sphéres de &5 définies par oy, et oy,
seraient tangentes en M. De méme, les sphéres de & définies par oy, et 0y, sont tangentes en
M. Les spheéres de & définies par oy, et oy, sont tangentes en My;. Notons qu’en continuant
le processus permettant de construire oy, puis oy,, nous obtiendrions oy, .

La figure 6.23 présente la sphere oy, qui appartient a la conique 7. Le cercle caractéristique

sur la sphére oy, est complétement déterminé par elle-méme et 7y, (6p) qui est le vecteur tangent
au cercle en gy,. La cyclide est alors complétement déterminée comme intersection de A* avec
le plan affine engendré par les points oy, et oy, et le vecteur v, (fy). Ce vecteur détermine le
point 0.90 qui correspond, dans &3, a une sphere orthogonale a la sphére définie par oy, .

6.7.3 Exemple numérique

Nous cherchons le carreau de cyclide qui a pour sommets les points My (2 V2,22, 0),
Mo (2 V3, —2,0), Mo (—2, 2/3, 0) et My, (—2 V2, —-2+/2, 0). Ces derniers appartiennent au
cercle C (Os,4) (en noir) contenu dans le plan P, : z = 0, figure 6.24.

La figure 6.25 montre la conique déterminant la cyclide de Dupin déterminée par trois
spheres : deux de l'enveloppe qui correspondent a oy, et oy, et une troisiéme définie par le
vecteur tangent a la conique au point oy, dans A%

Les cercles caractéristiques sont modélisés trés facilement par des courbes de Bézier ra-
tionnelles quadratiques [Gar07| définies par les points de controle (Myg; 1), (Po; 2wo), (Mo1; 1)
d’une part, et (Moo; 1), (Pr;£w1), (Mip; 1) d’autre part, avec :

(Py:wo) ~ ((—0,129; —0, 980; 2) ; 0, 466)

1
(Pr;wy) ~ ((3,798; o’ —3) ;0,621)
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FIGURE 6.24 — Les sommets Myg, My, M, et Myy appartiennent au cercle noir contenu dans
le plan P, : z = 0. Les autres cercles seront deux cercles caractéristiques de la cyclide de Dupin
a déterminer. Les segments représentent les vecteurs tangents orthogonaux en M.

FIGURE 6.25 La cyclide de Dupin est déterminée par les trois sphéres correspondantes aux

points og,, 0p, et 0.90 (les deux sphéres de droite sont orthogonales et permettent de déterminer
le cercle Cyp).

Les sphéres initiales sont données dans le tableau 6.1.
Nous obtenons :
(05, 00, 100) =~ (0,74708; —0, 37354; 2, 16484)
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Nom Dans &3 Dans A4

0y, ((0,565;4,294; —0,556) ;2,753) (2,268;0,205; 1,560; —0,202; 1,905)

To, 0,057 x —0,429 y + 0,901 2 — 1,375 =0 (1,375;0,057;0,429;0,901; 1, 375)

o ((2,737;0,360;1,886);3,108) (0,405;0,881;0,116;0,607;0,083)

Ty, | —0,968 2 —0.128 y — 0,214 z + 3,100 = 0 | (-3, 100; -0, 968; -0, 128; —0, 214; —3,100)

TABLE 6.1 — Sphéres définies par le carreau de cyclide de Dupin.

Nom Dans A* Dans &

0o, (1,610;0,171;1,295; —0,517; 1,272) ((0,504; 3,830; —1, 529) ; 2, 957)
o5, (2,107;0, 128; 0, 969; 0, 765; 1, 975) ((0,962;7,310; 5, 774) ; 7, 544)
o | (0.704;0,131;-0,994; —0,517;0,473) | ((0,561;—4,291; —2,232);4,317)

Oue | (=2,796: —1,296; —0,171; —0,517; —2,616) |  ((7,192;0,947;2,871); —5, 552)
0y, | (—1,890;0,994; —0,131; —0,517; —1,816) | ((~13,516;1,779;7,030); —13,597)

TABLE 6.2 — Sphéres qui définissent la cyclide de Dupin.

et les sphéres qui définissent la cyclide de Dupin sont données dans le tableau 6.2. Comme nous

avons :
s — —
Os09, = cos (0y) Os0q, + sin (6y) Osy,

la sphére 0:90 est déterminée par la formule :

e s —
050'90 = —sin (00) 050'91 + cos (80) 057'9[

et I'un des deux 2-plans affines qui caractérise la cyclide de Dupin est défini par les points oy,
et 0g, et le vecteur Osoy,.
o
Nous pouvons remarquer que le centre €y de la conique I'y = A* N Aff (090, (o' 05090)

est calculé directement ! par la formule :

—_— 1 Q41 (0900'92) — — ° .
00,82 = = 5 ® | 00,00, — La1 | 00,005, O509, | Os00,

2 N e
Q4,1 (0—900-92) - (‘64,1 (0—000—027 050—0()))

1. Nous n’avons pas besoin de résoudre un systéme linéaire de deux équations & deux inconnues et nous nous
servons des propriétés classiques des cercles en utilisant les propriétés des médiatrices et des tangentes, formule
(6.11).
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ou e désigne la multiplication externe de Ly ;. Nous pouvons vérifier simplement que le point

()y est défini par :
—_— .
Ly (00099705090> =0

— y
L4 (-7099,000092) =0

ou Iy est le milieu du segment|og,09,]. A partir de la conique I'y, nous pouvons déterminer les
parametres de la cyclide de Dupin suivants :

(6.11)

(a,c, p) ~ (4,934;1,803; 2, 849)
ainsi que la matrice des transformations affines suivante, [Gar07] :

0,059 0,039 0,998 0,698

0,379 —0,925 0,013 —0,301

0,923 0,377 -0,069 0,471
0 0 0 1

qui permet de replacer la cyclide dans le repére initial.
La figure 6.26 montre la cyclide de Dupin solution.

(6.12)

(b)

FIGURE 6.26 Deux vues de la cyclide de Dupin permettant de construire le carreau a bords
circulaires de sommets My, My, M1 et M. Le plan en verre contient les quatre sommets du
carreau.

Le carreau, figure 6.27, est défini par les bornes 6y ~ 2,521616545, #; ~ 4,652818777,
o >~ —0,9430762257 et ¢ ~ 1,266085740.
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FI1IGURE 6.27 — Deux vues du carreau de la cyclide de Dupin de la figure 6.26 obtenue en utilisant
I’algorithme 13.



Chapitre 7

Jointures par des cyclides de Dupin le
long d’autres courbes

En résolvant un probléme dit des trois contacts, posé par M. Paluszny [Pal|, qui consiste
a trouver une cyclide tangente a trois plans en trois points donnés, nous avons découvert une
famille de courbes que nous appelons courbes de contacts (puisque liées au probléme des trois
contacts) le long desquelles une famille & un paramétre de cyclides sont tangentes. Ainsi, nous
pourrions, en plus des jointures le long de cercles caractéristiques, effectuer des jointures de
type G le long de ces courbes.

7.1 Probléme des trois conditions de contact

Nous avons vu précédemment qu'un faisceau de sphéres orientées tangentes en un point
correspond a une droite lumiére sur A*. En chaque point d’une cyclide de Dupin, il existe deux
spheéres particuliéres tangentes a la cyclide en ce point, une dans chacune des deux familles
de sphéres engendrant la cyclide. Ces sphéres appartiennent donc & un faisceau de sphéres
tangentes. Chacune correspond a un point de I'une des deux coniques représentant la cyclide
sur A%, nous pouvons donc relier ces deux points par une droite lumiére représentant le faisceau
de sphéres tangentes au point considéré, figure 7.1.

La définition d’une condition de contact sous forme d’un couple plan-point orienté (Q, M)
est un couple de données point-vecteur lumiére (p, 7) (tables 4.2 et 4.3) qui engendre une
droite lumiére affine [ sur la quadrique A®*. Soient trois conditions de contact (Q;, M;),_; 4
correspondant a trois droites lumiére [; dans A% Déterminer une cyclide satisfaisant les trois
conditions de contact revient alors a déterminer deux 2-plans P, et P» de L, ;, orthogonaux,
coupant chacune des droites lumiére [; en un point. De plus, P; et P, sont tels que pour chaque
point o, de P; et chaque point o9 de P, L4 <OT01>, O50’2> = 1, section 4.6, formule 4.14.

Considérons une cyclide dans 'espace des sphéres définie par deux coniques I'; et I'y con-
tenues dans deux 2-plans P; et P,. Considérons trois points p;, ps et p3 appartenant chacun a
I'une des droites lumiére Iy, Iy et I3 associées aux trois conditions de contact (Q;, M;) satisfaites
par la cyclide. Supposons que la conique I'; ne soit pas une parabole. Les projections orthogo-
nales des droites [; sur le plan P, passent par le centre Q; de I'; (le point €2; est la projection
orthogonale de O3 sur P;). Naturellement, il est possible d’intervertir les roles de Py et Ps.

127
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FIGURE 7.1 — La droite lumiére qui représente un faisceau de sphéres tangentes a une cyclide
en un point.

Ainsi, nous avons une paramétrisation de la droite [; :

Ces conditions se traduisent par le systéme d’équations suivant :

([ Lo1 (0500 (815, o1(an)on(an) ) =0
L O501(B1), a3(az)ai(ar) ) =0
L1 O509(8), oa(as)os(as) ) =0
Lot ( Os02(Ba), o1(an)on(an) ) =0 (72)
L 0503(535, 03(043)01(0415 =0
Lot ( Os05(Bs), oa(cs)on(as) ) =0

\

en considérant que les points o;(a;) appartiennent au 2-plan P et les points o;(;) appartiennent
au 2-plan P;.

On peut remarquer que chaque couple d’équations en 3; permet de poser la condition que
le point 0;(3;) se projette sur le centre de la conique I'; contenu dans le plan P; en vérifiant

I'orthogonalité du vecteur Osoq(31) avec deux vecteurs du 2-plan P;. Nous ne choisissons pas
les mémes vecteurs formant une base de P; pour chaque couple d’équations en 3; pour simplifier
les calculs.

Trois conditions de contact tangentes a une cyclide conduisent a un systéme de six équa-
tions & six inconnues de degré deux. Nous pourrions alors penser qu’elles ont un nombre fini
éventuellement nul de solutions. Or, nous avons observé que, s'il existe une solution (i.e. une
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cyclide satisfaisant les conditions de contact) alors il en existe une famille 4 un paramétre dans
le cas général. Nous verrons, dans la section suivante, comment déterminer une condition néces-
saire et suffisante d’existence. Nous supposons, pour le moment, étre dans le cas favorable et
donc que cette condition est satisfaite. Nous allons choisir les points et vecteurs directeurs des
droites lumiére de référence de maniére a simplifier considérablement les calculs.

D’abord, sans perte de généralité, nous pouvons toujours multiplier chaque vecteur lumiére
27 de notre probléme par un scalaire non nul afin d’obtenir de nouveaux vecteurs m.; colinéaires
aux premiers tels que :

‘6471(77—1;777;) =-1
pour des valeurs différentes de 7 et j. De plus, nous pouvons toujours modifier les paramétrisa-
tions des droites lumiéres /; en partant d’un autre point o;; de la droite. Le point o;; correspond,
dans &3, a la sphére tangente au plan ); en M; et passant par M;. Nous avons alors, propriété
2:

e

L41(0505;,m;) =0
Prenons par exemple les points o;; pour ¢ € {1,2,3} et j = ¢ [3] 4 1. Nous obtenons la nouvelle
paramétrisation des droites lumiéres suivante :

Algorithme 14 Construction de cyclides tangentes en trois points a trois plans donnés
Entrée : Trois points M;, M; et M3 sur une cyclide de Dupin et trois plans @1, ()2 et Q)3 de
&3 tangents a la cyclide en ces points

1. Déterminer les trois points pi, ps et p3 de A* correspondant a @1, Q2 et Qs ainsi que les
trois vecteurs lumiéres v_f, v_2> et v_3> correspondant aux points My, My et M;.

2. Calcul des vecteurs lumieres m, = \; v pour i € {1,2, 3} tels que £4,1(77_”L;, n—z_;) = —1 pour
(4,7) € {1,2,3}, i # j.

3. Calcul des points o;; tels que £41(05045, m;) =0, pour i € {1,2,3}, j =i [3]+ 1 et i # j.

4. Paramétrisation des droites lumiére [; en \;, formule (7.3).

5. Résolution du systéme (7.2) en fonction de 'un des paramétres ay, as, as, f1, B2, 53 noté
v.

6. Choix d’une valeur du paramétre v et calcul des valeurs des «; et [3; correspondantes.

7. Détermination des points o;(c;) et 0;(5;), des 2-plans Py et P, de Ly et des coniques I'y
et 'y correspondant a la cyclide.

Sortie : Les deux coniques de A* représentant la cyclide de Dupin.

En utilisant la résolution précédente du probléme des trois conditions de contact, nous
pouvons donner l'algorithme 14 qui prend en entrée les trois conditions de contact dans &,
résout le probléme dans Ly ; et retourne une cyclide que nous vérifions étre une solution. Nous
supposons que nous sommes dans le cas général ot les trois conditions de contact n’ont pas
une disposition particuliére (sur un cercle caractéristique d’'une cyclide par exemple). Une fois
le paramétre v fixé (point 6 de 1'algorithme 14), nous obtenons une cyclide satisfaisant les
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conditions de contact. Nous avons remarqué qu’en faisant varier le paramétre v, nous obtenons
plusieurs cyclides tangentes le long des conditions de contact. Les figures 7.5 et 7.10 illustrent
cette construction sur deux exemples distincts et il apparait visuellement que les deux cyclides
tangentes aux trois conditions de contact le sont aussi tout le long d’une courbe.

Notons que nous pouvons choisir le paramétre v de fagon a obtenir une cyclide réguliére ou
une cyclide singuliére. En effet, la valeur de v va déterminer le type de la droite (O52) ou Q
est soit le centre de I'; soit le centre de I's.

7.1.1 Les homographies pang, pong et ping

D’aprés l'observation précédente d’une famille & un paramétre de cyclides tri-tangentes,
nous avons cherché la condition qui permet d’obtenir un tel résultat. Nous I’avons obtenue en
utilisant des homographies d’une droite lumiére projective sur une autre. Chaque droite lumiére
est définie par une condition de contact. Rappelons qu'une homographie est définie comme
une application projective bijective d’un espace projectif dans un autre de méme dimension.
Considérons une homographie ® d’une droite projective /; dans une autre 5 :

P : 2\1 — 2\2
ar +b (7.4)

cx +d

r — Ox) =

ot a,b,c et d sont quatre réels tels que ad — bc # 0. Cette homographie peut étre représentée
par la matrice suivante :
a b
(£3)

La condition ad — bc # 0 signifie que I’homographie ® n’est pas constante. Une propriété des
homographies nous intéressera plus loin : lorsqu’une homographie ®, sans point fixe, est associée
a une matrice dont la trace est nulle alors ® est une involution différente de I'identité, [Rol04].

Nous allons considérer des homographies entre droites lumiére projectives de f4,1, fermeture
projective de Ly ;.

Soient les trois droites lumiéres Iy, Iy et [ associées a trois conditions de contact dans A%
Comme nous considérons le cas général de disposition de ces trois contacts, nous supposons
que I'hyperplan tangent a A* en tout point o d’une droite lumiére /; ne contient pas les autres
droites lumiére. Nous considérons les droites projectives ll, l2 et l3 Soit les applications pang,
pong et ping suivantes :

~ ~

pang : ly — ly R (7.5)
o — {pang(o)} =T,A* Ny .

pong: Ly — I R (7.6)
o — {pong(o)} =T,A*Nl3 '

ping : lAg — 2\1 R (7.7)
o — {ping(o)} =T,A*" N '
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Proposition 1 Les applications pang, pong et ping sont des homographies.

Démonstration 7 Deuz droites lumicre disjointes |y et Iy de A*, non paralléles, engendrent
un espace de dimension 3, notons le Q). L’espace () est de type temps par construction. L’in-
tersection @ avec A* est une quadrique de dimension 2 notée Ag. L hyperplan tangent T, A*
en un point oy de la droite lumiere Iy a A* coupe Q en un plan tangent ¢ Ag en o1, Ty Ag.
Le plan TUIAQ coupe Ng en deux droites dont l'une est l;. Notons l'autre I} (c1). Considérons
L4 1, Q et A4 puis prenons le point oy sur la droite projective ll L’intersection de AA = A4OQ

avec TUIA@ a deuz droites projectives l1 et l’l(al). La droite l’l( 1) coupe lz en pcmg(al). Pour

chacun des points o, de 2\1, la droite 271(01) est l'une des droites du faisceau engendrant la

quadrique JAXQ et coupe ls en un nouveau point. L’application projective pang est donc bijective.
Les démonstrations concernant les applications pong et ping sont analogues, il suffit d’échanger
les réles des droites lumiére.

O

7.1.2 L’application ping o pong o pang

Nous allons considérer I'application ping o pong o pang. Nous allons calculer explicitement
les intersections T,,A* N l;. Nous avons donc besoin, pour cela, de paramétrer les droites [;,
comme dans le paragraphe précédent :

~ - ﬂ —
O'Z(kz) € li, 1€ {17 2, 3} = si Uz(kz) € ll - lz = kl eR ‘ 050'1‘(]% = 050'1‘3' + klﬁ
sinon o;(k;) = m,
Nous prenons toujours les vecteurs m; tels que :

Lon (,70) = —1 (7.8)
pour i # j et nous choisissons, pour simplifier les calculs, les points o;; correspondant aux
sphéres tangentes aux contacts (QZ, ;) et passant par le point M.

PR
Le point pang (o) tel que O5pang(01; = 035095 + komth appartient a ’hyperplan T, A* défini
par :
"
T01A4 = {M € L471, £471(O50'1,O5M> = 1}
Nous avons alors :
L1 <O5012 + kyimi, Os093 + k?277_1_2>> =1
soit, pour k; non nul :
JEEEE T R
—1+ L£41(05093, O5012) + k1L£41(O5093, 77—1—1>)
k1

De la méme maniére, nous pouvons déduire les valeurs suivantes des paramétres k3 et k;
définissant les points pong(oy) et ping(os) :

ko =

(7.9)

s s
—1+ L£41(05031, O5093) + k2L£41(O5031, 7775)

ky = :
¥ — (7.10)
b — —1+4 L£41(05012, 05031) + k3L41(O5012, m3)
1 — .

ks
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Pour plus de clarté dans le reste des calculs, nous introduisons les valeurs suivantes :

(

—) %

ayp = 54,1(05012,7713
—

Qg = 54,1(05023,7711

)
)
Qg = 54,1(05—%>,7772>)
)
)
)

AN (7.11)
B1 = =14 L41(05023, 05012

— s —
Bo = =14+ L41(05031, 05093

— s —
| B3 = =1+ L41(05012, 0503

Nous pouvons maintenant écrire simplement les matrices correspondantes aux homographies
ping, pong et pang :

Mpang = ( 012 ﬁol ) Mpong = ( 013 %2 ) Mping = ( Oil 503 ) (7.12)

L’application ping o pong o pang est une homographie de Z\l dans Z\l Si nous partons de trois
conditions de contact sur une cyclide de Dupin alors cette application doit envoyer le point de
[y correspondant a une sphére tangente en M; de la premiére famille enveloppant la cyclide
sur le point de [; correspondant a la sphére tangente a M; de l'autre famille engendrant la
cyclide et inversement. L’application doit donc échanger les points oy et ping o pong o pang (o)
appartenant chacun a lAl et & I'une des coniques représentant la cyclide dans A*. Ceci revient &
dire que I'application ping o pong o pang doit étre une involution (différente de I'identité).

ping {3 pong

FiGURE 7.2 Illustration de I'application ping o pong o pang

La trace du produit des trois matrices associées a 'application ping o pong o pang est :

A = ajasaz + Bsan + faay + Bra (7.13)
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Nous avons vu précédemment qu’elle doit étre nulle pour que l'application ping o pong o pang
soit une involution. Nous obtenons donc la condition suivante pour qu’il existe une cyclide
tangente aux trois conditions de contact (Q;, M;) :

./4 = (X193 -|- 530[2 -|- 52041 + 510[3 = 0 (714)

En combinant plusieurs fois les applications pang, pong et ping, nous obtenons les six points
o1, 0y = pang(oy), o3 = pong(cs), o7 = ping(os), o9 = pang(oy) et oy = pong(os), figure 7.2.
Lorsque la composition ping o pong o pang de ces applications est une involution (nous avons
o1 = ping(d})), les points oy, 09 et o3 d'une part et o}, o et o d’autre part, appartiennent
a une conique correspondant a la cyclide tangente au trois contacts. Celles-ci sont déterminées
par la section de A? par les deux 2-plans Aff(o1,09,03) et Aff(o}, 0h,0%). A chaque point oy
de lAl, nous pouvons réitérer le processus. Nous avons une famille & un parameétre de cyclides
tangentes satisfaisant les trois conditions de contact. Ceci prouve le théoréme suivant :

Theorem 7.1.2.1 Soient trois conditions de contact associées a trois droites lumiére disjointes
et non paralléles dans A*. Il existe une famille & un paramétre de cyclides tangentes aus trois
contacts si et seulement si l’application ping o pong o pang est une involution, autrement dit, si
et seulement si A = 0.

FI1GURE 7.3 Une cyclide ayant deux points singuliers, tangente aux deux points de contact
M, et M3 aux sphéres rouges et ayant M; comme point singulier.

Nous pouvons remarquer que dans la famille & un paramétre de cyclides satisfaisant les
conditions de contact, nous retrouvons les différents types de cyclides. En prenant par exemple,
le point & 'infini sur la droite lumiére /1, nous obtenons une cyclide qui a pour point singulier le
point de contact My, figure 7.3. Bien sur, le plan tangent en ce point n’est pas défini mais nous
pouvons supposer que tous les plans tangents au cone, lui méme tangent a la cyclide au point
singulier M, sont des plans de contact. Ainsi, nous acceptons la cyclide de point singulier M;
comme solution. Notons que nous ne pouvons pas dire si cette cyclide a un point ou deux points
singuliers. Seuls les types des 2-plans Aff(01, 09, 03) et Aff(c}, o}, 0}) peuvent nous renseigner
sur ce point.
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7.2 La courbe de contact

Nous avons montré qu’il existe une famille & un paramétre de cyclides de Dupin tangentes
en trois points de contact & trois plans si la condition A = 0 est satisfaite mais nous n’avons
pas encore montré l'existence de toute une courbe de contact. Il existe une autre homographie
définie par nos trois contacts. Cette homographie, unique, est définie entre les deux coniques
I et I correspondantes a une cyclide solution. Les points o} sont les images des points o; par
cette homographie. Ainsi, chaque point ¢ de la premiére conique a pour image un point o’ de
la seconde. Les droites lumiére joignant ainsi chaque point de I' & un point de I'' correspondent
a des points de la cyclide et 'ensemble forme finalement une courbe fermée sur cette cyclide.
Cette construction ne dépend que des droites lumiére [y, [5 et 3 correspondant aux points de
contact, la courbe est identique pour toutes les cyclides tangentes aux trois contacts. Nous
obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 3 Trois conditions de contact génériques sur une cyclide de Dupin définissent une
homographie entre les deux coniques représentant la cyclide dans [’espace des sphéres. Cette
homographie permet de tracer une courbe de contact sur la cyclide le long de laquelle les cyclides
solutions du probleme des trois contacts sont tangentes.

Démonstration 8

La démonstration consiste a considérer le complété projectif de l'espace Ly, en ajoutant
Uhyperplan a U'infini, noté Lys et donc a ramener notre probléme a un probléeme linéaire dans
RS.

Nous munissons l’espace Lyo de la forme Q49 telle que pour 7([)3_1,[)30;]31;132;[)33;[)34) :

Quo(W) = —a2, — 2% + 22 + a2 + a3 + a7

Remarquons que les composantes du vecteur U sont les coordonnées homogeénes du point (zg, x1, T2, T3, T4)
de L471.

Soit Og(0;0;0;0;0;0) dans E;g. Nous identifions l'espace Lyy avec Uhyperplan H de E;g
d’équation {x_y = 1}. La quadrique A* est contenue dans le cone de lumiére C; de f4;.

Considérons une cyclide de Dupin Cycl satisfaisant les 3 conditions de contact associées a
3 droites lumiéres Iy, ly et l3. Elle est représentée dans A* par deux coniques I' et T (’om‘emme
dans deur 2-plans P et P'. Considérons maintenant les espaces « de dimension 3 dans L4 125
P = Aff(Og, P) et P = Aff(Og, P') alors P = P N A Het P =P NAE Les espaces Det P
sont orthogonauz. En effet, soit X € PNHetY € P NE Tout vecteur de P s e(’wf comme
combinaison linéaire de OgX et des vecteurs qui engendrent D et tout vecteur de P s’écrit
comme combinaison linéaire de OgY et des vecteurs qui_engendrent P C’omme les plans P et
P’ sont othoqonaux la valeur de la forme £4 9 associée a Q4 o entre un vecteur de P et un vecteur
de P’ est égale a £42 ﬁ OgY). Comme pour x € P ety € P' nous avons Ly 1(O5x O5y) =1,
nous déduisons que £472(06 ,OgY) =

L’homographie permettant de tmcer la courbe de contact sur Cycl est noté ® et envoie un
point o de P sur un point o' de P'. Comme ® est une homographie de Ly, elle est représentée
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dans f;;’\g par une application linéaire F qui envoie un point X de P sur un point de P

Soit une droite lumiére I, = (1 ®(7)), ou 7 € I, associée a un point de la courbe de contact

de Cycl.

Soit Py un plan contenant une courbe I'y représentant une famille de spheéres d’une cyclide
Cycly satisfaisant les 3 conditions de contact. Pour que la courbe de contact de Cycl soit une
courbe de tangence entre C'ycl et C'ycly, il faut d’abord montrer que la droite l. coupe le plan Pj.

Soit le point oy de ly tel que Py = Af f (0, pong o pang(cy), ping o pong o pang o ping(cy)).
Le point oy peut s’écrire comme combinaison linéaire de oy et o} ot o0y = PNy et o) = P'NIy -

ox = Moy + (1 — \)o}

Ainsi, dans L/4;, un point de ]/3; peut s’écrire comme combinaison linéaire d’un point X de P
et d’un point F(X) de P’ :

Py={\X+(1-\NF(X), X € P}
et onaP,\:]/D;ﬂ/ﬁ.

Soit un point X, de P tel que 7 = (O X,) N alors Xox=2AX; + (1= N)F(X,) appartient
a I/D; La droite (OsX;\) coupe Hoen un point Ty de Py et le point 7\ appartient a la droite
(1,®(7)) dans &, figure 7.4. Ceci revient & dire que la droite I, coupe le plan Py en un point
dans Ly .

De plus, comme 1 est sur la quadrique A* alors Ty appartient ¢ T'y. Nous pouvons dire alors
que, dans &Es, le point correspondant a la droite lumiere L, appartient a la sphére correspondante
a Ty et que cette sphere appartient a une famille de sphéres dont la cyclide Cycly est [’enveloppe.

1l reste a montrer que ce point est sur la cyclide Cycly. Pour cela, considérons la seconde
famille de sphéres dont la cyclide Cycly est l’enveloppe. Notons la courbe correspondante I',
dans Ly et Py le plan contenant cette courbe. Comme la démonstration précédente ne dépend
pas du plan Py alors la droite . coupe aussi le plan P5 en un point 75 de I'\. Le point 7}
correspond a une sphere de la seconde famille de la cyclide C'ycly, tangente a la sphére corre-
spondant a Ty au point correspondant a l.. Comme les sphéres de chacune des deuz familles a
un parameétre de spheéres qui enveloppent une cyclide sont tangentes aux points de la cyclide,
cela prouve que le point correspondant a la droite lumiére [, est aussi un point de la cyclide

Cycly.
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FIGURE 7.4 — Les espaces 18, P et ]/3;

F1GURE 7.5 Une cyclide et un tore tangents le long d’une courbe de contact définie par trois
conditions de contact.
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7.3 Algorithmes

7.3.1 Détermination d’une famille de Cyclides de Dupin tri-tangentes

Nous donnons maintenant les algorithmes permettant d’obtenir plusieurs cyclides tri-tangentes
ainsi que la courbe de contact sur une cyclide a partir de trois contacts. Nous allons utiliser les
formules (7.9) et (7.10). Notons que le choix des points ¢;;, comme origine de la paramétrisation
des droites lumiére [;, a été effectué pour simplifier les calculs des démonstrations. Il n’est pas
nécessaire dans les algorithmes de faire ce choix ou d’imposer la condition £ (77_1:,77_1;) = —1,
formule (7.8).

Soit /; une droite lumiére de A* paramétrée en ¢, telle que : o € [, 0—5?7 = OTpZ—i—tﬁZ pour ¢ €
{1,2}. Nous supposons ces droites disjointes. A partir de la relation £, (O5p1 + aymy, OTp; + b2n72>> =
1, nous avons la propriété suivante :

Le point 5 (b,) appartient a 'hyperplan tangent T}, (q,)A* si bo = f (p1,m1, p2, ma2, a1) o f
est définie par :

[ M xIOxA*xIIxR — R
SN N —
1—L4a <O501, O5P2> — 1Ly, i, O5p2> : (7.15)

(p1,m1, p2, Mo, a1) p—
L <O5P1, T_n_g) + a1 Ly (W—”L_1>,77_”L_2>)

Les points m; sont les points du paraboloide II appartenant aux droites (0577_1;).

Dans ce dernier paragraphe, nous expliquons comment obtenir une cyclide satisfaisant les
trois conditions de contact s’il en existe. Notons que la condition ay = a; dans I'algorithme 15,
est équivalente a la condition A = 0 ce qui revient a vérifier que I'application ping o pong o pang
est une involution. De plus, si nous supprimons ’étape 3, ot nous choisissons une cyclide
solution particuliére des trois contacts, nous obtenons une famille & un paramétre de cyclides.
Enfin, notons que la droite orthogonale aux deux 2-plans Aff(oy, 09, 03) et Aff(o], 05, 0%), que
nous avons notée J auparavant, permet de déterminer le type de la cyclide solution. Rappelons
que si 0 est de type temps alors la cyclide n’aura pas de point singulier, si elle est de type
lumiére, la cyclide aura un seul point singulier et si elle est de type espace, la cyclide aura deux
points singuliers.

La figure 7.6 illustre un cas favorable de conditions de contact : elles sont prises sur une
cyclide initiale, il existe donc une famille & un paramétre de cyclides solution du probléme des
trois contacts.

Les figures 7.7 et 7.8 montrent chacune deux exemples de cyclides de Dupin obtenues avec
I’algorithme 15. Les parameétres de ces derniéres sont donnés dans la table 7.2 ainsi que les
transformations a effectuer pour replacer les cyclides dans le repére initial.

Remarque 4 Nous avons considéré ici trois conditions de contact c’est-a-dire trois points
et trois plans orientés sur une cyclide initiale (pour satisfaire la condition A = 0). Si nous
considérons les méme points mais nous changeons une orientation de ['un des plans alors nous
pouvons obtenir une autre famille de cyclides tangentes a la premiére en ces trois points (ce
n'est pas toujours le cas). S’il existait une courbe de contact sur la premiére famille, cette
fois la seconde famille est tangente auz cyclides de la premiére uniquement en ces trois points
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Algorithme 15 Détermination d’'une cyclide satisfaisant trois conditions de contact s’il en
existe.
Entrée : Trois conditions de contact orientées (Q;; M;)

1€[1;3]

1. Pour i de 1 & 3 faire calcul de TWZ, direction lumiére correspondant au point M; fin

faire.
2. Pour i de 1 & 3 faire calcul de p; correspondant aux plans ; dans A* fin faire.
3. Choix d’un réel a;.
4. Calcul de by = f (p1, m1, p2, ma, ay), formule (7.15).
5. Calcul de ag = f (p2, ma, p3, M3, ba).
6. Calcul de by = f (p3, ms, p1, m1,as).
7. Calcul de ay = f (p1,m1, p2, M2, by).
8. Calcul de by = f (pa, ma, p3, ms, az).
9. Calcul de ag = f (p3, ms, p1,m1,b3).
10. Si ap ==

Pour : de 1 a 3 faire
Calcul de o; tel que O?: = OTp: + a; M.
Caleul de o tel que Oy0, = Onpy + by 7.
retourner Deux triplets de points, I'un (Ui)ie[[l;?)]l et l'autre (O’;)ie[[l;?)]l
déterminant les deux coniques représentant une cyclide solution
du probléme des trois contacts.
fin faire

sinon retourner 'ensemble vide.

Sortie : Une cyclide de Dupin ou ’ensemble vide.

‘ Indices ‘ Points M, ‘ Vecteurs orientés 1 définissant les plans Q);
1=1 (7,488;6,928;2,044) (—0,2;0;—0,980)
i=2 | (—9,551;6,041;5,028) (0,171; -0, 218; —0,961)
i=3 |(0,700;—12,223;2,425) (—0,2;0,693; —0,693)

TABLE 7.1 Valeurs des coordonnées des points M; et des composantes des vecteurs orientés n
définissant les plans @); de la figure 7.6. Les plans (); admettent les vecteurs 7, comme vecteurs
normaux et passent par les points M;.

mais elles sont tangentes entre elles le long d’une seconde courbe de contact. Nous donnons
dans la section suivante un algorithme permettant d’obtenir une cyclide tangente a une autre
uniquement en trois points. Nous terminerons ce chapitre en donnant l’algorithme permettant
d’afficher la courbe de contact associée a trois conditions de contact sur une cyclide.
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FIGURE 7.6 — Initialisation du probléme : trois conditions de contact sur une cyclide, table 7.1.

7.3.2 Détermination d’une deuxiéme famille de cyclides de Dupin tri-
tangentes

Les conditions de contact peuvent étre données par des couples de type (plan, point) mais
aussi par des couples de type (spheére, point). Ici, nous considérons un point M d’une cyclide de
Dupin, notée Cycl, comme un point d’un cercle caractéristique de la cyclide et donc d'une sphére
S tangente a la cyclide le long du cercle caractéristique. Soient les conditions de contact (.S;, M;)
sur cette cyclide initiale. En général, changer 1'orientation de 1'une des sphéres S; ne permet
pas d’obtenir un probléme de trois contacts qui a des solutions, mais nous pouvons déterminer
le point Mj sur le cercle caractéristique de la sphére S3 tel qu’il y ait des solutions, une fois
les contacts (Sy, M) et (Sa, Ms) fixés. Ceci permet ensuite d’obtenir une seconde famille & un
paramétre de cyclides tangentes a la cyclide initiale aux trois points M; et uniquement en ces
points, algorithme 16.

La figure 7.9 montre deux cyclides tangentes en trois points uniquement. La cyclide en
verre est la méme que celle de la figure 7.6. Ses paramétres sont a = 10,¢ = 2 et u = 3,5.
Nous considérons, dans cet exemple la famille de sphéres centrées sur 'ellipse génératrice de la
cyclide. Les coordonnées des points, des centres des sphéres et la valeur des rayons des sphéres
sont donnés dans la table 7.3.

Les parameétres de la seconde cyclide sont

(a, ¢, p) ~ (12,162: 1,300; 1, 605)
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FIGURE 7.7 — Deux cyclides de Dupin en anneau, solutions du probléme des trois contacts a
partir de la cyclide initiale de la figure 7.6. (a) La cyclide initiale est représentée en verre. (b)
La cyclide initiale est représentée couleur bois.

La matrice de la transformation affine permettant de la placer dans le repére de la scéne est :

-0,723 —0,688 0,065 -0,330
0,690 —0,724 0,010 —1,998
0,040 0,052 0,998 4,214

0 0 0 1

7.3.3 Deétermination de la courbe de contact

L’algorithme 17 permet de dessiner la courbe de contact associée a trois conditions de con-
tact lorsque la condition d’existence est satisfaite. Il fait appel a 'homographie définie d’un
plan contenant une conique correspondante a une cyclide solution sur le plan contenant I'autre
conique. Ces plans sont de type espace car nous considérons une cyclide de Dupin en anneau
de la famille de cyclides tri-tangentes. Nous identifions chacun de ces plans au plan complexe.
Par définition, une homographie conserve le birapport de quatre points. Pour déterminer cette
homographie qui envoie une conique sur l'autre (cercles Lorentz), nous imposons que les birap-
ports de quatre points de chacune des coniques soient égaux. Notons que nous en connaissons
déja trois (sur chacune des coniques) provenant des trois droites lumiéres ;. De plus, ces bi-
rapports sont réels puisque les quatre points considérés a chaque fois appartiennent a un cercle
pour la forme de Lorentz. Les figures 7.10 et 7.11 montrent la courbe de tangence sur deux
cyclides en anneau. Sur la figure 7.10, la courbe est obtenue en épaississant l'intersection entre
une cyclide tangente a la cyclide initiale le long de la courbe de contact alors que sur la figure
7.11, la courbe de contact est obtenue avec 1’algorithme 17.
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FIGURE 7.8 — Deux cyclides de Dupin avec deux points singuliers, solutions du probléme des
trois contacts a partir de la cyclide initiale de la figure 7.6. (a) La cyclide initiale est représentée
en verre. (b) La cyclide initiale est représentée en bois.

Remarque 5 Nous pouvons noter que lorsque les points ont une disposition particuliére sur la
cyclide initiale, par exemple, plusieurs points sont sur un méme cercle caractéristique, les droites
lumiére correspondantes dans A* se coupent en un point correspondant & la sphére portant le
cercle caractéristique. Ainsi 'une des applications ping ou pong ou pang a un point fize. Il
existe, dans ce cas, une famille qui a, au plus, trois parametres de solutions. Nous retrouvons,
par exemple, la famille a trois paramétres de cyclides tangentes le long d’un cercle caractéristique
lorsque les trois conditions de contact sont sur ce cercle.

Un dernier point est a souligner. Il existe d’autres cercles sur une cyclide de Dupin en
anneau, images des cercles de Villarceau du tore a collier par les inversions transformant le tore
a collier en cyclide de Dupin en anneau, [BGL01,Gar07,Gar08], figures 7.12(a) et 7.12(b). Nous
appellerons aussi ces derniers cercles de Villarceau sur la cyclide en anneau. Lorsque les trois
conditions de contact de la cyclide initiale sont sur un cercle de Villarceau alors la courbe de
contact obtenue est ce méme cercle de Villarceau. Ces cercles ne sont pas des cas particuliers
de courbes de contact : nous avons une famille & un parameétre de cyclide tangentes le long des
cercles de Villarceau. La figure 7.13 montre deux cyclides de Dupin en anneau (dont un tore de
révolution a collier) tangents le long d’un cercle de Villarceau.
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| Figure | (a,c, ) Matrice de transformation | Vecteur de translation |

—0,254 —0,949 0,188

7.7(a) | (10,817;0,401;1,316) 0,962 —0,269 —0,055 (—0,697; —0,303; 2, 048)
0,103 0,167 0,981
0,965 —0,160 0,208

7.7(b) (9,658;4,125;5,735) 0,142 —0,985 —0,098 (0,714;0,310; —2,096)
0,221 0,065 —0,973
—0,876 —0,400 0,269

7.8(a) | (11,365;1,279;0,230) 0,396 —0,915 -0,073 (—1,044; —0,453; 3,066)
0,275 0,043 0,960
0,901 —0,245 —0,360

7.8(b) | (12,1812;2,623;1,1661) —-0,229 -0,960 0,087 (—1,490; —0,646; 4, 374)
—-0,370 0,003 —0,929

TABLE 7.2 — Paramétres des cyclides de Dupin déterminées par I'algorithme 15 & partir de trois
contacts de la cyclide initiale de la figure 7.6.

‘ Indice ‘ Points M; ‘ Centre de S(t;) ‘ Rayons de S(t;) ‘
7+ 482 3(7v2—-4 7
i=1 i;4¢§;w (5ﬂ;4\/§;0) M)
10 5 2
—V3(7+20v2
i=2 l; v3( v2) ; 3 (0; —4v/6;0) !
10 5 5 2
7 3
i=3 (—9,551;6,041;5,027) (—5v/3;2/6;0) + +2‘[
TABLE 7.3 Coordonnées des points M; et des centres de sphéres S(t;) et valeur des rayons

des sphéres S(t;) définissant les conditions de contact de la figure 7.9.
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Algorithme 16 Détermination d'une cyclide tri-tangente a une cyclide initiale.

Entrée : une cyclide de Dupin Cycl définie par une famille de sphéres paramétrées S(t).

1.
2.

NS o

Choix de trois valeurs t, ty et ts.

Choix de deux points M et My sur les cercles caractéristiques portés par les sphéres S (1)
et S (tg)

Calcul d’un point M («) du cercle caractéristique porté par la sphére S (t3), le paramétre
a reste indéterminé.

Pour i de 1 & 2 faire Calcul du vecteur n7 correspondant au point M; fin faire.

Calcul du vecteur m (04; en fonction de a correspondant a M ().
Pour i de 1 & 2 faire Calcul de 0y, correspondant aux sphéres S(t;) dans A* fin faire.

Calcul de o3, correspondant & la sphére S(t3) dans A? et de 039 = —03, correspondant &
la sphére d’orientation inverse.

8. Choix d’un réel a;.

9. Calcul de bg = f (0'10,7711,0'20,7712,@1).

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Calcul de a3 () = f (090, m2, 030, m3 () , by).
Calcul de by () = f (030, m3 (@) , 010, M1, a3 (@)).
Calcul de as (o) = f (010, M1, 020, M2, by (@)).
Calcul de b3 () = f (099, M2, 030, M3 () , Az (a0)).
Calcul de ag (o) = f (030, m3 (@) , 010, M1, b3 ().
Soit I'ensemble des solutions Es = {a;ap () = a4 }.
Si E, # () alors Choix d’un nombre a3 de E,.
Calcul de m3 = m (a3).
Pour : de 1 & 3 faire
Calcul de o; tel que O?Z = m + a; M.
Caleul de o tel que Oso = Osomy + by 77T,
retourner Deux triplets de points, I'un (0),c[, 5 et 'autre (07),cp.41
déterminant les deux coniques représentant une cyclide solution du
probléme des trois contacts.
fin faire

Sinon retourner l’ensemble vide.

Sortie : Une cyclide de Dupin tri-tangente & Cycl uniquement en trois points.
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FIGURE 7.9 Deux cyclides de Dupin tangentes en uniquement trois points.
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F1GURE 7.10 — Une courbe de contact sur une cyclide.

F1GURE 7.11  Une courbe de contact sur une cyclide obtenue avec 1’algorithme 17.
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Algorithme 17 Détermination d’une courbe de tangence définie par trois conditions de contact
sur une cyclide

Entrée : Trois conditions de contact (Q);, M;) sur une cyclide

1.

Utilisation de I'algorithme 15 qui retourne deux triplets (0;);c1.3) €t (07);cp1.3) €n choisis-
sant le paramétre a; tel que les 2-plans P, = Aff(01,09,03) et P, = Aff(o}, 0%, 0%) soient
de type espace.

. Déterminer les ellipses (cercles-Lorentz) 'y = P, N A* et Ty = P, N A%, leurs centres

respectifs € et {2y et leurs rayons(-Lorentz) respectifs r; et ro

— — . .
Poser 1, = Quoy et uy = (o0’ et déterminer les points o4 et o)) tels que le vecteur

v_l) = ()04 soit L4 ;-orthogonal a 27{ et le vecteur 172) = (0 soit L4;-orthogonal a u_g

. Parameétrer lellipse I'; (cercle Lorentz) par :

1—12\ 2t 1\ —
Qo(t) = | —— —_— te R
10( <1+t2)u1+(1+t2) U1

et l'ellipse T'; (cercle Lorentz) par :

—/>_ 1—82 — 2s — —
QQU(S)— 1+ 52 U + 11 52 vy, S€ER

Identifier chaque plan P; et P, au plan complexe :
tout point o(t) de I'y s’écrit o (t) L= 2t
- tout point o e ['y s’écrit o(t) =7 i
P ' e it
1—s? w 25
14 s2 1 + 2

Déterminer les valeurs de tq, to, t3 et s1, So, s3 tel que 0; = o(t;) et o, = o'(s;)
o(t) —o(ty) ol(ty) —o(ts)
o(ty) —o(ty)  o(t) —o(ts)
o'(s) —ad'(se)  d'(s1) —d'(s3)
0o'(s1) —0'(s2)  o'(s) —o'(s3)
complexes o'(s), o'(s1), 0'(s2) et 0'(s3)

Déterminer la fonction ® : ¢t — s tel que B(t) = B'(®(t))

- tout point o’(s) de 'y s’écrit o’(s) = 1y

Calculer les birapports B(t) = des quatre points complexes

o(t), o(t1), o(te) et o(ts) et B'(s) = des quatre points

9. Pour t € R, déterminer les points Mg(t) de la courbe Cg sur la cyclide initiale correspon-
dant aux vecteurs lumiére I'; (¢)To(P(¢)

Sortie : La courbe de contact Ce qui passe par les trois points M; de la cyclide initiale.
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(a) (b)

FIGURE 7.12 — Cercles de Villarceau sur une cyclide de Dupin en anneau. (a) Deux cercles. (b)
Plusieurs cercles.

FIGURE 7.13 Une cyclide et un tore tangents le long d'une courbe de contact qui est un cercle
de Villarceau.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

8.1 Conclusion

Nous avons commencé par généraliser les méthodes de jointures G! existantes entre une
surface canal et une sphére par un morceau de cyclide de Dupin. A partir du plan de symétrie
des primitives a joindre, les algorithmes existants permettent la jointure entre une surface de
révolution (surface canal particuliére) et une sphére ou un plan. On joint les courbes, obtenues
comme section de la surface de révolution et de la sphére par le plan de symétrie, par des cercles
satisfaisant des contraintes imposées au préalable. Il existe une cyclide pour laquelle ces cercles
sont deux cercles principaux et qui admet le méme plan de symétrie (le type de la cyclide est
imposé). Nous étendons cette construction aux jointures entre une surface canal quelconque et
une sphere.

La méthode générale, qui consiste a se placer dans un espace de dimension supérieure pour
résoudre des problémes plus simplement, est courante et efficace. Par exemple, les algorithmes
de construction de la triangulation de Delaunay en dimension n utilisent ce principe.

Ici, nous utilisons 'espace des sphéres orientées et la représentation des cyclides de Dupin
dans cet espace. Cet espace est une quadrique A* de dimension 4 dans un espace de dimension
5 muni de la forme quadratique de Lorentz. Une cyclide de Dupin orientée est ’enveloppe de
deux familles & un paramétre de sphéres orientées. Ces sphéres forment dans A* deux coniques
contenues dans deux plans affines orthogonaux pour la forme Lorentz. De plus, nous pouvons
construire chacune des coniques a partir de 'autre. Ces représentations permettent de simpli-
fier considérablement la résolution de problémes posés dans &5 en les ramenant a des calculs
d’algébre linéaire dans un espace de dimension 5. Ainsi, le probléme de jointure G' entre une
surface canal et une sphére par un morceau de cyclide de Dupin qui est exposé dans le para-
graphe précédent est ramené a la détermination d’un plan passant par deux points et dont on
connait un vecteur (non colinéaire au vecteur dont les extrémités sont les points précédents).

En utilisant cette représentation, nous avons pu coller différentes primitives avec des morceaux
de cyclides satisfaisant d’autres contraintes.

De plus, nous avons donné des algorithmes de constructions itératives de morceaux d’une
cyclide de Dupin en construisant itérativement ses cercles caractéristiques. Cette construction
utilise la notion de points massiques, |FJ89, Béc97|, peu utilisée a notre connaissance et pour-
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tant trés efficace dans les algorithmes pour travailler a la fois avec les points et les vecteurs d’un
espace. Nous utilisons aussi la méthode de construction itérative d’arcs d’ellipses et d’hyper-
boles décrite dans [GDLre|, généralisant la construction itérative de cercles et 'algorithme de
De Casteljau en considérant les coniques comme des cercles pour la forme quadratique adéquate.

L’utilisation de I'espace des sphéres a surtout été efficace et utile pour résoudre des problémes
bien plus difficile & résoudre dans &3 que les problémes précédents. En effet, nous avons trouvé
une solution au probléme dit des 3 contacts, posé par M. Paluszny, qui consiste a déterminer
une cyclide tangente a trois plans en trois points. Ce probléme ne nous paraissait pas abordable
dans &5 alors qu’il est résolu dans l'espace de Lorentz. Nous avons démontré qu’il existe une
famille & un paramétre de cyclides de Dupin satisfaisant trois conditions de contact convenables.
C’est en particulier le cas lorsque les 3 contacts sont pris sur une cyclide initiale.

De plus, nous avons mis en évidence une courbe de contact passant par les trois points de
contact lorsqu’il existe une famille & une paramétre de cyclides solutions. Cette courbe est une
courbe de tangence entre les cyclides (encore une fois, la démonstration de cette affirmation
est réalisée en se placant dans un espace de dimension supérieure, [LSD12]). Ces derniéres
courbes, incluant les cercles de Villarceau, sont déterminées et tracées dans &3 grace a des ho-
mographies définies dans l’espace de Lorentz. Jusqu’a présent, les recollements de cyclides de
Dupin ne se faisaient que le long de cercles caractéristiques. Nous savons maintenant que nous
pouvons utiliser aussi ces courbes de contact générales pour recoller des morceaux de cyclides
de maniére G'.

Enfin, nous avons aussi développé un algorithme de construction de carreaux de cyclides de
Dupin a bords circulaires, en utilisant des arcs de cercles caractéristiques, passant par quatre
points (avec des contraintes sur les points). Cette construction peut permettre de recoller sim-
plement plusieurs carreaux de cyclides de Dupin les uns derriére les autres et de construire de
cette maniére un ruban. Il nous reste a étudier la possibilité de recoller ces carreaux de part et
d’autre d’un premier carreau et de connaitre les conditions permettant de réitérer le processus.
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8.2 Perspectives

Savoir approcher une surface par des carreaux de cyclides recollés de maniére G! serait utile
pour déterminer les trajectoires de rayon lumineux réfléchis et réfractés en arrivant sur une
surface (méthode du lancer de rayons). Nous espérons que les équations a résoudre seront plus
simples que lorsque la surface est représentée par des carreaux de Bézier de degré élevé, par
exemple.

Par ailleurs, nous aimerions adapter la construction de ruban (décrite en conclusion) en
recollant des carreaux de cyclides de Dupin dont les bords ne seraient plus des arcs de cercles
caractéristiques mais des arcs de courbes de contact générales. De la méme maniére que pour
les carreaux a bords circulaires, nous aimerions aussi pouvoir utiliser ce processus de part et
d’autre d’un premier carreau et approcher ainsi une surface. Cependant, il faut déterminer les
contraintes sur les carreaux pour approcher la surface. Puis, d’autres questions se posent : Est-il
possible d’approcher n’importe quelle surface de cette maniére ? Si ce n’est pas le cas, pouvons
nous donner des conditions sur la surface a approcher? Une fois cette démarche effectuée,
pourquoi ne pas avoir le méme raisonnement, mais cette fois, en construisant des triangles de
cyclides de Dupin. Les bords pourront étre soit circulaires (en considérant a la fois des cercles
caractéristiques et des cercles de Villarceau), soit des arcs de courbes de contact générales. Nous
pourrions envisager de trianguler des surfaces avec cette construction.

De maniére générale, il serait possible, d’utiliser les algorithmes définis sur les maillages
triangulaires ou quadrangulaires, comme par exemple les algorithmes de subdivision.

Nous aimerions aussi reprendre, en se placant dans I’espace des droites, le travail exposé dans
[BP99] ou les auteurs cherchent des quadriques doublement réglées satisfaisant trois contacts.
En effet, les quadriques doublement réglées se représentent par des coniques planes dans cet
espace.

Nous aimerions aussi travailler avec des cyclides plus générales. Ces surfaces sont cerclées par
deux familles de cercles, tels que chaque paires de cercles, un dans chaque famille, est contenue
dans une spheére. Les deux familles de cercles de Villarceau font des cyclides de Dupin réguliéres
des cyclides particuliéres de la famille que nous venons de définir. Nous nous placerions alors
dans I'espace des cercles (qui est de dimension 6).

D’un point de vue plus pratique, il faudrait étudier les temps de calcul de nos algorithmes
pour justifier leur efficacité particulierement pour les algorithmes qui réalisent des jointures
identiques a celles réalisées par les algorithmes existants dans £3. Nous espérons que la notion
d’algebres géométriques, [DFGL12|, nous permettra d’améliorer nos algorithmes en réduisant
les temps de calcul.

Une application future envisagée pourrait étre aussi la modélisation et 'animation d’objets
articulés dont une composante attachée a une sphére est libre (pour la robotique par exemple).
Nous avons donné des conditions qui permettent de recoller des morceaux de surfaces canal
(incluant les cyclides de Dupin) avec des morceaux de sphéres et de déterminer si les surfaces
se recoupent ou non.
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En ce qui concerne le contexte industriel, nous espérons utiliser les algorithmes donnés
dans ce document pour la reconstruction 3D de piéces du CEA par la méthode décrite en
introduction. Nous souhaitons approcher de maniére précise un nuage de points mesurés sur
une piéce réelle par des jointures de morceaux de cyclides de Dupin. Un premier travail a déja
été réalisé pour extraire un ensemble de sphéres représentatives du nuage de points : les sphéres
centrées sur son squelette. Aujourd’hui, il faut encore développer les algorithmes de jointures par
des morceaux de cyclides de Dupin en passant par I’espace des sphéres. Un stagiaire ingénieur
en alternance au CEA travaille actuellement sur ce sujet.



Annexe A

Espace des points massiques

L’ensemble des vecteurs du plan vectoriel ? et des points pondérés du plan affine P sont
regroupés dans 'espace des points massiques P [FJ89] défini par :

P=(PxR)U (B X {O}> (A1)

et il est possible d’identifier P a 5_’; = 7—3> ® ?{), figure A.1. L’idée est de considérer le plan affine
P comme un hyperplan de & d’équation w = 1. Un point massique est soit un point pondéré
du plan P, soit un vecteur du plan vectoriel ? a qui nous affectons un poids nul.

Rappelons que le barycentre d’une famille de points pondérés dont la somme des poids est
nul n’est pas un point, mais le vecteur :

—
iel
qui est indépendant du point M |[Gou83,Lad03|. Il est donc naturel de regrouper dans un méme

espace les points pondérés de P et les vecteurs de ?, identifié & ’hyperplan de &5 d’équation
w = 0. Nous pouvons ainsi généraliser la notion de barycentre aux familles des points pondérés
dont la somme des poids est nulle.

Cela revient a établir une bijection entre P et g; suivie d’une projection sur P ou B selon le
cas. [.’espace P est plus avantageux qu’un espace projectif puisque nous pouvons garder notre
structure euclidienne ou pseudo-euclidienne sur le plan affine P et sur le plan vectoriel P.

Afin de pouvoir manipuler les coordonnées des points ou des vecteurs, Fiorot et Jeannin
définissent, sur I'espace P, les additions, notées H, de la facon suivante :

e wt+pu=0= (M;w)B(N;u) = (wW;O)

o 0 = (015) B (Vi) = (var { (56); (Vi) s+ 1
o (W;0)B(V;0)= (U + ;0)
e wH#0= (M;w)HB (;0) = <7~%7 (M) ;w) ol = est la translation de P de vecteur .

Sur l'espace ﬁ, Fiorot et Jeannin définissent la multiplication par un scalaire, notée [, de
la fagon suivante :
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(M;1) € & = ((z:);1) € P x R*
(WM;w) egz((:l;;y) w) € P xR

w=20
(ﬁ()) \'Q O3 x {0}
=
7 R
(4B,0) = (bar {(4,-1), (B, 1)};0) € g~ Abe P A

FiGURE A.1 — Espace P des points massiques réunissant les points pondérés du plan affine P
d’équation w = 1 et les vecteurs (muni d’un poids nul) du plan vectoriel P d’équation w = 0.

e 0 #0 = ald (M;w) = (M;aw)
e WA 0= 01 (M;w) = (ﬁ;O)
e a0 (U;0) = (aW;0)



Annexe B

Justifications des algorithmes 9 et 10

B.1 Justification de ’algorithme 9

B.1.1 Lemmes

Justifions qu’en un point oy de la conique I', le rayon et la tangente en oy sont Ly ;-
orthogonales. La conique I', en temps que cercle Lorentz, est 1’ensemble des points M (t) véri-
fiant :

Ly <QM (t), QM (t§> =1

et en dérivant par rapport a ¢, on obtient :
dQQM t;
2Ly, <T(,QM (ti) =0

Maintenant, démontrons le lemme suivant :

Lemme 3 :

Soit og et oo deux points distincts de la conique I' non symétriques par rapport a 2. Soit P,
Uintersection des deux tangentes a I' en oy et oq. Soit I le milieu du segment [ogos]. Alors la
droite (I Py) est la L41-médiatrice du triangle oo Pyoy issue du sommet Py c¢’est-a-dire que nous

avons :
N = N [ N
/;4,1 (@,O’OO’Q) == 5471 <QP1,0'()O'2> == 5471 <]P1,0'()O'2) =0 (Bl)

Démonstration 9
Remarquons que les points Q, Py et I sont alignés, proposition 1 de [Gar10]. Il suffit donc de calculer

— X
[,471 (Q.Pl, 0'00'2).

— , — —
L1 (QP1,0002> = L4 (Qpl,oo—fi + Qaz)

= L4 (QPNﬁ) + L4 (52—131)7(7"2>>

PN —
= L41 <QUO +00P1700—f>2> + L4 (902 + 02P1,Q<72>

|
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0 1 0

A partir du lemme 3, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 1 :

Soit 09 et o9 deuz points distincts de la conique I non symétriques par rapport a . Soit
Py Uintersection des deuzr tangentes a I' en oy et 09. Alors le triangle est L4-isocéle en Py
c’est-a-dire que nous avons :

—\ de — — — —\ de —
Q4,1 <00P1> :f £4,1 <<70P1, 00P1> = 54,1 <02P1, 02P1> :f Q4,1 (02P1> (B-Q)

Démonstration 10
Soit I le milieu du segment [0g02].

541(00131,00131) —541(7}+IP1, ool +1 1)
254,1(07},m>+2[’41<0’ v 1>+C41(I—131>,-7—Pl>)

=0, Lemme 8

= L4 (ﬁﬁ?) + L (I—Pi,f—Pi)
De méme, nous avons :
L <OTP)1>702P1) L (ﬁ —[)> + Ly (] 1,]_P1>)
Comme I est le milieu du segment [0o0s], nous avons :

Los (ool 008) = Laa (2] 0ul) = | Qua (022)

ce qui prouve que le triangle est bien isocéle en P;.
O

I nous reste & montrer la formule (5.7). Commengons par établir les trois lemmes suivants :

Lemme 4 :
Soit o¢ et oy deux points distincts de la conique I'. Alors nous avons :
— N 1 N
54,1 <90070002> = —§Q4,1 (0002)

R | (B.3)
Lia (Q03,5003) = 5Qua (#00%)
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Démonstration 11
Soit I le milieu du segment [ogoa).

La1 ((?;0,0002) = L4 (fﬁ-i- ﬁ‘oﬁo@)
= L4 (51), 000'2> +L41 (I_ffc)>,0'00'2>
=0, formule (B.1)

1 , R
= L4 (-50002, 0002>

1 R
= —§Q4,1 (0003)

La démonstration de la seconde égalité est triviale puisque :
N — , — , — N
0=1Ly, (2§T[>,0002) =Ly (QUO + 90270002> =L41 (520070002) + L <QU2, 0002>
O

Lemme 5 :
Soit v la courbe de Bézier rationnelle quadratique de points de controle pondérés (og; 1),
(Py;w) et (09;1). Alors, nous avons :

1 — 1 N w o —
Q’7 (—) = QO’O + ————09p03 + O'0P1 (B4)
+w
Démonstration 12

. ) : (L. P OF od .
Le point de départ est la relation entre les vecteurs €y (5), QP;, QI ou I est le milieu du segment
[0'00'2] J

1 1 —
Oy () = —— (sﬁﬂmpl) [Gar07]
2 1+w
1 — — —
= — (QUO —I—U?—I—WQUQ —I—WUQP1>
14w
— 1 w —
=Q —_Gy0 P
00+2(1+w)0002+1—|—w00 1
O

Lemme 6 :
Soit o et oo deux points distincts de la conique I' non symétriques par rapport a 2. Soit Py
l'intersection des deuz tangentes a I en oq et o9. Alors, nous avons :

— , 1 N
54,1 <00P170002> = 5@4,1 (0002) (B-5)
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Démonstration 13

— N — .
L1 (00P170002) = L4 (U?-i-fP 70002>

; — y
= L4 (Uo ,0002> + L4 (IP1,0002>

=

=0, formule (B.1)

1 R ,
= L4 (50002,0’002>

1 R
= 594,1 (0003)

0

B.1.2 Démonstration de la formule (5.7)

Notre conique n’est déterminée actuellement que par quatre contraintes : les deux points

oo et o, et les tangentes en ces points. Comme derniére contrainte, nous imposons que le point

ol (%) appartienne a la conique I'. Ainsi :

1\ 1\
1= 54,1 Oy (5):97 (5))

o 1 W — — 1 w o —
=L Q — Gooh+——0oP, , Q — J2;
4,1 UO+2(1+w)0002+1+w 0l 00+2(1+w)0002+—1+w00 |
Formule (B.4) Formule (B.4)
— — 1 \ \ w? e
=Ly <an, an> +———5L41(0002,0003) + ———5L41 <gop17 00p1>
N g 4(14w) (1+w)
=1
1 o0 — w — — w -
-+ 2 m£4,1 (QO’O; UOUQ) + 2 m?&l (QO’O7 UOP1>/+2 m£4’1 (0'002, UOP1>

~
0

1 N w? s 1 —1 y w 1 y
=14+ 5941 (0002) + —5Qu1 <C70P1) + o Q41 (0003) +———5 Q41 (0002)
~———

4(1+w) (14 w)? (1+w) 2
Formule (B.3) Formule (B.5)
-1 (SR o @ + 0 ()
O @) + 0 ()

I+w)f 2 7
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d’ou :

1\ B —\ 1
L4 (Q’Y (5)79’7 (§)> =1 < w? Q1 <<70P1) = ZQ4,1 (m)

1 2
= W? Q4,1 (ﬁ) Q4,1 (00—05) = (§Q4,1 (ﬁ))

J/

-~

car Qi1 (00%)#0

s - 2
= w? Q4,1 <<70P1) Q4,1 (0002) = (54,1 (Uopl,m»

. S

Formule (B.3)

d’on
— , — N
’54,1 <<70P1700<72) ‘54,1 <00P17<7002>
W= ou w=— (B.6)
— , — N
\/Q4,1 <00P1> Q4,1 (0002) \/Q4,1 <00P1> Q4,1 (0002)

Dans le cas ot I' est une ellipse, la solution positive (resp. négative) de la formule (B.6)
permet de construire le point o3 sur le petit arc (resp. grand arc) de Dellipse. Dans le cas ou
" est une hyperbole, la solution positive de la formule (B.6) permet de construire le point o3
sur la méme branche de I’hyperbole tandis que la solution négative impose la construction du
point o3 sur 'autre branche de I'hyperbole mais le poids w est, dans ce dernier cas, complexe.
Etant donné que les poids de o( et g9 sont égaux, nous avons o3 = (%), formule (B.4), d’ou :

, 1 , w —
mao(jg + 1 O'0P1 (B?)

B.1.3 Démonstration de la formule de récurrence, formule (5.8)

Dans ce paragraphe, nous avons Ny = bar {(FPo; 1); (Pi;wo)}, No = bar {(Py;1); (Py;wo)} et
o3 est le milieu du segment [N Ns]. Nous appliquons ensuite 'algorithme 9 aux points (og; 1),
(N1;wi) et (03;1) et nous allons montrer la relation :

1+w0
2

w1 =

(B.8)

avec :
S0 £4,1 (UOPb UOU2> S0 54,1 (UONla 0003)

et w; =

Wo =
J2u (77 Qu @ 2 (77) Qu (@)

ou s = sgn (Qy1 (7905)) et sgn désigne la fonction signe. En effet, dans le cas de ’hyperbole,

(B.9)

les deux quantités Ly, <00P1,c7002) et L4 <00N1,0003) sont négatifs ainsi que les quatre
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— , — y
quantités Qg (00P1>, Q41 (000%), Qa1 (00 1) et Q41 (0¢03). L'introduction du nombre s
nous permet d’assurer que les poids sont positifs sans utiliser les valeurs absolues. Commencons
par établir le lemme suivant :

Lemme 7 :

Soit 0y et o9 deuz points distincts de la conique T non symétriques par rapport a 2. Soit
Py lintersection des deux tangentes a I' en og et 0o. Soit wy le nombre donné par la formule
(B.9). Alors nous avons :

2 50 wo Q4,1 (CTPD = \/Q4,1 (ﬁ) Q4,1 (Fa%) (B.l())

Démonstration 14

— ,

50 L41 (00P1, 0002)
N R
\/Q4,1 (Uopl) Q4,1 (0002)

—
2 50 wo Q4,1 (UOPI) = 250 X

s (fTPI)

s (fTPl))

1 ,
=250 X 5 §Q4,1 (0003)

— —
— P
Formule (B.5) \/94’1 (UO 1) Qa1 (0003)

Qi1 (700%) Qi1 (ﬁ)

= SO

\/Q4,1 <(?P1>> Qi (OTO'%)

= \/Q471 (UO—P1>> Qa1 (ﬁ) car sg =1.

g

Corollaire 2 :

Soit 0g et o9 deur points distincts de la conique I non symétriques par rapport a . Soit
Py Uintersection des deux tangentes a I en og et o9. Soit wy le nombre donné par la formule
(B.9). Alors nous avons :

— N
4w(2) Q4,1 <00P1> = Q4,1 (0002) (B-H)
Démonstration 15
) N —\\ 2 1
4wiQun (Uopl) = (2 50 wo Qa1 <00P1>) —
~ ~— ~ Q4,1 (Uopl)
sg:l
—_— 1
= Q41 (00P1) Q41 (0003) ———+
Qa1 (00P1)

Formule (B.10)
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= Q41 (0003)
O

Commencgons par calculer les quantités intervenants dans wy, formule (B.9).

wog ——= 1 N wyg ——=

—

L1 (70N}, 5055 ) = 50 £ P F
® S0 Ly1\00iV1,0003 so L4 1 —|—w000 1 201 +w0)0'00'2 + I an 1

Ni=bar{(c0;1);(P1;wo0)} Formule (B.7)
w — —
2 (1 + wp)
W — Y
= 702 <30 L4 <00P1,<7002> + 250 wo Qa1 (UOP1>>
2 (1 -+ WO)

- # wo\/Q4,1 (ﬁ) Qi1 ((Faz)) + \/Q4,1 (ﬁ) Q. (m)
0 h N

Formule (B.9) Formufg(B.IO)

w 1+w — N
- (1 —1—0 )2 D) - \/Q4,1 <00P1) Q41 (0003)
wo

- wi e
e Oy (UONI) = 70294,1 (Uopl)
(1 —I-LU())

1 W —— — w

— 0
.Q ono :£ uran——t O N 10X +7O—P Y O'O'+ UP
41(0073) = Lax | grpyooor F r oot oot oot

Formule (B.7) Formule (B.7)

1 N
= ———5Q41(0003) + 2
4 (1 4 wp)?

w , —— w2 —
0 5L41 (0002700131) + (1702@1,1 (Uopl)

2(1+WQ) +w0)
1 N y —— —
=—0 <Q4,1 (000%) + 4wy L4 (0002,00P1> +4ws Quq (00P1>>
4(1 "‘Cdo)

1 ; 1 ; ;
= 5 | Q1 (0003) + 4wy =941 (0003) + Qu1(0003)
4 (1 + WO) L/_/ N—————
Formule (B.5) Formule (B.11)

1
— m (24 2 wo) Qua (T003)

1 1 + wo —
= Q4,1 (0002
(1 —I—LU0)2 2 ' ( )
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A partir des trois derniers calculs, il reste a établir la relation entre w, et wy. Nous rappelons
que nous avons la condition wy > 0.

so La41 (meﬁ%) (1+wp)? 2 Qa1 (90P1) Qua(9092)
wl - g
— — 2 — 1 1 y
\/Q4,1 (O'ONl) Q4,1 (0'003) %Q&l (J()Pl) 5 + Wo Q471 (0'002)
(14 wo) (14 wo) 2
14+ wp
_ 2 _ 1+ Wo
14+ wop V 2
2

Afin d’assurer que le processus de subdivision peut continuer, il reste a montrer que les
triangles oo Nyo3 et oo Nyog sont L4 1-isocéles respectivement en N; et No. Etant donné que les
0 3 3 )
poids de gq et o9 sont égaux, il suffit de montrer que nous avons :

OB} (W) = Q41 <0'3—]V1>) (B.12)

et nous rappelons la relation :

O <U—o—_1>> = (1 :Ldowo)2 Qs <UO—P1>>

wog = 1 — wog ——=
= P _ — oo P
Qa1 T+ wo 100 + 2(1+WO)0002+ 1+w000 1
~—————
Ni=bar{(c0;1);(Pi;wo)} Formule (B.7)
1 y 1 y 1 —
= Q4,1 <7UOU2> = — 5 Q4,1 0002) = — 5 4wd Q4,1 <00P1>
2 (1 + wp) 4 (1 + wp) (9072) 1(1+w)

Formufe, (B.11)

_ (110%)2 0.1 (0P) = Qa1 (7oM)

Notons que les droites (N1 N3) et (0go2) sont paralléles étant donné qu’elles sont toutes deux
L, 1-orthogonales a la méme droite (QP).
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Justification de l’algorithme 10

B.1.4 Rappels et lemmes
B.1.4.1 Rappels

Nous rappelons les rela_t)ions fondamentales :
e Les vecteurs [y et [3 sont construits de telle facon qu’ils vérifient :

L (B.5) = £4: (5.35) = 0

c (l_;,l_?))) _ (B.13)

e La tangente en un point oy de I’hyperbole I', cercle Lorentz, est L4 ;-orthogonale au
rayon du cercle en oy c’est-a-dire que nous avons :
e
/,,1471 (QO'(), O'0P1> =0
e Le point oy appartient a I’hyperbole I :

L (9—00},{?‘(» =1

ﬁ
e La somme (P;w) B8 (lg ;O) se traduit vectoriellement par :

— 1=
PNy = —1, (B.14)
w

Le point N; est le barycentre des points pondérés (op; 1) et (P;w) d’ou :

wplao (B.15)

A partir des formules (B.14) et (B.15) nous avons :

—_— 1
NiNy =
1+

— 1=
O'Opl—i‘alg

Le point o3 est le barycentre des points pondérés (Ny; 1+ w) et (No;w) d’ou :

Qo3 = [T %0 <(w + 1) QN —|—wa2) = 1+ 2% (QO’O + 2w P, + lg) (B16)

B.1.4.2 Lemmes

Montrons les lemmes suivants :

Lemme 8 :
Nous avons :

Loy (an,ﬁﬁl> —1 (B.17)
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Démonstration 16

L4 ((?‘079—]31)> =Ly (frfo,frfo + Uopl) =L41 (f?‘o,fffo) + L4 (gT)‘o,UOPQ =14+0=1
O

Lemme 9 :
Pour tout vecteur @ du plan contenant I’hyperbole T', nous avons :

U = L4 (77l—3>) F; + Ly (7,E> l—3>

Démonstration 17

L41 (ﬁ4,1 (771_;) l_2> + L4 (7,Z_2>> l_3>71_3>> = L4 (7, l—3>> L1 (l_2>,l_3>> +Ly0 (771_;) L1 (l_3>, l_3>>
o

N —_—
()
et
Lo (L0 (T8) B+ L1 (0.8) B.8) = £aa (F.5) L0y (8.5 ) +£0r (2.5) L0 (. )
) )
— L (7 l_;) 0 1
O

Corollaire 3
A partir du lemme 9, nous avons pour tout vecteur U du plan contenant [’hyperbole T' :

Los (@) =2 L4y (T.15) £aa (V.5 (B.18)

Démonstration 18

Ly (U, W) = L1 (Laa (7,Z_3>) l_z> + L4 (775_;) l_3>,/341 (771_:;) l_z> +La41 (775_;) l_3>>
= L4 7,1_3,)) L1 (771_;) L1 (l—g,l_:;) + L4 7,Z—3>) L1 (775—2>> L1 (l_3>,l—2>>
= 2Ly (777:;) L41 771_;) car L4 (l—;,l_g> =Ly (l—3>,l—2>) =
O
Corollaire 4 :
A partir du corollaire 3, nous avons :
L1 <§T‘0>,l—2>) = }__> l_>> (B.19)
3

2 5471 (QO'(),
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Démonstration 19 L
Evident & partir de la relation L4 (QUO, QJO) = 1.
O

Lemme 10 :
Nous avons :

s
£41 (QPl,UOPl) =-1 (BQO)
Démonstration 20
1= [’4,1 gTO%,(TO%)
= [,471 QP + Pyog, QP + Plo'o)
=2Ly: §7P_1>,P100 + L4 P100,P100> car L4 (Q—P_I,Q—_D =0
=2Ly Q—P1>,P100 + L4 Pﬁ + f?fo,PNo)
=2Ly1 Q—P1>,P100 — L4 Q—P1>7P100 car L41 (f?‘o,Plao) =0
= L4 (Q—PI,PNO) =Ly <Q—P1>700P1>
OJ
Corollaire 5 :
A partir du lemme 10, nous avons :
T T
5471 (0'0P1,0'0P1) =-—1 (B21)

Démonstration 21

_— — s
L4 (00P1,00P1) =Ly (fm,ffoﬂ) + Ly (QP1,00P1> =0-1=-1
OJ

B.1.5 Démonstration de la formule (5.10)

Déterminons le poids w pour que l'on ait :
e
5471 (QUg, N1N2) =0
puis vérifions que le point o3 appartient bien a I’hyperbole I' c’est-a-dire que nous avons :
— —
£471 (QO'37903> =1
—> » VB BN,
<QO’0 + 0'003,N1P1 + Pl 2)

e T =) T Lo
=Ly <9007 N1P1) +Ly <Q<707 P1N2) + Lyn (0003; N1P1> + L1 <0003; P1N2>

(. J/
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1 — — y —— 1 y -
= 554,1 (QUO, ly ) +La <0003, N1P1> + 554,1 <<7003, 12>

1 1

(.

y —— 1 y -
+ L1 <0003700P1> +;£4,1 <00037 12)

2WC4,1 (gTU_o), l—;) 1+w

_ lebar{(;or;l);(Pﬁw)}

Formule (B.19)

Calculons les deux derniéres quantités séparément.
1

o L4 (

— —_—
0003, 00

):}+2w

— — - ——
[,4,1 (QO’O -+ 2&1QP1 -+ lz s O'0P1>

Formule (B.16)

1 — — — — - —
L4 (9007 00P1> +Lyn <2wQP1, 00P1> + L <12 ; 00P1>

©9

= 1 2w Ly, <g7151>7 %ﬁ) +2wLy, ((Tﬁl), 515;) +La (l—;» U‘0§>

14+ 2w N /
0
- —

+ Lo, <12 , QP1>

~—_——

0
L owx 1 + —
pu— w J—
1+ 2w ~~ (—> —>>
Formule (B.17) \254’1 {200, 1s

Formule (B.19)

1 1 — — > =
— Y -+ £471 (QO’O + QWQP1 -+ lg, lQ)
2£471 <QU(), 13) } + 2w ~ _
~ Formule (B.16)

- 1_> = T ! L1 (Q—CT()>7 l—2>> + L4 (QWQ—PI + l_2>, l_2>>

~

2L4, (QUO, 13) 1+ 2w g
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1 . 1 1
- — — — —
2£471 <QO’0, lg) 1 + 2w 2,64,1 (QO'(), lg)

J/
-~

Formule (B.19)

B 14+2w—1
- —
(1 + 2&)) £471 <QO’0, lg)
w

(1+20) L1 (o, 15 )

Pour simplifier les expressions, posons L3 =

2wy 14w 1+2w
1 1 1
2wl 14w 142w
1
14+ 2w) —w (4wl 1) — 2w (1 =0
2oy (1t w) (1 2w) (I H@) (L4 20) —w(dwls 1) = 2w (1 +w))
= 143w+ 2w? —4w?Ls —w — 2w —2w?> =0

= 1—-4w?L5=0

(
54,1(@3,,@):0:) 1 1 1 ( 1
1

ce qui donne :
1 1
w= = (B.22)
2/ L
’ 2\/‘64,1 <£2—O—0>7 l_3>)

. .. - . R R
puisque nous ne gardons que la valeur positive (les vecteurs Py Ny et Iy doivent étre de méme
sens).

Il reste & montrer que le point o3 appartient bien a ’hyperbole I' c’est-a-dire que nous
avons : _
5471 (QO’g,QO’g) =1

1 - —
£471 <gTC;,QT.’3>) :m £471 (m—l—QwQ—H)—i-lg,ﬁ—l—Qwﬁ—l—lg)
w

[

J/

Formule (B.16)
1

m <£4’1 (gTW)>> m) + 2£4,1 (Q—Uo), QWQ—PI + l_2>>

— —
+ £4,1 <2(,UQ—P—1> + l2 y 2(,U§_2—P_i + l2>

-~

0
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1 — — — —
= m 1 + 4w £471 (QO’(),QP1> —|—2£471 (QO'(), lg)
w L. v
—1, Formule (B.17)
1 2
=— | 1 +4w + —
(1 + 20})2 2£4,1 <QO’0, l3>
Formule (B.19)
L 1+ 4w+ 4 w? 10
= — ) w =
(14 2w)® ~

Formule (B.22)

B.1.6 Démonstration de la formule de récurrence, formule (5.12)

Montrons que les poids vérifient la relation :
Wi
Ws _
i+1 /71 T 2(«%‘

— —
c’est-a-dire qu'il suffit d’établir une relation entre £, (QO’O, l3) et L4 (Qag, l3>.

Laa <ST>‘3, l—3>> = ! ) L <Q—Uo> + 2wiQ—P1> + l—2>,l—3>>

Formule (B.16)

1 — — — - =
= L (QUO, l3> + 2w L4 <QP1, lg) + L <12, l3>
1 + QUJZ' ~—_————
=1, Formule (B.13)

1 — — — — — =
- 1 T 9 <£4,1 (QO'(), l3> + 2&]2‘[:471 <QO’0, lg) -+ 2&),‘5471 (O-OPI» l3> + ].)
Wi

— — —_— 1
= 1+ (1 + 2&]2) £4,1 (QO'(), l3> -+ 2&)1‘ 5471 <O'0P1, O'0P1> _—
1+ 2w, 2L44 (Uoph 12>

Formule (B.18)
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1 — — IO
= 1+ 20, 1+ (1 + 2&)1) £4,1 (QO’O, l3> + w; ,6471 <00P1,00P1>

=1, Formule (B.21)

1

L1 <U(T§>2, 5_2)) + L4 (Q—Pl>, l_2>>

X

) PRIy, (Tﬂ !
= A Wi) k4 00, t3 ] — Wj = —— —
1+ 2w; L4 (0075 12> + L4 (QPb l2>
—_—
0
1 — — -
= 1+(1+2wi)£41(§200, l3> — W 2[,41(@, l3>
1 +2wz ’ ' J/
Formule (B.19)
1 — =
_ L (1+4w) £41 (D00, 15 ))
1—|—2w2< + (1 +4w;) L4 (Qoo, 13
= L (1+4 !
1+ 2w “) 4w?
~—
Formule (B.22)
. 4w + 1 "‘ 4wz
1 +2w2
B (1 +2w2
B 1+2wl 4w?
O 4w?
Ainsi, nous avons :
1 1 4ow? W

Wi = — o\ 2 1+2w2-:\/1+2wi
2 £4,1 <QU3,Z3)

car w; est strictement positif.
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B.1.7 Montrons que le triangle ogNjo3 est L4 ;-isocéle en N,

Pour ce faire, il suffit de montrer la relation :
p—e —_—
Q4,1 (Uo 1) = Q4,1 <N1U3)

et nous savons que nous avons :

Qi1 (5%_0}) = Qi1 (5%_3) = 1
£41(Q—<70>,§TV1) = L4 (@,Q—ND = 0

Qun (U—OJ—V_D = Q41 (%6 + Q_N1>>
= 941 <<707>2> +2 L4, (@79—]\71}) +Q4 4 <Q—Nl>>

— ~~
1 0

=1+ Q4; <§W1>

De facon analogue, nous avons :
- o
OB} <N103> =1+ 941 (QNl)

ce qui prouve la formule (B.23).

(B.23)



Annexe C

Construction de carreaux de cyclides a
bords circulaires passant par quatre
points : lemmes

Lemme 11 D’une part, nous avons :

£41 (05001 0500,) L1 (0570205701 ) = a1 (Os00,, 05707 ) £ (0500, 057, (C11)

et :
— ——>\2 — ——\2 — —\?2 — ——\2
L1 <O50w1, 05091> + L <O5091, O5T¢1> + Ly (05011;1, 05791) + Ly <O57'917057'w1> =1
(C.2)
et d’autre part, nous avons les deux relations :
(A costy— B sinbp)* =1 et af +b3 =1 (C.3)

ot A et B sont donnés par la formule (6.6) tandis que ay, et by, sont donnés par la formule

(6.4).

Démonstration 22

Quitte a effectuer un changement de repére, nous pouvons toujours considérer le cas suivant.
Soit My (0;1;0) appartenant auz deuz cercles. Soit g, (0;0;0) (resp roy = 1) le centre
. .8 \ N . .
(resp. le rayon) du premier cercle Cy, (et de la premiére sphére). Soit ve,’ (—1;0;0) un vecteur
tangent a la sphére en Myy. Nous avons :

o9, = (0;0;0;0; —1) and 79, = (0;0;0;—1;0)

Soit Ve, (0, o, B) un vecteur unitaire orthogonal a Vg, - Nous devons distinguer deuz cas.

Premier cas : a=1=— =0 :
Le second cercle Cy, a pour centre :

Quo (20515 20)

171
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et pour rayon :
Ty = V £L‘02 + 202

Ainsi, la sphere de centre Qy, et de rayon ry, est représentée dans A* par :

1 Zo 1 20 0
Oy = ; ; ; ;
NV ET R VR R BT R TR

tandis que le plan contenant C,, orthogonal a la sphére précédente est représenté dans A* par :

20 g
Y1 (a /71'3—1—2(2), ) T%—I—z&j )
Nous avons :
= A — — 20
5471 <O509[7 O5U¢1> ‘64,1 <O5U¢I, O5Tgl> —ﬁ <
V Ty + 2

IR —>> Zo

—_—
£471 <O5O’9[, 057101) [:471 (Og,ﬂ/,l, 057'9] x0<0

V3 + 22 N
et les conditions données par la formule (6.2) sont vérifiées.

Les formules (C.1) et (C.2) sont alors vraies. Comme Ly, <O5—091>, 05—%>> =Ly <O5—091>, 05—%>>;
la condition donnée par la formule (6.2) est vraie.

De plus, nous avons A =0 et B = 1. Nous obtenons alors 0, = 7. En choisissant 0y = 5 et
en utilisant la formule (6.4), nous obtenons :

<0

ag, = ————

% Vg + 22
. (C.4)
0

bg, =

2 2
V Iyt 2

et ago + bgo = 1. A partir de la formule (C.4) nous calculons 1pg. Nous pouvons remarquer la
relation suivante :

2
(Acosfy — Bsinby)* = (0 X cosg — 1 x sin g) =1 (C.5)

Second cas : 0<a<letff=+v1—a?:

Quitte a effectuer une ou deux réflerion(s) de plan d’équation y = 0 et/ou z = 0, nous
pouvons toujours nous ramener d ce cas.

Le second cercle Cy, a pour centre :

o ay—1)
Qwo x07y0a_ﬁ
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et pour rayon :

Ainsi, nous avons :

Oy = . (?Jo\/l — % gVl — ayoV1 — a2 (1= yo) o; (yo — 1) M)

V@ —a2) a3+ (5 — 1)

et :

Ty = ! <m0 (1 — a2) ;1 — yo; o (1 — oz2) —zoav/1 — a2; g (1 — a2)>
V(L= a?)a? + (g - 1)

Notons que la condition donnée par la formule (6.2) est vraie :

SN s — V1I=a2a(yy— 1)
E O 7O I L: O [’O r) = N
41 < 504, 500 > 4.1 ( 5049 576 ) (1 _ OéQ) 1’(2) + (yo - 1)2

et :

R S — —— 22 (a? — 1) av1 — a?
L41 (0s06,,0574, ) La1 (0574, Os1p, ) = — <
4,1 ( 500;, UsTy > 4,1 < 5Ty 576 ) (1 _ a2) w% n (yo _ 1>2 >

De plus :

— —_— — (1 —yo) moex (1 _a2>
ﬁ O 70 1 E O I’O 1
41< 500, 5%) 41< 57Ty 579) (1—a2) a2+ (yo — 1)°

= 541 <O509,,O5T¢1> 541 (05—%>,O5—m>>

Ainsi, la formule (C.1) est vraie. De plus :

(1—yo)? (1 —a?) +a2(a2—1)°
(1—a?)ad+ (yo—1)°

— ——\2 — ——\?2
A? = L <O50917050w,) + Lan <O5001705Tw1> =

(1 —y0)’ +a5(1—a?)
(1 —a?) g+ (yo — 1)’

2

:(1—@2) =1—«

a? (yo — 1)* + 2302 (1 — a?)

— ——\?2 — ——\2
B2 = £4,1 <O50¢ ,057'9 > + £471 <O57’¢ ,057'9 ) =
B B (1—a?)a+ (yo — 1)°
=D +ad(l-a?) o

(1—a?) a3+ (yo—1)°

Ainsi, A2+ B% =1 et la formule (C.2) est vraie.
La valeur 0 est définie par :

cos(fy) = 1-—2a?
sin(fs) = 2av1—a?



174

et en utilisant la relation 2 cos® (6y) = 1+ cos (2 6y) = 1 + cos (—0s), la valeur 6y vérifie :

{ cos? (0y) = 1—a?

sin? () = o

Nous obtenons alors :

) €y Es S _171
sin (0y) = €5 ( Jed )

{COS(QO) = eV/1—a?

D’apres la formule :
2 tan (6p)

1 — tan? (6)

2e v 1 2av1—a?

X =
eV 1 —a? 1_ a? 1—2a?

= tan (26p) = — tan (6;)

nous avons :

qui peut étre simplifiée en :

Es 1—a? V1—a?

X — —
e/l —a2 1—2a? 1—-2a?

et nous obtenons la relation :

s = —E¢
Nous pouvons remarquer la relation suivante :

2

(A cos by —Bsin00)2 = (\/1 —a2e.V1—a? —aesa) = (5c (1 —a2—|—a2))2 =1 (C.6)

Nous avons alors :
( VT —a2(1—yo)V1—0a2 —e.a®(yo— 1)
VA —a2)a+ (- 1)
eV/1 — a2y (o — 1) — e.azpa/1 — a?
V= a?) a2 + (o — 1)’

\

ce qui est équivalent a :
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ce qui est équivalent a :

(. —&c (Yo — 1)
% 2\ .2 2
(I—a?)ag+ (yo— 1) o
b —e.20V 1 — a? (C1)
0, —
\ VA= a?)ad + (g - 1)
et nous avons :
ag, + b, =1 (C.8)

U



176

Lemme 12 : Nous avons :

\/54,1 <O5—<7w,>,05<79,> + L <O509,, O5T¢,>2 \/54 1 O5U¢,, Osﬂa,) + L4a <O5—7'9,>, 05—7'wf>)2
— <£4,1 <O5—%>7 05—091>> L1 <O50w,,0579,> + Ly <05—09,>, Os—%>> L <O57'9,,O5Tw1

Démonstration 23

Nous rappelons que nous avons les conditions données par la formule (6.2). A partir de la
formule (C.9), nous avons :

(0s (0. 0w+ 42 (O, Ov7) ) (20 (O Bo) + a1 (O O )
<C41 <050¢,,O500,> L1 <O5—%>,O5791) + Ly <050917 Osﬂm) L1 (Os—ﬂ0;705—wl)>>2
ce qui est équivalent (apreés quelques calculs) a :
(11 (0s001.0500) £as (Os7er. 057y ) — L1 (Os060, 07, ) L1 (s, 057y ) ) = 0

Cette relation est vraie d’apreés la formule (C.1).
O
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