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Chapitre 1

Introduction

Ce travail est consacré a I’étude des propriétés de certaines structures o-minimales. Cette
notion a été introduite par L. van den Dries [10] afin d’étudier le probleme de Tarski : peut-
on étendre a la fonction exponentielle les résultats de finitude et de décidabilité connus pour
les ensembles semi-algébriques ¢ M. Coste, dans I'introduction de son cours sur la géométrie
o-minimale [7], explique que la caractéristique principale de ces structures est qu’il ne s’y
passe “rien de monstrueux”. Afin de préciser ce qu’on entend par la, nous rappelons quelques
définitions essentielles dans la section suivante.

1.1 Rappels sur les structures o-minimales

Définition 1.1 Une structure sur le corps des réels est une collection S = (Sy), ey, 0U chaque
S, est une famille de parties de ’espace affine R™, telle que :

Tous les ensembles semi-algébriques de R™ sont dans Sy,.
Pour tout n € N, S, est une sous algébre de Boole de l’algébre des parties de R™.

Si AeS, et BeS,, alors le produit A x B appartient & Sy

e v~

Sip: R* 5 R™ est la projection sur les n premiéres coordonnées et si A € Sp41, alors
m(A) € S,.

En particulier, si F est une collection de fonctions f: R™ — R pour des entiers m € N, la
structure engendrée par F est la plus petite structure sur R qui contient les graphes de tous les
éléments de F.

Définition 1.2 Les éléments des familles S, sont appelés les sous-ensembles définissables de
R™. Enfin, une application f: A C RP — R? est dite définissable si son graphe est un sous-
ensemble définissable de RP xR? (ce qui implique que son domaine de définition A est définissable).

L’étude des propriétés des ensembles et des fonctions définissables dans telle ou telle structure est
classiquement ’objet de la théorie des modéles, qui est une branche de la logique mathématique.
Mais nous privilégierons une approche plus géométrique.

Introduisons maintenant la propriété qui nous intéresse principalement dans ce travail :

Définition 1.3 Une structure S est dite o-minimale si les éléments de S1 sont précisément les
unions finies de points et d’intervalles.

Il peut paraitre surprenant de ne considérer dans cette définition que les propriétés des sous-
ensembles définissables de la droite réelle. Pourquoi dans ce cas s’encombrer de la notion de
structure, et de la collection des ensembles définissables en toute dimension? La réponse est
donnée dans le texte introductif de L. van den Dries sur ce sujet [12] : il résulte de la propriété



de finitude des ensembles définissables de la droite réelle que tous les ensembles définissables de
la structure S ont une “géométrie modérée” ! :

Théoréme 1.1 ([12] ou [7]) Soit S une structure o-minimale. Alors tout ensemble définissable
de § a un nombre fini de composantes connezes.

Cet énoncé admet en fait une version uniforme :

Théoréme 1.2 Soient S une structure o-minimale et A C R un ensemble définissable de
S. Alors il existe un entier N € N tel que, pour tout x € R", le nombre de composantes connezes
de lensemble A, = {y € R™: (z,y) € A} soit inférieur ou égal 4 N.

Ce résultat topologique s’étend enfin en une propriété géométrique :

Théoreme 1.3 Soit S une structure o-minimale, et soit k € N. Alors tout ensemble définissable
dans S admet une stratification finie en variétés définissables de classe C*.

C’est ce type de résultat qui releve typiquement de la “géométrie modérée”. Ayant expliqué le
type de propriétés recherché dans la notion de structure o-minimale, nous donnons plusieurs
exemples classiques dans la section suivante.

1.2 Exemples classiques de structures o-minimales

L’un des intéréts de la notion de structure o-minimale est le nombre et la variété des exemples
qui I'illustrent. Ils montrent I’étendue de son champ d’application, confirmant ainsi la pertinence
du programme de géométrie modérée de Grothendieck. Nous reprenons les notations de la section
précédente, en désignant par R r la structure engendrée par une collection F de fonctions réelles.

1) La structure Ry associée & F = (). Les ensembles définissables de la structure Ry sont
exactement les sous-ensembles semi-algébriques des espaces réels. Il est facile de voir que la
famille des sous-ensembles semi-algébriques de l’espace R™, n € N, est une algebre de Boole.
En revanche, il est plus délicat de montrer que la collection des ensembles semi-algébriques
est stable par projection linéaire. C’est une conséquence du célebre théoreme d’élimination de
Tarski-Seidenberg [34, 33].

Maintenant, il est clair que les ensembles semi-algébriques de la droite réelle, étant définis par
des polynomes réels en une variable, sont les unions finies de points et d’intervalles. La structure
R £ est donc o-minimale. On pourrait déduire des théoremes “modérés” de la section précédente
que tout ensemble semi-algébrique a un nombre fini de composantes connexes. En réalité, les
preuves de ces théoremes s’inspirent de ce qui était bien connu dans le cadre semi-algébrique,
notamment la notion de décomposition cylindrique.

2) La structure R,,. Cette structure est engendrée par la collection des fonctions analytiques
restreintes f: R™ — R avec n € N, dont la restriction a [—1,1]" est analytique réelle et qui sont
identiquement nulles hors de [—1,1]". Les ensembles définissables de cette structure sont les
sous-ensembles sous-analytiques. Il est clair, par définition, que cette collection est stable par
projection linéaire. En revanche, il est plus difficile de montrer que la famille des ensembles sous-
analytiques de R™, n € N, est une algebre de Boole. On sait bien qu’un théoréme d’élimination du
type Tarski-Seidenberg n’est pas valide dans le cadre analytique réel (il existe un contre-exemple
ancien du & W. Osgood [30]). On utilise donc un autre énoncé, le théoréme du complémentaire

1. Cette terminologie est une allusion faite par L. van den Dries dans 'introduction de [12] au texte, qu’il qua-
lifie de “prophétique”, Esquisse d’un programme d’A. Grothendieck [20]. Van den Dries estime que les structures
o-minimales constituent un “cadre excellent pour le développement de la topologie modérée de Grothendieck”,
telle que ce dernier la décrit dans le cinquieme chapitre de son Esquisse.



de Gabrielov [17], qui dit essentiellement que le complémentaire d’un ensemble sous-analytique
est également sous-analytique.

La encore, il est clair que les sous-ensembles de la droite réelle définissables dans cette
structure sont exactement les unions finies de points et d’intervalles, et donc que la structure
R,n est o-minimale.

Ces deux exemples correspondent aux cadres bien étudiés de la géométrie algébrique réelle
et de la géométrie analytique réelle. On peut donc voir la notion de structure o-minimale comme
une extension de ces deux situations. Cette vision des choses mene naturellement a la question
suivante :

Etant donnée une structure o-minimale S , de quelles propriétés des ensembles semi-
algébriques ou sous-analytiques héritent les ensembles définissables dans S ¢

Les “théoremes modérés” de la section précédente répondent partiellement a cette question :
les ensembles définissables héritent de la géométrie modérée. Nous verrons dans ce travail que
d’autres propriétés, plus inattendues, peuvent également étre satisfaites par certaines structures.

Donnons deux autres exemples devenus classiques, bien que plus récents. Ils sont tous deux
das a. A. Wilkie.

3) La structure Rey,. Il s’agit de la structure engendrée par le singleton F = {exp}. Le
fait que les ensembles définis par un nombre fini d’égalités et d’inégalités satisfaites par des
polynoémes exponentiels ont un nombre fini de composantes connexes résulte des travaux de
Hovanskii [24]. A. Wilkie a montré dans [35] que le complémentaire de la projection linéaire
d’un tel ensemble est encore un ensemble de méme nature (c’est donc un analogue exponentiel
du théoréme du complémentaire de Gabrielov, une propriété que les spécialistes de théorie des
modeles appellent modéle-complétude). Ainsi, Reyp, est bien une structure, de surcroit o-minimale
grace a la propriété de finitude.

Elle présente une différence notable avec les structures Ry et R,y : dans ces deux dernieéres,
le germe a l'infini d’une fonction définissable f: R — R a une croissance au plus polynomiale.
On dit qu’il s’agit de structures polynomialement bornées. Ce n’est évidemment pas le cas de
Rexp. Cest avec cet exemple que la théorie des structures o-minimales prend véritablement son
ampleur. D’une part, il donne une réponse positive au probleme de finitude de Tarski sur les
propriétés de ’exponentielle réelle, qui était la motivation originelle de I'introduction de cette
notion par L. van den Dries. D’autre part, il montre qu’il n’y a aucune raison de contenir la
géométrie modérée dans son cadre initial (algébrique et analytique), et permet de penser que
bien d’autres fonctions “modérées”, au sens de non oscillantes, peuvent relever du programme
original d’A. Grothendieck.

4) La structure Rpgg.  Ce dernier exemple classique est apparu dans l'article [36]. La fa-
mille génératrice F est celle des fonctions pfaffiennes, dont un rappel de la définition complete
dépasserait le cadre de ce travail. Disons simplement qu’il s’agit de fonctions de classe C*° définies
par des systemes triangulaires d’équations différentielles polynomiales du premier ordre 2. A. Wil-
kie justifie dans [36] que la structure Rpg,g est o-minimale, en démontrant qu’elle s’étend en une
structure qui vérifie une propriété du complémentaire & la Gabrielov, et en s’appuyant sur les
résultats de finitude de Khovanskii.

2. Depuis les travaux de Hovanskii [23], il existe plusieurs fagons d’introduire la notion d’ensembles et de
fonctions pfaffiennes. Nous pouvons mentionner celle de R. Moussu et C. Roche, basée sur la notion de feuille de
Rolle de feuilletage analytique de codimension 1 d’un ouvert de R™ [29]. Il a été montré par J.-M. Lion et J.-P.
Rolin dans [25] que les feuilles de Rolle engendrent également une structure o-minimale.



1.3 O-minimalité et quasianalyticité

Le cadre de notre travail est celui des algébres de fonctions quasianalytiques. On trouve
dans la littérature plusieurs définitions de ce terme, dépendant considérablement du type des
fonctions étudiées. Nous nous concentrerons sur le cas de fonctions de classe C*°. Nous disons
dans ce cas qu'une algebre A de germes C* en l'origine de R™ est quasianalytique si ’application
qui & tout élément f € A associe son développement de Taylor f € R [[X1,...,X,]] est injective.
L’application de Taylor constitue donc une sorte de “dictionnaire” entre ’algebre A et une sous-
algebre de R [[ X1, ..., X,]], dont il est raisonnable de penser qu’on peut déduire des informations
géométriques.

La notion de quasianlyticité a été introduite par E. Borel dans [2, 3], & qui l'on doit les
premiers exemples d’ensembles de fonctions quasianalytiques en tout point de 'intervalle [0, 1].
Apres cette découverte de Borel, on doit a Hadamard 1’idée qu’il devrait étre possible de lier
la propriété de quasianalyticité a une condition de croissance sur les dérivées successives [21].
La réponse précise a cette question a été apportée indépendamment par A. Denjoy [9] et T.
Carleman [5]. Rappelons la, bien que nous ne 'utilisions pas explicitement dans la suite.

Considérons une suite croissante M = (M;),cy avec My > 1, et B = [ay,b1] X - -+ X [ay, by]
avec ay < by pour k = 1,...,n. On désigne par Cp (M) la collection des fonctions f: B — R
telles qu’il existe un voisinage ouvert U de B, une fonction g: U — R de classe C*™ et une
constante A > 0 tels que g|p = f et

‘g(a) (w)’ < Alel+1, M) pour tous z € U et a € N™,

avec |a] = a1 + -+ -+ ay,. On appelle Cp (M) la classe de Denjoy-Carleman sur B associée a M.
On peut supposer sans perdre de généralités que M est logarithmiquement convexe, c’est a dire
que MZ-2 < M;_1M;11 pour tout ¢ > 0. On dit que la classe Cp (M) est quasianalytique si pour
tout « € B, le développement de Taylor f; de f au point x détermine f de fagon unique parmi
les éléments de Cp (M). On a alors :

Théoréme 1.4 (Denjoy-Carleman) La classe Cp (M) est quasianalytique si et seulement si

> -0
im0 Mis .

De fagon générale, les développements de Taylor des germes quasianalytiques ne sont pas des
séries convergentes. De tels germes ne sont donc pas égaux a la somme de leur développement
de Taylor, mais ils sont tout de méme déterminés par ceux-ci. En ce sens, la notion de quasia-
nalyticité étend celle d’analyticité. Il est donc naturel de poser la question du lien possible entre
quasianalyticité et o-minimalité.

Ce lien apparailt pour la premiere fois de facon explicite dans 'article de P. Speissegger et
L. van den Dries consacré a l’étude de la structure Rg engendrée par les séries multisommables
[14]. 11 serait trop long d’en donner la définition précise ici, mais disons simplement qu’il s’agit
de fonctions f: [0, Ri] x --- x [0, R,] — R, de classe C*°, obtenues depuis leur développement
de Taylor a 'origine par un procédé de resommation du type Borel-Laplace. De telles classes de
fonctions sont donc quasianalytiques. On montre dans [14] que la structure Rg est o-minimale.
La preuve utilise la quasianalyticité de facon essentielle. En effet, puisqu’on peut associer a tout
germe multisommable f non nul un développement de Taylor a I'origine f non nul, il est possible
d’étudier les ensembles du type {f = 0,91 > 0,...,gx > 0}, 0u f, g1, ..., gr sont multisommables,
a l’aide d’un processus d’éclatements quadratiques. Il n’est d’ailleurs pas surprenant de retrouver,
dans ces structures qui généralisent naturellement la géométrie analytique usuelle, les méthodes
analytiques classiques.

Naturellement, une affirmation élémentaire du type “quasianalyticité implique o-minimalité”
ne serait pas raisonnable. La famille des ensembles définissables dans une structure est bien trop




vaste, pour qu’on puisse espérer montrer la propriété de finitude sur la simple base d’une hy-
pothese quasianalytique. Il suffit pour s’en convaincre de considérer I’exemple suivant. Considérons
une solution quelconque g : (0,¢) — R, & > 0, de I'équation différentielle d’Euler z*y' =y — .
La fonction g est analytique sur l'intervalle (0,¢), se prolonge par continuité par g (0) = 0, et
admet le développement asymptotique divergent

oo
g(x) = Zn!x"‘H
n=0

a l'origine. Posons maintenant f (z) = g (z) + exp (—1)sin (). Autrement dit, f s’obtient en
ajoutant un terme oscillant plat & g. Malgré la nature oscillante de cette perturbation, ’algebre
A = {F (x, f (z)) : F germe analytique en 0 € ]RQ} est quasianalytique. En effet, tout élément

non nul F (z, f (z)) de Ay admet a l'origine le développement asymptotique F <x,f(x)> =

F (z,g (z)). Or, puisqu'il résulte du théoreme de Puiseux que tout série formelle h (x) satisfaisant
F (m,/l{ (:c)) = 0 est convergente, on a donc F' (z,g (z)) # 0.

Néanmoins la structure Ry engendrée par f sur le corps des réels n’est pas o-minimale. En
effet, on déduit du fait que g est solution de I’équation différentielle d’Euler la relation suivante :

2?f' (z) — f (z) + 2 = —exp (—i) sin (1) :

X

il existe ainsi une fonction oscillante définissable dans la structure Ry, qui ne peut donc étre
o-minimale. On voit sur cet exemple que la propriété de quasianalyticité satisfaite par 1’algebre
initiale Ay n’est pas suffisante pour garantir la “modération” de toutes les fonctions définissables
dans Ry.

Afin de se prémunir contre ce type de phénomene, J.-P. Rolin, P. Speissegger et A. Wilkie
ont montré dans [32] que si l'on considére non plus une unique algeébre quasianalytique ini-
tiale, mais une collection C = (Cy),,c d’algebres quasianalytiques stables par un certain nombre
d’opérations “raisonnables”, adaptées a la description de la totalité des ensembles définissables,
alors la structure Re est o-minimale. Nous rappelons la liste ces conditions dans notre pre-
mier chapitre. En appliquant ce résultat a la famille des algebres quasianalytiques de Denjoy-
Carleman, ils montrent I'existe de deux structures o-minimale incompatibles, c’est dire qui n’ad-
mettent pas d’extension o-minimale commune.

C’est dans ce cadre quasianalytique général que se situe notre travail.

1.4 Quasianalyticité et élimination des quantificateurs

Nous considérons dorénavant une “structure quasianalytique” Re du type étudié dans [32].

Les résultats de [32] montrent qu’il existe de nombreuses analogies entre les ensembles
définissables de R¢ et les ensembles sous-analytiques. En particulier, I’o-minimalité de R¢ résulte
d’un théoreme du complémentaire a la Gabrielov. On déduit de ce résultat d’un processus de
normalisation par éclatement des éléments des algeébres quasianalytiques C,, ou plus précisément
de leurs germes en tout point. Dans cette terminologie, un germe a ’origine de R" est dit normal
s’il est égal au produit d’'un monoéme par une unité, c’est a dire d’'un germe quasianalytique U
tel que U (0) # 0. 11 en résulte aisément que R¢ est d’une structure polynomialement bornée.
De plus, tout ensemble définissable de Ry admet une décomposition cellulaire finie en variétés
définissables de classe C*> 3.

Dans le cadre de I’étude des propriétés des ensembles sous-analytiques dont pourraient hériter
les ensembles définissables de Re, il en est une cependant qui semble moins naturelle que les

3. Mais pas toujours en variétés analytiques. Il existe en effet des éléments de certaines classes de Denjoy-
Carleman qui ne sont analytiques en aucun point de de leur domaine de définition.



autres. Il s’agit d’'une éventuelle propriété d’élimination des quantificateurs. Précisons ce que
nous entendons par la. Dans 'article [8], J. Denef et L. van den Dries donnent une preuve
originale du théoreme du complémentaire de Gabrielov pour les ensembles sous-analytiques.
Cette preuve s’éloigne des arguments géométriques classiques, notamment le célebre fiber cutting
lemma (ou lemme de section) [1, Lemme 3.6], qui s’appuie fortement sur la connexité de R. La
raison de ce choix est en effet d’étendre les résultats de géométrie analytique réelle au corps Q,,
des nombres p-adiques.

Ils présentent donc le théoreme de Gabrielov comme une conséquence immédiate d’un théoréme
dit “d’élimination des quantificateurs”. Le théoreme de Tarski-Seidenberg illustre tres bien ce
que “éliminer les quantificateurs” signifie. Il affirme en effet que toute projection linéaire d’un
ensemble semi-algébrique est également semi-algébrique. On peut rapidement se convaincre que
ceci équivaut a affirmer que tout sous-ensemble A C R"™ défini par une formule du premier
ordre satisfaite par certains polynomes a coefficients réels, et contenant les symboles d’égalité
et d’inégalité, peut étre défini par une formule du méme type sans quantificateurs. L’exemple
le plus élémentaire que 1'on peut donner est I’équivalence entre “le polynéme P (x) de degré 2
admet une racine” et “le discriminant A de P (x) est positif ou nul” :

JzP(z) =0<= A>0.

Nous parlerons indifféremment dans la suite “d’élimination du quantificateur 3x” ou “d’élimination
de la variable z”. Nous avons déja mentionné qu’on ne dispose pas d’un analogue du théoreme
de type Tarski-Seidenberg dans le cadre analytique. Donc la structure R,, ne satisfait pas la
propriété d’élimination des quantificateurs. Le résultat principal de [8] affirme qu’il est possible
toutefois d’obtenir cette propriété, quitte a élargir le langage de R,y,. Expliquons ce que ce résultat
signifie. Le langage de R, est celui des fonctions analytiques restreintes. Denef et van den Dries
introduisent la fonction D: R? — R définie par (z,y) — z/y si ly| > |z| et y # 0, et D (z,y) =0
sinon. Appelons terme du langage L., p une composition finie de fonctions analytiques res-
treintes et de la fonction D. Par exemple, une fonction de la forme f (z,y, D (z, D (x, g (y,t)))),
ol f et g sont analytiques restreintes, est un terme de L, p. Le théoréme de Denef et van den
Dries dit alors que tout sous-ensemble sous analytique de R™ contenu dans [—1,1]" peut étre
défini par un nombre fini d’égalité et d’'inégalités satisfaites par des termes du langage Lan p.
Autrement dit, il s’agit bien d’un résultat d’élimination des quantificateurs adapté au cadre ana-
lytique, mais au prix de I’enrichissement du langage initial des fonctions analytiques restreintes
par la fonction D.

On voit que le théoréme du complémentaire de Gabrielov se déduit aisément de ce résultat. En
effet, puisque un ensemble sous-analytique de E C [—1,1]" est décrit par un nombre fini d’égalités
et d’inégalités satisfaites par des termes de L, p, on décrit aisément son complémentaire
[~1,1]" \ E en renversant ces inégalités et en remplacant chaque égalité par deux inégalités 4.

Le résultat principal de notre travail est un analogue de ce théoreme dans le cadre quasia-
nalytique de [32]. Autrement dit, tout ensemble définissable de la structure R¢ est défini par un
nombre fini d’égalités et d’inégalités satisfaites par des termes obtenus comme compositions de
fonctions des algebres de la classe C restreintes a un polydisque compact, de polynoémes, de la
fonction = — ! pour x # 0, et des fonctions = — x'/™ pour z > 0. On note deux différences
avec I’énoncé de Denef et van den Dries :

i) la premiere, qui consiste a remplacer la fonction D par la fonction z — 27", est une
modification mineure, déja notée dans [13]. Elle permet de se débarrasser de la contrainte de ne
considérer que des sous-ensembles sous-analytiques de [—1,1]", n € N.

ii) la seconde consiste & enrichir également le langage de la structure Re non seulement par
la fonction z — !, mais également par les fonctions z — 21/, n # 0. Ceci résulte de notre
preuve, dont nous expliquons ci-dessous en quoi elle differe de celle de [8]. Nous ne savons pas
(méme si nous le pensons) si cette extension est nécessaire.

1

4. Notons que H. Hironaka proceéde de méme dans [22] pour déduire le théoréme du complémentaire de Ga-
brielov de son théoréme de rectilinéarisation des ensembles sous-analytiques.



A la suite, nous définissons les 7,-ensembles comme étant les sous-ensembles de R™ définis
par un nombre fini d’égalités et d’inégalités a ’aide des termes. Cela nous conduit a définir les
Tn-cylindres.

Définition 1.4 Un T,-cylindre C est un sous-ensemble de R défini a laide d’un Ty, -ensemble
B appelé base et d’un ou de deux termes ¢ et ¥ de l'une des maniéres suivantes :

C = {(X,y) eR" I X eBetop(X)<y<p(X)}
C = {(X,y) eR"L, X eBety<yX)}
C = {(X,y) eR"™ X e B et op(X) <y}
C = {(X,y)ER"+1;X€Bety:¢(X)}

La raison pour laquelle notre théoreme n’est pas une extension des résultats analytiques a
laquelle on pouvait s’attendre a priori est la suivante. C’est principalement le fait que la preuve
du théoreme de Denef et van den Dries s’appuie fortement sur le théoréme de préparation de
Weierstrass, qui affirme qu’un germe analytique f (x,y) € Op41, régulier en la variable y (i. e.
f(0,y) # 0), peut s’écrire sous la forme

f@y) =U@y) (y'+a @y~ +-+ai@).

ou U (x,y) est un germe d’unité analytique et les a; € O,, avec a; (0) =0 pour i = 1,...,d. Ce
théoréme est utilisé dans [8] & deux reprises.

i) C’est d’une part un argument incontournable de la preuve du Lemme 4.12 de [8], qui
permet de donner une “présentation finie” aux germes analytiques. Grace a ce lemme, on peut
réécrire les fonctions analytiques avec lesquelles on travaille de telle sorte qu’elles soient régulieres
en la variable que ’on souhaite éliminer.

ii) D’autre part, une fois que l'on travaille avec des fonctions régulieres en la variable voulue,
le théoreme de préparation de Weierstrass permet de les supposer polynomiales en cette variable.
On peut alors les éliminer grace a une variante classique du théoreme de Tarski-Seidenberg.

Or il est connu que le théoreme de Weierstrass fait généralement défaut dans les classes
quasianalytiques®. C’est d’ailleurs la raison qui conduit & utiliser une normalisation® des germes
quasianalytiques dans [32] pour prouver I'o-minimalité de R¢. L’essentiel de notre travail consiste
donc a adapter la stratégie de Denef et van den Dries, en remplagant le théoreme de Weierstrass
par d’autres outils, que nous résumons maintenant.

Commencons par une remarque, qui concerne ce que nous avons appelé “mise sous présentation
finie” des germes analytiques. Soit f (z,y) € Oy un germe analytique sans hypothese de
régularité particuliere. Alors il existe un entier d € N tel que

Flay) =Y f1@y'Us(zy),

|J|<d

ou fy = %% (2,0) € Oy, et la dérivée partielle Uy est une unité de Opy4p, pour tout multi-
indice J = (j1,...,Jn) avec |J| = j1 + --- + jn < d. Nous ne pouvons espérer une telle pro-
priété dans les algebres quasianalytiques. Mais ceci n’est pas un obstacle majeur. En effet, cette
présentation finie est utilisée dans [8] afin de réécrire f de telle sorte qu’elle soit réguliere en une
variable y; (7 = 1,...,n) choisie au préalable. Si I'on travaille dans le cadre quasianalytique, on
remarque qu’'un germe f (z,y) est régulier en y; si et seulement si son développement de Taylor

5. Voir par exemple [6]
6. C’est a dire le fait de transformer par éclatements un germe quasianalytique en le produit d’'un monome
par une unité



f(X ,Y) € R[[X,Y]] est régulier dans la variable Y;. Mais, méme si la présentation finie de
f (z,y) n’est pas valide, on peut toujours écrire f (X,Y) sous la forme

- 197f
f(X,Y) = jé)7{]“’(95,0)1/‘]% (X,Y), avec Uy € R[[X,Y]] et U;(0,0) #0,

oz
en raison de la noethérianité de ’anneau R [[X,Y]]. Donc, en raison de cette présentation finie
au niveau formel, il nous sera possible de supposer que la variable y; de notre choix est réguliere

dans f (z,y).

Notre probleme majeur est celui de I’élimination d’une variable réguliere, puis de I’élimination
successive de plusieurs variables. Nous nous appuyons pour cela sur la procédure de normalisa-
tion des germes quasianalytiques par éclatements évoquée plus haut.

Notre stratégie est donc de traiter le probleme d’élimination dans Ry en montrant comment
résoudre les systemes d’équations quasianalytiques’. La résolution d’une équation quasianaly-
tique f(z,y) = 0 ou f € Cp41 par rapport a l'inconnue y se déduit aisément du procédé de
normalisation. En revanche, notre méthode de résolutions des systemes d’équations quasianaly-
tiques nous amene a résoudre par rapport a 'inconnue y des équations du type F (z,y) = 0, ou
F est un terme du langage L¢ complété par les fonctions z — =~ et & — 2/ pour n € N.
Nous montrons qu’il suffit, pour résoudre ces équations, de prouver que les parties principales
de leurs solutions sont des termes de notre langage étendu. Mais nous n’avons pas trouvé de
méthode élémentaire, du moins qui ne releve que des techniques classiques d’éclatements, pour
trouver ces parties principales.

Par conséquent nous nous sommes appuyés sur un résultat de théorie des modeles, di a L. van
den Dries et P. Speissegger [15], appelé théoreme de préparation des fonctions définissables dans
une structure polynomialement o-minimale bornée. Son énoncé, que nous donnons précisément
dans le Chapitre 5, affirme que les fonctions définissables d'une telle structure (et donc en
particulier de la structure R¢) admettent par morceaux une forme factorisée, et donc une par-
tie principale particulierement simple. C’est précisément ce qu’il nous faut pour résoudre les
équations définies par des termes du langage étendu.

Nous obtenons par ce moyen notre résultat principal :

Théoreme A : Les fonctions définissables sont, par morceaux, des termes. Autrement dit,
pour toute fonction définissable ¢ admettant n variables, il existe un recouvrement cylindrique
fini R de R™ tel que, pour tout T,-cylindre C' € R, il existe un terme g tel que :

VX e C, ¢(X)=yg(X)

En corollaire, nous obtenons le théoréeme d’élimination des quantificateurs :

Théoréme B : La structure Re admet la propriété d’élimination des quantificateurs dans
son langage naturel, étendu par :

1. le symbole ! représentant la fonction x % pour z # 0 et 0 — 0,
2. les symboles /™ représentant les fonctions x + x'/™ pour z > 0 et 0 — 0, avec n € N\ {0}.

Un résultat analogue a auparavant été annoncé par A. Rambaud dans sa these [31]. Bien que
s’appuyant également sur les résultats de [32], nos méthodes sont différentes. Nous montrons
le Théoreme A en nous basant sur la paramétrisation des ensembles définissables donnée dans
[32], puis en éliminant les parametres a 'aide du théoreme de préparation de van den Dries et
Speissegger [15].

7. (lest pour cette raison que nous travaillons dans un langage étendu par les fonctions = — /™, n € N.



Chapitre 2
Généralités

Ce premier chapitre est destiné a présenter les différents objets sur lesquels s’appuie ce travail.
Nous commencerons par définir les transformations élémentaires sur les séries de Taylor associées
a des germes de fonctions au voisinage de l'origine. pour constater que cela revient a opérer une
transformation similaire sur les fonctions. Nous introduirons alors la notion de transformation
élémentaire sur les fonctions. L’étude d’un exemple nous permettra d’expliciter notre méthode
de résolution et d’introduire les transformations inverses afin de définir la notion de termes.

2.1 Définitions et résultats

Nous allons tout d’abord préciser les principaux résultats et les notations que nous utiliserons
dans notre travail. Pour cela, nous nous appuyons sur ’article de J.P. Rolin, P. Speisseger et A.
Wilkie[32].

2.1.1 Hypothéses sur notre ensemble de fonctions

Pour simplifier les écritures, on écrira X = (x1,...,2,) et X' = (21,...,2,_1) pour n > 0.
Pour r = (71, ...,ry) € N", on pose X" = z{'...x}".
Pour chaque pavé compact B = [aj;b1] X ... X [an;by], avec pour tout n € N* et tout

1=1,...,n, a; < b;, on considere une R-algebre Cp de fonctions f : B — R vérifiant :

(C1) Pour tout ¢ = 1,...,n, Cp contient la fonction projection (z1,...,z,) — x;. De plus,
pour chaque fonction f € Cp, la restriction de f a Int(B), 'intérieur de B, est de classe
.

(C2) Si B’ C R™ est un pavé compact et si gi,...,g, € Cp sont des fonctions telles que,
pour tout ¢ = 1,...,n, g;(B’) C B, alors, pour tout f € Cp, la fonction définie sur B’ par

y — f(91(¥), .-, gn(y)) appartient a Cpr.

(C3) Si B C R™ est un pavé compact contenu dans B, alors pour tout f € Cp, fip € Cp'.
De plus, pour tout f € Cp, il existe un pavé compact B” C R™ avec B C Int(B”) et une
fonction g € Cpr tels que gjp = f.

Remarque 1: Ces trois conditions montrent qu’une fonction f € Cp peut s’étendre en une
fonction g de classe C'*° sur un voisinage ouvert de B. Cette nouvelle fonction admet des dérivées
partielles, on notera par la suite, pour tout ¢« = 1, ..., n, la restriction de % a B par %.

Nous imposons alors les conditions suivantes :



(C4) Si f € Cp, alors, pour tout i = 1, ..., m, % € Cp. )
Soit n € N*et r = (r1,...,7,) € (R%)", on note I, = (—r1;71) X... X (=7p; 1), I, = adh(Z,),
Cj. = Cpny. Nous appelons C, I'ensemble de tous les germes a 'origine des fonctions de
Ure(Ri)ncn,r- A chaque germe f € C,, nous associons son développement de Taylor a Iori-

gine noté f € R[[X]].

(C5) L’application qui & f € C, associe f est un isomorphisme de R-algebres. Il s’agit de
I’hypotheése de quasi-analycité. Nous notons C,, 'ensemble des séries formelles associées.
(C6) Soit n € N*. Si une fonction f € C, vérifie f(0) = 0 et aamn (0) # 0, alors il existe
une fonction o € C,,—1 avec (0) = 0 et f(X',a(X’)) = 0. Il ’agit de la stabilité pour le

théoreme des fonctions implicites.

(C7) Soit f € Cp,. S'il existe un entier i < n et une série G € R[[X]] tels que f = 2;G, alors
il existe une fonction g € C, telle que f = x;9 et g = G. 1l s’agit de la stabilité pour la
division monomiale.
Pour tout n € N*, nous choisissons une R-sous algebre D,, de Cy 1, qui est close pour les
dérivées partielles et contient les projections sur la i-ieme variable. On note alors F = Up,enDy,
et Rp = R(F). Nous utiliserons les résultats suivants démontrés dans ’article [32] :

Théoréme 2.1 La structure Rp est o-minimale et modéle compléte.

Théoréme 2.2 Rp est polynomialement bornée. De plus, la fonction x — x définie sur [0,1],
a valeurs dans R, est définissable si et seulement si A € Q.

2.1.2 Relation de comparaison sur les fonctions

Nous reprenons les définitions qui figurent dans Particle [26] :

Définition 2.1 Soient f et g deux fonctions définies sur un sous-ensemble B de R™. Nous
définissons les relations de comparaison de la maniére suivante :

1. La fonction f domine la fonction g sur B s’il existe une constante K € R telle que :
VX € B,|g(X)| < K[f(X)]

Nous noterons g < f.

2. Les fonctions f et g sont équivalentes sur B si f domine g et g domine f sur B. Nous
noterons f ~ g.

3. Une unité sur B est une fonction de signe constant sur B, équivalente a la fonction 1 sur B.

2.1.3 Cylindres

Définition 2.2 Nous appellerons un Cp-ensemble un sous-ensemble B de R™ défini par un
nombre fini d’égalités et d’inégalités a l'aide de fonctions de C,. Autrement dit, il existe deux
entiers (p,q) € (N*)2 et deux familles finies (fig)ajyerxr €t (9ij)ajerxs d'éléments de Cy, avec
I={1,..,p} et J=A{1,...,q} tels que :

B = Ujer < Njes {X € R™; f; ;(X) =0,g;;(X) > 0}>
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Nous appelerons un C,-cylindre un sous-ensemble C de R"*! construit a l’aide d’un C,-ensemble
B de R™ appelé base et d’une ou de deuz fonctions ¢ et i de Cy, et défini de l'une des maniéres
suivantes :

C={(X,y) eR"\ X € B,¢(X) <y < p(X)};

C={(X,y) eR"L X € By < d(X)};

C={(X,y) eR"™L X € B,¢(X) < y};

C={(X,y) eR"\ X € B,y = ¢(X)}.

2.2 Transformations élémentaires sur les séries formelles

Si nous considérons un élément f de C,, nous pouvons lui associer une unique série formelle,
son développement de Taylor a l’origine, notée ]/”\ Nous effectuerons sur cette série formelle
un nombre fini de transformations élémentaires dans le but d’obtenir des informations sur la
fonction f. Suivant la méthode mise en oeuvre dans larticle [32], nous ne nous autorisons que
les homomorphismes d’algebres suivants :

Définition 2.3 1. Les éclatements : ils se classent en deux types possibles. Pour le pre-
mier, le type (I), nous fixons un indice j € {1,...,n}, un monéme m ne contenant pas la
variable x; et A € R. Nous définissons [’éclatement b, "I par :

~m.a;
by I (xy, s Xy ) = (T1y e, MA F 2§), o, Tp)

Pour le second, le type (II), nous nous donnons (i,7) € {1,..,n}? avec i # j et nous
définissons Eié’xf par :
TEi,T 5
ot (21 ey Ty ooy ) = (21, ey LTy ey Tp)
2. Les translations : Nous définissons une transformation de type Tchirnhausen fg par la
donnée de a € Cy, avec @(0) =0, i € {1,...,n} et par :

A”E’(:z:l, s Ty ey ) = (1, ey T + (X)), ony )

3. Les ramifications : soit p un nombre entier strictement positif. Nous définissons les

ramifications r+’p et 7; ¥ par les égalités suivantes :
=~t+,p _ p —P _ p
TP (@, ) = (1, s 2h ) et T P (21, ) = (21, o, =2, )

Les transformations précédentes seront appelées les transformations élémentaires formelles.
la composée de ces transformations est dite changement élémentaire d’indéterminées que l'on
notera b.

Si, dans notre composée, il n’y a pas de transformation du type b3yY avec i € {1,...n}, ni
de translation t% avec o dépendant de y, alors nous dirons que la transformation conserve la
verticalité de la variable y.

De plus, si f € R[[X]] est une série formelle et b est un changement élémentaire d’indéterminées
, mous noterons bf la série obtenue a partir de f en effectuant la transformation b.

Remarque 2: Puisqu’un changement élémentaire d’indéterminées b est un composé d’homo-
morphismes d’algebre, b est un homomorphisme d’algebre. En particulier, nous pouvons écrire :

V(f1, o) € RI[X]], B(fifo) = b(f1)b(f2) et b(fi + fo) = bfi + b

Définition 2.4 Soit (b Jie{1,...py une famille finie de transformations élémentaires. Nous ap-

pellerons transformation elemenmir@ formelle la composée b des éléments de la famille. Nous
noterons alors :

Vfe Cpbf =by..b1f
Nous appellerons arbre formel de changement élémentaire d’indéterminées un ensemble de trans-
formations élémentaires formelles.

11



Remarque 3: Nous utiliserons dans la suite la notation T pour les arbres de transformations
formelles.

Définition 2.5 Nous appellerons transformation admissible formelle un des ensembles de trans-
formations élémentaires suivant :

1. 7 = {t%} pour un entier i € {1,...,n} et une fonction oo € Cp_1 ;
2. 7= {?;“p, r; P} pour un indice i € {1,...,n} et un entier p € N* ;
3. 7T= {/b\ii’wj;)\ € RU {oo}} pour un couple d’indices (i,j) € {1,...,n}2.
Remarque 4: si b est une transformation élémentaire, nous voyons qu’il existe une transforma-

tion admissible formelle 7 telle que b € 7. Nous dirons que 7T est la transformation admissible
formelle associée a b. Par la suite, nous pourrons écrire bf au lieu de {bf;b € 7}.

Définition 2.6 Un arbre de transformations élémentaires formelles T sera dit admissible si et
seulement si pour tout changement élémentaire d’indéterminées b= /l;n/l;l € 7A‘, nous avons la
propriété suivante :

"Pour tout i € {1,...,n}, nous notons 7; la transformation admissible associée a b Alors pour
tout b € i, il existe un changement élémentaire d’indéterminées b tel que bbbZ 1.. b1 eT.”

2.3 Propriétés de ’application f — f

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a I'application qui associe a une fonction sa
série de Taylor a 'origine. Nous allons démontrer des propriétés sur les séries de taylor que nous
utiliserons par la suite. Puis nous montrerons que les transformations élémentaires sur les séries
formelles peuvent se traduire par des opérations sur les fonctions.
2.3.1 Rappels sur les séries de Taylor

Soit f € Cp4+1 une fonction définie sur le pavé B. Nous écrivons la série de Taylor associée :

(% b 1j SR S—

tn Oqjin+1
i1+...+in+1 i j 1 'lj 1axznay n

[i( > Hg 1z]'l' ﬁfﬁy %(0))}

J/E\(X7y) =

1=0 i+ +in=i—l j=1
3] n i 1
->[x( = A5 @)
1=0 bi=l Nijt..tin=i— zHJ 15! j=1 O, ...0x;" dy :

Nous notons :

R B oo n 5nf
a(X) = Z ( Z HJ 145! ];[ axﬁ...amjzayl (O)>

i=l it Fip=i—I

Nous avons alors apres avoir effectué un changement d’indice :

R [e'e] 1 n i ak_H
alX) = Z( 2. H;.L1ij!(ij])ax?l...axgnayl(OO

k=0 i1t tin=k =1
> (24
y
(Y o)
k0<i1+---+ink [T5= 4! j=1 69@ .0z
oy
= 873/1()(’0)
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af

En effet, en appliquant la formule de Taylor a la fonction Byl » oS avons :

—

ol > o' (54
J(X,@:Z( > H"“ Hf” znﬂ - Oy~ (0))

tn Qqyin+1
=0 Nipdetingi=i Lj=1%" =1 1"'6%18:9”

Pour y = 0, il reste les termes tels que i,+1 = 0. Autrement dit, nous avons :

. alf

af f > ( 1 no o 0(G)

x0=>( > )50

ol e .
y i=0 Nipt..t+in=i [15=21 25! j=1 ! O} .0z}

Pour tout I € N, nous définissons la fonction f;, par :

o f

VX € fiy(X) =5

(X,0)

Nous avons alors : fl\y = @;. D’apres la condition de stabilité pour la dérivation partielle, nous
savons que, pour tout I € N, f; , € Cy, donc @; € C,,. L’hypothese de quasi-analycité nous permet

—_

de conclure que, pour tout [ € N, il existe une fonction a; € C, telle que (a;) = a;.

2.3.2 Propriétés
Nous démontrons les propositions suivantes :
Proposition 2.3 Soit (f,g) € (Cn)?, nous avons les égalités suivantes :
frg=f+getfg=Fg

Preuve : Nous considérons deux fonctions f et g éléments de C,. D’apres ce qui précede, nous
savons que :

e =5 M x0y o gxay = 3 29 X’Ox%
Nous avons alors
— > Blﬁg zt
(f+9) (X" zn) = Z <axl )(X,’O)T
1=0 " '
= [ Of 0'qg xy,
- > (M(X/’O)+(9Z(X/’O)> I

La premiere égalité est démontrée.
Pour justifier la seconde égalité, nous commencons par développer le produit des séries, ce qui
donne :

) x L g7 (S22 o )2
G = (L arecom) < (L 24 ool)
0 n . —0 !

00 1 -
_ ]. @ , al—pg , l
B ;<;)p'<l—p)!axp(x70)8%,9()(,0) at



En utilisant la formule de Leibniz pour la dérivation d’un produit de fonctions, nous savons que :

X d'(fg) X' ZI NS o' pg 'a
! pr—

En reportant dans ’égalité précédente, nous obtenons :

o —

~ , o0 8l / gl
(fo) (X' x,) = Z a(:flg)(XvO)a;,
=0 !

= (Ffo) (X', zn).0

Proposition 2.4 Soient f € C, et (g1, ...,9p) € (Cp)P. Alors nous avons :

— ~

(f(g1s - 9p)) = f(G1, -, Gp)

Proposition 2.5 Soit f € C,. Alors, pour touti =1,...,n, 887{1_ € C,, et nous avons :

af _of
al'i N &vl

2.3.3 Lien avec les transformations élémentaires

Proposition 2.6 Soit f € C,,. Nous considérons une transformation élémentaire des indéterminées
b. 11 existe une fonction b € (Cn)™ telle que : f ob=Dbf.

Preuve : Sans nuire a la généralisation de la démonstration, nous pouvons supposer que f
est un élément de Cy,4 définie sur un pavé I, avec r = (rq,...,rp41) € (J0; +oo[)" ! et que la
transformation b porte sur la derniére indéterminée que nous noterons y. Nous savons que :

—_

[e.e]

i=0
Il faut considérer plusieurs cas selon la nature de la transformation b :

— Premier cas : Les éclatements.
Il existe un indice [ € {1,...,n}, A € R tel que b = b}""Y. Nous avons :

. >, 0 (A +y)’
bfXy) = Y S0
e '
oo oir x P
_ Z g f (X,0) ! Zj =0 (' ) en utilisant le binome de Newton
yl 2!
1=0
0 i oy )\i—]y]
-y o)
i—0 =0 %Y '
< 0 57 ai(i)aiiy
_ Z Z ?) f(X7 o)l(])' en permutant les sommations
i 7!
Jj=0 i=j

Ierj (k+]>)\k J

8yk+j( ,0) % en posant k =17 — j
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Nous en concluons que :

3k+ k3 \kqi
bf(X,y) = ZZ Fix o A (2.1)

k+j 171
por s oy 3 k!g!
Nous définissons la fonction b sur I+ par :
V(X,y) € L, b(X,y) = (X, (A +y))

ot 7 € (]0; +oo[)"*! est choisi de sorte que b(I,+) C I,.. Nous notons g la fonction définie
sur I, par : g = f ob. Pour tout ¢ € N, nous avons donc :

d'g 0'f
V(X L., —(X,y)=2—(X,z;(\
(X,y) € 6yz( y) = 8y’( (A +y))
Ce qui nous permet d’écrire :
dig oif
-(X,0 T—=(X, A 2.2
ayl( ) ) ] ayl( ) :El) ( )
Maintenant, nous savons que :
o f S
—(X,y) = —(X,0)=
8y7’ ( ’ y) 8yz+] ) ) |

=0

D’oti, en remplagant dans I’équation (2.2), nous obtenons :

8 g i H—]f ')\j
8y Z Z (‘-)yz—l—j j'
Nous en déduisons que :
— A <, g y'
i—0 7Y v
> i > %J\f .’L"ly)\‘j y’L
= Zml Z Byiti (00— ar
i=0 =0

Deuxieme cas : les translations.
Il existe une série @ € Cy, avec @(0) = 0 telle que b = t;/. D’apreés la condition de quasi-

analycité, il existe un unique « € C, tel que («) = @. Nous avons :

—

C AR SLE AP RIICS S

oy’ 7!
i=0
o o (JE(X) Iy
- Z 3;:'( ,0) L0 (])i' en utilisant le binome de Newton
i=0 :
N O oy (AT
i=0 j=0 %Y :
00 00 T~ i\~ F
ot . a(X jyj
- Z Z ) J:(X ) 0)(]),) en permutant les sommations
=0 i=j Y 2.
S g (a0 Y

-(X,0)—2 , en posant k =1 —j
A ]
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Nous en concluons que :

T 30
bf (X,y) Z ayk"'ﬂ Tj' (2.3)

Nous définissons la fonction b sur I, par :
V(X,y)elr’a b(X,y):(X,()é(X)+y)

ot 7’ € (]0; +oo[)"*! est choisi de sorte que b(1,+) C I,.. Nous notons g la fonction définie
sur I, par : ¢ = f ob. Pour tout ¢ € N, nous avons donc :

‘g ’f
X L, —(X X, a(X
Comme @\) = Q/, NOUS avous :
o f
= —(X,a(X 2.4
S.0) = S (XE(X)) (24)
Or, nous savons que :
o f otif
z( ’ ) z ( ’ )7
D’otu1, nous obtenons :
dig ot jf (X)j
—(X X
7=0
Nous en déduisons que :
_ R © Hig i
Fob(Xoy) = §Xy) =3 SHX.0%
=0 ’
_ oitif 'fx. 02X )Yy’
- ZZ ayzﬂ T

=0 j=0

~

En comparant avec I’équation (2.3), nous avons démontré que :f/o\b(X, y) = b (X,y).

Troisieme cas : les ramifications.
Il existe un entier a € N* tel que b = ?S‘ Nous avons alors :

/\

o

bf(X,y) =

:0

Nous définissons alors ’application b sur I,» par :
V(Xay) € I?“/v b(Xay) = (X7 ya)

avec 1/ € (]0; +oo[)" ! choisi de sorte que b(I+) C I,.
Il s’agit d'un élément de (Cp41)"*!. Nous notons g = f o b. Nous avons donc :

V(X7y)€I'r’7 g(Xay):f(Xaya)
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Pour calculer les dérivées successives de g par rapport a la variable y, nous utilisons la
formule de Faa di Bruno, ce qui nous donne, pour tout ¢ € N :

o LY -
X € EK) = 30 G Xy B ), hE ()
k=0

avec h 'application y — y“ et B; . le polynome de Bell donné par la formule :
il i—l+1 2\
Bi (%1, s Tim 1) = Z W H (l')
at i '
ou la somme porte sur toutes les familles d’entiers (j;)1<i<i—k+1 avec :

i—k+1

Z Ji=ket Z ljp=1

Nous obtenons alors que :

.

d'g !
Z2(X,0) =
ayl( 70)

5 (X, 0)Bi((0), .. ()

k=0
Nous remarquons que, pour tout ¢ € N, si ¢ # «, alors R(D) (0) =0et h(a)(O) = a!. Nous en
déduisons que :

~ Sii # ka, alors B, 1 (R'(0), ..., h(0=F+1(0)) = 0;

~ Sii = ka, alors B x(K(0),..., (-1 (0)) = ket

Nous avons :

0 o [d0) g SNOEf ke
;) Gyz( ,0) k' (da)! g oyk g 0) k!

Dans tous les cas, nous avons démontré que si b est une transformation élémentaire des indéterminées,
alors il existe une fonction b € (C,,)" telle que, pour tout f € C,, fob="bf.c

Proposition 2.7 Sout b un changement élémentaire d’indéterminées . Il existe b € Cn tel que,
pour tout f € Cp, fob— bf

Preuve : Par déﬁrAlition d’un changement ¢lémentaire d’indéterminées , nous savons quil existe
une famille finie (b;)1<i<, de transformations élémentaires telle que, pour tout f € C,, nous
ayons : a}? = gp((glf)) D’apres le résultat précédent, nous savons qu’il existe une famille
(bi)1<i<p dans (C,)" telle que, pour tout i € {1,...,p} et tout f € Cy, ZZ]? = f/o\bz-. Nous en
déduisons que :

Vf € Cpbf = bp(-(b1f).) = fobro..ob,

D’apres la condition de stabilité par composition (C3), nous savons que b = by o ... 0 b, est un
élément de (C,)".0
2.4 Transformations élémentaires des germes de 1’algebre

2.4.1 Définitions

Les propositions précédentes nous conduisent a définir des transformations élémentaires pour
les germes de C,. Nous donnons les définitions suivantes :
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Définition 2.7 Nous appellerons transformation élémentaire de C,, une des transformations qui
suivent :

1. Les éclatements : Iis se classent en deuz types possibles. Pour le premier, le type (I),
nous firons deuz indices (i,7) € {1,...,n}2, un monéme m ne contenant pas la variable x;
et un réel A € R. La transformation bT’wj est définie par :

bi\n’xj (331) ooy Ly eeny fL'n) = (331, )m(A + 1"])’ ,.’En)

T,

Pour le second, le type (II), nous fizons (i,5) € {1,...,n}%. Nous définissons bss"’ par :
ot (21 ey Ty ooy ) = (1, oo, TiTj, ..., Tp)

2. Les translations : Dans un premier temps, nous définissons une transformation de type
Tchirnhausen t% par la donnée de a € Cp—1 avec a(0) =0, i € {1,...,n} et par :

toi(x1, oy Ty oy ) = (21, .y 5 + (X)), ., 20)

3. Les ramifications : soit o un nombre entier strictement positif. Nous définissons les

. . o
ramifications v

—,x s .y 2 .
;7 et ;7 par Uégalité suivante :

TN @, @) = (21, -, €25, Ty)
avec € € {—1;1}.
Ces transformations sont des éléments de (C,)".

Remarque 5: A chacune de ces transformations élémentaires b correspond une transformation
élémentaire dans les séries formelles, notée b. Nous noterons bf = f o b. D’apres ce qui précede,
nous avons : bf = bf.

Définition 2.8 Nous appellerons transformation admissible un des ensembles de transforma-
tions élémentaires suivant :

1. 7 = {t%} pour un entier i € {1,...,n} et une fonction o € Cp_1 ;

2. 7= {r% r7®} pour un indice i € {1,...,n} et un entier a € N;

3. T = {bff’xj;)\ € RU {oo}} pour un couple d’indices (i,7) € {1,...,n}>.

Remarque 6: si b est une transformation élémentaire, nous voyons qu’il existe une transforma-
tion admissible 7 tel que b € 7. Nous dirons que 7 est la transformation admissible associée a b.
Par la suite, nous pourrons écrire 7f au lieu de {bf;b € 7}.

2.4.2 Arbre de transformations élémentaires

Notre méthode de travail va consister a transformer les germes pour leur donner une forme
particuliere (réduite ou préparée) a partir de laquelle nous pourrons démontrer des résultats.
Nous aurons donc a effectuer successivement un certain nombre de transformations élémentaires.
Pour représenter schématique I’évolution de nos objets nous utiliserons une représentation sous
la forme d’une arbre.

Définition 2.9 Soit (bi)icq,... py une famille finie de transformations élémentaires sur les germes.
Nous appellerons suite de transformations élémentaires sur les fonctions la composée de ces
transformations.

Nous noterons bf = by..b1f = fobio...ob,.

Nous appellerons arbre de transformations élémentaires sur les germes un ensemble de suites
finies de transformations élémentaires sur les germes. Les éléments d’un arbre seront appelés
les branches de l’arbre.
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Le lien établi entre les transformations sur les séries et sur les germes amene la définition sui-
vante :

Définition 2.10 Soit T est un arbre de transformations élémentaires. Si b € T est une branche
de cet arbre, alors il existe une transformation formelle b associée. L’arbre de transformations

formelles T = {E, be T} est appelé 'arbre formel associé a T .

Définition 2.11 Soit T un arbre de transformations élémentaires. L’arbre est dit admissible si
larbre formelle T associé est admissible.

2.4.3 Propriétés
Lemme 2.8 Soit r € (]0;+00)" un polyrayon et (i,5) € {1,...,n}? avec i # j. Il existe un

sous-ensemble fini A de RU {oo} tel que Upneaby"™ (1) est un voisinage de l'origine.

Preuve : Soit 7 un polyrayon. Sans nuire a la généralisation de la démonstration, nous pouvons
supposer que notre éclatement porte sur les variables z,,—1 et x,. Pour tout X = (z1,...,x,) € I,

nous notons X' = (x1,...,xp—2) et ' = (11, ...,7n—2).

Soit A € R. Nous considérons 1’éclatement bi"_l’x". Nous avons :

e Si x,_1 > 0, alors nous avons les équivalences suivantes :
1 ST < SA—1 <A+ 2 <At e 1 (A—1) <zpo1( At y) <z (A7)
e Si x,_1 <0, alors nous avons les équivalences suivantes :
1 STy ST A—1p <A+ 2 <At S 1 (A1) Sz At y) <z (A=)
Cela nous permet de conclure que :

bin_hxn(Ir) = {X € R"; X'e I, 0<zp 1 <7Tpqet xn—l()\ - Tn) <z, < xn—l()\ + Tn)}

U {(XeR"X' ely, —1p1<xp1<0et xp1(A+m) <ap <zpo1(A—13)}
Nous obtenons de méme que :

bgg’xnil(lr) = {X € Rn;X/ €ly, 0z, <rpet —rp 12y, <z 1 < -TnTn—l}
U {X € Rn;X/ €Ly, —rp1 <x, <0etry 12, <21 < _Tn—lxn}

Nous en déduisons que V = Uyerby" """ (I,) Ubsy"™" ' (I,) est un voisinage de l'origine. Il existe
donc ry € (]0; +00[)" tel que I, C V. Par compacité de I,,, nous pouvons conclure qu’il existe

un ensemble fini A de R U {oo} tel que Uyeaby' ™ (1) est un recouvrement de I, et donc un

voisinage de l'origine.o

Proposition 2.9 Soit r = (ry,...,r) € (]0;+00[)™ un polyrayon. Si b est une transformation
élémentaire sur les fonctions, alors b(I,) est une union finie de Cy-cylindres.

Preuve : Il faut distinguer différents cas selon la nature de la transformation :
o Il existe un réel A € R, deux entiers (4,j) € {1,...,n} tels que b = b}"*’. Nous savons

que (x1,...,oy) € b(I) si et seulement s'il existe (ai,...,a,) € I, tel que : b(ay,...,an) =
(1, ..., Tp). Cela équivaut a :

Vk e {l,...n},k # j,a = zp et x; = a;(\ + a;)
Nous notons B = [[;_; ;;] — rx;7x[. Nous avons alors :
b(I,) = {X eR"(xj)i<j<n,ji € B, i > 0et zi(—r; + A) <z <xi(r; + N}

{X e R (zj)1<j<njri € B, i =0et z; = 0}
{(X e R™; (xj)lgjgn,j# €B, z;<0et xi(rj + )\) <z; < .731‘(—7’]‘ + )\)}

C C
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En remarquant que BN{X € R";x; <0}, BN{X € R";2; =0} et BN{X € R";z; > 0}
sont des Cn-ensembles, nous avons bien décomposé ’ensemble image comme une union de
cylindres.

e Nous considérons une ramification b = r& avec o un entier. Dans un premier temps,
nous supposons que « est un nombre impair. Comme la fonction ¢ — % est croissante sur
R, nous avons :

b(C) ={X € R"; (wj)1<j<n,jzi € B, =1y < <71’}

Nous supposons que « est pair. En utilisant les variations de la fonction ¢t +— t%, nous
obtenons :

b(C) = {X eR™(zj)icjcnjzi € B,0 <ai <1’}
U {X € R (2j)1<5<n 52 € B, xi = 0}
Nous avons bien une union de C,-cylindres. Pour la ramification r,"**, nous obtenons :
— Si « est impair, alors : b(C) = {X € R"; (z))1<j<n,jzi € B, —rf <z <ri'}.

— Si « est pair, alors :

b(C) = {X eR"())i<jcn,jzi € B, —1{ <z <0}
U {X € R" (z))1<j<n,jzi € B i = 0}

e Soit une fonction « € C,,_; telle que a(0) = 0. Nous considérons la transformation b = ¢2:.
Nous obtenons alors :

b(Ir) ={X € R"; (zj)1<j<n i € Bet —ri—al(z))1<j<ngzi) < Ti <ri—a((zj)i1<j<n,j2i)}

Dans tous les cas, nous voyons que l'image de I, est une union finie de C,-cylindres.o

2.5 Unités

Les théoremes de normalisation et de préparation font apparaitre des germes particuliers,
les unités.

Définition 2.12 Nous définissons les unités de la maniére suivante :
1. Soit U € R[[X]], une série formelle. U sera appelée une unité formelle si U(0) # 0.
2. Soit U € Cp, un germe. U sera appelée une unité si U(0) # 0.

Remarque 7: Si U est une unité dans C,,, alors par continuité, il existe un voisinage de l'origine
sur lequel la fonction U garde un signe constant.

Proposition 2.10 U e CAn est une unité formelle si et seulement s’il existe un polyrayon r €
(]0; +o00])™ tel que la fonction U soit une unité sur I,.

Preuve : nous remarquons que, par définition du développement de Taylor a I'origine, U (0) =
U(0).0

Proposition 2.11 Soit U € C,, une unité telle que U(0) > 0. Alors, pour tout p € N, YU est
une unité appartenant a Cy,.

Preuve : Soit un réel A € R% et p € N*. On définit la fonction f) par :

Veel, filr)=A+=z
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Nous considérons la fonction f définie par :
V(w,y) € h, flay)=(y— YN - fil(2)

Il s’agit d’un polynome, donc f € Co. De plus, apres calcul, on obtient que :

£(0.0) =0 et ggm,m — (YN #£0

Nous utilisons alors le théoreme des fonctions implicites. D’apres la condition (C6), nous savons
qu’il existe une fonction a € C; telle que :

f(z,y) =0y =a(z)

Or, la résolution de I’équation nous donne :

flzy) =0 y= YA+ /fi(2)

Nous en concluons que ¥/ f) € C;.
Soit une unité U € C, telle que U(0) € R*.. Nous définissons la fonction g par :

VX el, ¢g(X)=UX)-U(0)«<UX)=fuo)lgX))
Par la condition de stabilité pour la composition, nous en déduisons que YU = Y/ fue g
appartient a C,.o
Proposition 2.12 Soit U € C,, une unité. Alors % est une unité appartenant a Cy.

Preuve : Nous considérons toujours la fonction f). Mais, maintenant, nous définissons la fonc-
tion f par :
V(z,y) € i, [f(z,y) =yf(z) -2

Le calcul de la dérivée partielle permet d’écrire :

10,0 =0et 20,0 = 50 =220

En utilisant le théoréme des fonctions implicites et d’apres la condition (C'6), nous savons qu’il
existe une fonction a € C; telle que :

f(z,y) =0y =a(z)

Or, apres résolution de I’équation, nous obtenons que :

T

(@)
appartient & C;. Comme fA,\(O) = )\ # 0, nous

f(xvy)20<:>y:

Nous en déduisons que la fonction x — f%(a:)

—

savons qu'’il existe une série formelle f% dans R[[z]]. Nous en concluons que :

—

a —xim
i) = a4 (2)

Puisque que a € Cy, la condition (C'7) nous permet de conclure qu'’il existe une fonction, que
I’on note f/\_l, appartenant & Cy telle que :

Ve o) =afit @) e 1) = 5

1
Donc, @ € (1.

Si on considere une unité U € C,, alors il existe une fonction g € C,, avec g(0) = 0 telle que
U = fy() © g- Nous avons montré, par composition, que % €Cph.0
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2.6 Les termes et les termes simples

2.6.1 Etude d’un exemple

Nous considérons la fonction f par :

V((IZ,y)E[l, f(a?,y):y2—a:

Cette fonction va nous servir d’illustration de notre méthode de travail. Dans cette section, nous
réaliserons sa normalisation en effectuant des transformations élémentaires. En fin de chapitre,
nous completerons notre étude de ce cas particulier en écrivant f dans le cadre de notre théoreme
de préparation.

Nous notons f la série formelle. Nous commencons par effectuer les ramifications rf’Q et r’
données par la définition 2.7. Nous obtenons alors les séries :

2

~F.2 ~—.2 7
i (y) =y — 2% et 70 f(2,y) = ¥ 4 2

Soit A € R, nous effectuons I’éclatement b3Y. Nous avons alors :

~

U Flz,y) = 22 (5% + 29X + A% - 1)

Nous avons factoriser par 22. Il faut regarder si le deuxieme facteur est une unité :
MN_o1£0e A #1et A#£—1

Nous effectuons ensuite des éclatements sur chacune des deux séries en distinguant les cas. Ils

sont donc au nombre de quatre b7, b7, b et by™. Nous avons alors les cas suivants :

e Nous effectuons I’éclatement /l;gfy ce qui donne :

VR e, y) = ay(y +2) et BPYF P F(x,y) = 22(1 + (y + 1)?)
e Nous effectuons 1’éclatement /b\fl ce qui donne :

VI fey) = 2Py(y —2) et Y P fla,y) =221+ (y = 1))

e Nous effectuons I’éclatement b5* ce qui donne :

-~ ~

0 fla,y) = 2 (v — 1) et BYUF O fla,y) = 22 (v + 1)
e Nous effectuons 1’éclatement Bioy ce qui donne :
DT f (e, y) = (10— a®) et B2 f(e,y) = 7 (27 + 1)
Les résultats obtenus peuvent étre représentés sous la forme d’un arbre :
7T,y
e SR y2(1 — $2)
+,2 BEY )
—— Y2 41— 2¥y(y+2)
BEY )
2y (y —2)
Z,

0 (-1

y oy R
f&y 2
byY .

. y2 + 22 —;»bi’?{ T

BEY
L0 . 22y +1)

FIGURE 2.1 — Arbre de normalisation
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Les séries que nous obtenons en bout de branche sont des transformées construites a partir
de f. Elles s’écrivent toutes comme le produit d’un monéme avec une unité de R{[z,y]]. Nous
disons que nous avons normalisé la série formelle. Si nous appelons (b;)1<;<g les suites de trans-
formations élémentaires des différentes branches en numérotant du haut en bas, nous avons que
pour tout ¢ € {1,...,8}, il existe un monéme m; et une unité formelle V tels que : b, f lez
Comme f € C,, la condition de stabilité par division monomlale nous _permet d’affirmer qu’il
existe, pour tout ¢ € {1,...,8}, une fonction U; € C, telle que U = V De plus, nous avons
U;(0) = YZ(O) % 0. Nous avons alors que U est une unité de C,. En utilisant la condition de
quasi-analycité, nous savons qu'il existe un polyrayon r € (]0; +oo[)? tel que :

V(z,y) € I,,Vi € {1,...,8}, bif(xz,y) =mU(x,y)
Nous avons transformé notre fonction en une fonction dite normalisée.

Pour revenir a la fonction d’origine nous allons introduire des transformations élémentaires
inverses. Ces derniéres ne seront pas définies sur un pavé, mais sur un cylindre. En effet,
nous avons démontré dans la proposition 2.9 que l'image d’un pavé par une transformation
élémentaire est une union finie de cylindres. De plus, grace a la proposition 2.8, nous sa-
vons qu’en effectuant, comme dans ’exemple ci-dessus, un nombre fini de transformations
élémentaires a chaque noeud de I'arbre, I’ensemble image est un voisinage de lorigine. Ce
dernier est donc découpé en cylindres sur lesquels sont définies nos transformations inverses.
Autrement dit, si nous considérons un point (z,y) de ce voisinage, il appartient & un cy-
lindre C et il existe une transformation élémentaire inverse notée bz-_1 définie sur C. Nous avons

alors :f(z,y) = fob; o bi_l(;r,y) =b;fo bi_l(x,y).

2.6.2 Définition d’une transformation élémentaire inverse

Les exemples précédents nous amenent a définir les objets suivants :

Définition 2.13 Soit I, un pavé de R™ avec r = (ri,...,my). Nous appelons transformation
élémentaire inverse une des applications suivantes :

1. Soit a € Cp, avec a(0) = 0. La translation ti, est une transformation élémentaire inverse.
2. Soient o € N* et i € {1,...,n}. Nous notons :

Cip ={(21,00 ) € Ly < 0}
Ci— = {(w1, e wn) € Iyz; > 0}

1
‘o . . /1. . . +,=
Nous définissons les ramifications élémentaires inverses r; ' et r, ' ® par :

1

+77 L )
V(21 .xn) € Ciq,r, ' = (21,0, 2, xp) et

Q=

(1, ..., zpn) = (0,...,0)

1 1

1 [
V(@1,.onxn) € Ci—yr, ' =1(0,..,0) et r; (21, ...y ) = (1,00, =2, o0, Tny)

3. Soient X € R, j € {1,...,n} et m un monome ne dépendant pas de la variable xj. Nous
notons :

Cm =A{(z1,...,zp) € L;m(X) # 0}

, . . /7 2 . . m,j
Nous définissons l’éclatement élémentaire inverse q, 7 par :

x; — AIm(X
\v/(l‘lv vy L ) € Cﬁhq,\ (‘Tla "'axn) = (xly ) ]7()
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2.6.3 Diviseur d’une transformation élémentaire

En nous référant a la notion de diviseur exceptionnel en géométrie algébrique, nous définissons
la notion de diviseur pour les transformations élémentaires.

Définition 2.14 Soit b une transformation élémentaire. Nous définissons le diviseur de b, noté
Div(b), de la maniere suivante :

—_

. Si b est une translation, alors : Div(b) = 0.

2. Sib=rg" avec € € {—1;1} et a impair, alors : Div(b) = 0.

3. Sib=ry" avec € € {—1;1} et « pair, alors : Div(b) = {X € R";z; = 0}.
4. Sib=0b\"", alors : Div(b) = {X € R;m = 0}.

Dans le cadre des séries formelles ou des germes, nous effectuons des suites de transforma-
tions élémentaires. Pour démontrer notre résultat, nous nous appuierons sur ces transformations,
mais nous aurons besoin de revenir aux variables initiales. Cela se fait en utilisant les transfor-
mations inverses. Ces dernieres n’étant pas définies partout, nous serons obligés de distinguer
les cas. Autrement dit, nous effectuons un découpage cellulaire. Sur certaines cellules, les trans-
formations seront inversibles. sur le reste d’enter elles, nous faisons en sorte que le nombre de

variable de ’objet étudé diminue. En incluant ce découpage dans le cadre d 'un raisonnement
par récurrence, nous pouvons achever notre raisonnement.

Cela nous ameéne a donner la définition suivante :

Définition 2.15 Soit b = byo...ob, une suite de transformations élémentaires. Nous définissons
les cellules du diviseur de b par récurrence de la maniére suivante :

1. La premiére cellule est donnée par :
Divy(b) = Div(by)

ot Div(by) est le diviseur donné par la définition 2.14.

2. Pour i > 2, la i-ieme cellule est donnée par :
i—1
Div;(b) = by o...0 bil(Div(bi))\< U Divj(b)>
7j=1
Le diviseur de b est alors défini par :
P
Div(b) = ] Divi(b)
i=1

Proposition 2.13 Soient r € (]0; 00[)" un polyrayon et b = by o ... o b, une suite de transfor-
mations élémentaires. L application b=1 = b1 o ..o bt est définie sur I,\Div(b). Nous avons
alors :

VX € I\Div(b), bob '(X)=X

Preuve : Soit X € I,\Div(b). Par définition du diviseur, X € I,\Div(b;), donc b; (X)) existe.
Nous montrons par récurrence la propriété suivante :

"bi o oby(X) est définie”
Initialisation : Si nous supposons que b; *(X) € Div(by), alors nous avons que :

X = bi(by (X)) € ba(Div(b2))
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Or, par hypothese, cela est exclu. Nous en concluons que bl_l(X) ¢ Div(ba), et donc bg_l(bl_l(X))
est défini.

Hérédité : Nous supposons la propriété vraie au rang k avec k < p. Nous savons donc que
bl o...ob ! (X) existe.
Si b o...0b7 (X) € Div(bg41), alors nous avons :

Xebio...o bk(DlV(bk+1)

Or, X € I,\Div(d), il y a donc une contradiction. Nous en déduisons que b, > o ... 0 by *(X) ¢
Div(bg41), et donc by} o...0 by (X) existe.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, b;l 0..0 bfl(X) existe dans R™.o

2.6.4 Définition d’un terme

En nous appuyant sur les définitions données dans 'article [8], nous donnons la définition
suivante :

Définition 2.16 Une fonction g est un terme simple si et seulement s’il existe une fonction
f € C, et une famille finie (b;l)ie{lw,p} de transformations élémentaires inverses tels que
g=fobio..ob,.

Nous appellerons terme toute application définie sur un cylindre C' dans R obtenue a partir des
termes simples de la maniére suivante :

1. Stabilité par la racine p-iéme avec p € N* : si p est un entier pair et si g est un terme
1
défini et positif sur C' alors gv est un terme défini sur C.
1
Si p est un entier impair et g est un terme défini sur C, gr est un terme défini sur C.

2. Stabilité pour laddition : si g1 et go sont des termes définis sur C, alors g1 + go est un
terme défini sur C.

3. Stabilité par multiplication : si g1 et go sont des termes définis sur C, alors g1 X go est un
terme défini sur C.

4. Stabilité par quotient : Nous définissons lapplication D sur R? par :
D(z,y) = 3 silz| <[yl ety#0
= 0 simon

si g1 et go sont des termes définis sur C, alors D(g1,g2) est un terme défini sur C.

5. Stabilité par composition : si g est un terme défini sur un cylindre C' et g1, ..., g, sont des
termes définis sur C tels que, pour X € C, (¢q1(X),...,gn(X)) € C’, alors g(g1, ..., gn) est
un terme défini sur C.

En complément de la définition des unités dans C,,, nous donnons la définition d’une unité dans
les termes.

Définition 2.17 Nous dirons que le terme g est un terme unité sur le cylindre C' si et seulement
sig~1surC.

Dans la démonstration du résultat de cette these, nous aurons besoin de raisonner sur le degré
de complexité d’'un terme.

Définition 2.18 Soit g un terme. Nous définissons la hauteur de g, notée hau(g), par récurrence :

1. Sl existe n € N tel que g € Cy,, alors hau(g) =0;
1
2. S’il existe p-iéme avec p € N* et f € C, tel que g = f7, alors hau(g) =1;

25



3. 87l existe g1 et ga sont des termes définis sur C tels que g = g1 + go2, alors :
hau(g) = max(hau(g1), hau(ga))

4. S’il existe g1 et go sont des termes définis sur C tels que g = g1 X g, alors :
hau(g) = max(hau(g1), hau(gz))

5. Sl existe g1 et go sont des termes définis sur C tels que g = %’ alors :

hau(g) = max(hau(g;), hau(g2)) + 1

6. S’il existe h est un terme défini sur un cylindre C' et g1, ..., gn sont des termes définis sur
C tels que, pour X € C, (¢1(X),...,gn(X)) € C'tels que g = h(g1, ..., gn), alors :

hau(g) = hau(h) + max (hau(gi);i eq1,..., n}>

Prenons a présent un exemple.

Soient (f1, fa, f3, f4, f5, f6, f) € CI. Nous considérons le terme g défini par :

_(h ;
g_f<f2’f3+\/ﬁ’\:yf76>

Par définition, nous avons :

hau(?) =1, hau(y/f1) =1 et hau(¥/fs) =1
2

Nous obtenons :

hau<£> =1, hau(fs+/f1) =1et hau<é%> =2

Ce qui permet de conclure que : hau(g) = 2.
Nous pouvons représenter le terme sous la forme d’un arbre :

h f2 f3 v fs V
Ja Je

FIGURE 2.2 — Arbre représentant le terme ¢

D’apres notre définition, les noeuds de ’arbre ont des valeurs différentes. Un noeud cor-
respondant a une addition ou une multiplication aura une valeur nulle, tandis qu’un noeud
correspondant a un quotient ou une racine aura une valeur égale a 1. En utilisant cette conven-
tion, pour déterminer la hauteur du terme, il faut calculer la somme des valeurs des noeuds
correspondant aux branches les plus longues, puis prendre la plus grande de ces sommes.
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2.6.5 Les 7,-cylindres

Définition 2.19 Nous appellerons un T,-ensemble un sous-ensemble B de R™ défini par un
nombre fini d’égalités et d’inégalités a l'aide de fonctions de termes. Autrement dit, il existe
deux entiers (p,q) € (N*)? et deux familles finies (fi ;) jyerxs €t (9ij)jyerxs de termes avec
I={1,...p} et J={1,...,q} tels que :

B = Ujer < Njes {X € R™; f;;(X) =0,g:;(X) > 0}>

Nous appellerons un T,-cylindre un sous-ensemble C' de R™ ! construit a l’aide d’un Ty,-ensemble
B de R™ appelé base et d’un ou de deux termes ¢ et i de Ry, et défini de l'une des maniéres
suivantes :

y) e R X € B ¢p(X) <y < ¢(X)};
y) eR" X € By < ¢(X)};
y) ERL X € B, o(X) <y} ;
y) e R" X € By = ¢(X)}.

2.7 les arbres complets et la décomposition cylindrique

Les arbres et les transformations que nous avons définis vont nous permettre de montrer
des propriétés sur les germes. Il nous faut alors les traduire géométriquement. Cela nécessite de
construire des découpages cellulaires des ensembles sur lesquelles nous allons travailler.

2.7.1 Les arbres complets

Nous commencons par définir la hauteur h d’un arbre.

Définition 2.20 Soit T un arbre de transformations élémentaires et b € T. Par définition, b
est la composée de transformations élémentaires. Nous notons hy le nombre minimum de trans-
formations élémentaires qui composent b. Nous appelons ce nombre la hauteur de la branche.
Nous appellerons hauteur de 'arbre le nombre hy défini par :

hT:sup({hb;be 7'}) € NU {oc}

Théoréme 2.14 Soient T un arbre de transformations admissibles de hauteur finie et un poly-
rayon r € (]0;+oo[)". Alors, il existe un sous-arbre fini S de T tel que Upesb(1,) soit une union
finie de Cy-cylindres qui forme un voisinage de [’origine.

Preuve : Nous allons faire une récurrence sur la hauteur de ’arbre.

Initialisation : Soit 7 un arbre de hauteur 1. Par définition, il existe une transformation
admissible 7 telle que 7 = {7}. Nous allons distinguer les cas selon la nature de 7.

— Tl existe (4,5) € {1,...,n}? tel que 7 = {b}"™; X\ € RU {oo}. D’apres le lemme 2.8, nous
savons qu’il existe un sous-ensemble fini A de R U {oo} tel que Uyeaby ™ (I,) est un
recouvrement de 'orgine.

— Il existe i € {1,...,n} et @ € Cp—1 avec a(0) = 0 tels que 7 = {tZ}. L’application ¢
est une application de R" dans R" qui admet une application réciproque ¢*  continue.

Donc t¥ est un homéomorphisme, I'image d'un voisinage de 'origine est un voisinage de

I’origine.
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~ Tl existe i € {1,...,n} et un entier o tel que 7 = {r;"* 7"} nous distinguons les cas :
Si « est pair, nous avons :

rNL) ={X €150 <z <ri}etr; * ={X € L;—r¥<z; <0}

7

Donc 7;"%(I,) Ur; "“(I,) est un voisinage de l'origine.

Si « est impair, nous avons :
r(L) =% ={X € Ly —rf < a; <18}
Il s’agit d’un voisinage de 1’origine.
La propriété est donc vraie pour les arbres de hauteur 1.

Hérédité : nous supposons la propriété vraie pour un arbre de hauteur h. Nous considérons
un arbre de hauteur h+1. Nous considérons Varbre 7 = {b1;3b € T,b = by...b,}. Nous définissons
la famille d’arbres (73) pei- Pour tout b € T, Parbre Tj est de hauteur au plus h. Nous appliquons
notre hypothese de récurrence a chacun de ces arbres. Il existe donc un arbre fini Sy extrait de
Ty tel que Upes(I,) est un voisinage de 'origine. Nous pouvons alors considérer un polyrayon
rp € (]0; 4+00[)™ tel que I, C Upesb(I,). Nous appliquons notre hypothese de récurrence & I’arbre
7 de hauteur 1. Nous pouvons extraire un sous-arbre S fini tel que Up,eg01 (Ir,) est un voisinage
de T’origine. Nous considérons 'arbre S = {b1b;b; € Sb € Ty, }. 1l s’agit d’un arbre fini extrait
de T et tel que : Upesh(I,) est un voisinage de 'origine.

Conclusion : Notre propriété est vraie pour tout arbre de hauteur finie.o

Définition 2.21 Un arbre de transformations élémentaires T sera dit complet si et seulement
si cet arbre contient un nombre fini de branches, notées (by)aer, et que, pour tout polyrayon
r €]0; +00[™, Uxerba(I) est un voisinage de [’origine.

2.7.2 Notre méthode

La méthode que nous utiliserons dans notre travail consiste, a partir d'un élément de C,, a
construire un arbre de sorte que pour chaque branche le germe obtenu par transformation ait la
forme désirée. Ainsi nous construirons des arbres de normalisation lorsque les germes obtenus
sont tous normalisés ou des arbres de préparation lorsqu’ils sont tous sous forme réduite.

Définition 2.22 Nous dirons qu’une fonction f € Cpy1 est sous une forme réduite sur le pavé
I, si et seulement s’il existe un recovvrement fini S de I, par des C-cylindres tel que, pour tout
C € S, il existe un entier d € N, deuz fonctions (a,0) € C2 et une unité U € Cp11 tels que :

V(X,y) €O, f(X,y) = (y - a(X)0(X)U(X,y)
Cette définition reprend celle donnée dans 'article [26] de J-M Lion et de J-P Rolin.

Soit f € Cjpa1 un germe. Pour obtenir la mise sous forme préparée, nous commencerons par
construire un arbre admissible formel 7 de sorte que les séries obtenues en bout de branche
alent la propriété désirée. Nous considérons alors 'arbre 7 de transformations admissibles sur
les fonctions correspondant. Nous utiliserons les hypotheses sur notre algebre de fonctions, et
notamment celle de quasi-analycité, pour justifier que les fonctions en bout de branche, a 'instar
des séries formelles, vérifient la propriété voulue. Le théoreme 2.14 nous permet d’extraire de
cet arbre un sous-arbre S fini.

Soit un polyrayon r € (]0; +00[)"*!, nous notons C = Upcsb(I,). Nous faisons attention que
les différentes transformations conservent la verticalité. Pourtant, nous verrons que nous aurons
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\ ’ €T; .
recours a un éclatement de la forme b%Y en bout de certaines branches. Le lemme 2.9 nous

montre que 'image du pavé I, par une telle transformation est une union finie de cylindres.
Nous aurons alors recours au lemme 2.16 pour conclure que nous obtenons une décomposition
cylindrique d’un voisinage de l'origine.

Nous considérons un polyrayon 1’ tel que I, C Upesb(I,). Pour (X, y) € I+, il existe donc C' € C
tel que (X,y) € C. Autrement dit, par définition des cylindres, il existe b € S et (X,7) € I, tel
que : (X,y) =b(X,Y).

Quitte a restreindre nos cylindres en utilisant le diviseur de nos transformations, nous pou-
vons supposer que sur chaque cylindre b(I,) la suite de transformations b associée est inversible.
Nous obtenons alors que :

f<X7y) = fobob_l<X7y) = fob(yvy) = bf(Y,y)

Nous montrons ainsi que f a la forme voulue dans le cadre des termes au voisinage de 1’origine.

Soit un ensemble A compact de R"!. Pour tout (Xg,yo) € A, nous définissons la translation
txq,y PAT :
V(Xa y) € Rn+1a tXO,yO(Xﬂ y) = (X+X0’y+y0)

Si f est une fonction de C,41, nous notons f = fotx,y, D’apres les hypotheses émises sur
I’ensemble C,41, nous savons que f appartient & Cn+1. D’apres ce qui précede, il existe un
polyrayon 7’ et un recouvrement cylindrique fini de I,/ tels que f ait la forme voulue. Nous
notons V. = tx, 4, (L+). Il s’agit d’un voisinage de (Xo,yo). De plus, nous avons que, pour tout
(X,y) € Vi, il existe (X,7) € I» tel que (X,y) = tx,4(X,7). Or, (X,7) € b(I,) = C, il existe
donc (X, 7) € I, tel que :

(X, y) = tX0,y0 (Ya ?) = tmeob(Xa Z])
D’ou :

V(X,y) €V, f(X,y) = f(X—Xo+ Xo,y—yo+yo)
f(X +X07y+y0)
= f(X,5)=fobob™!(X,7)
= [ob(X,9)
La fonction a donc la forme voulue dans le cadre d’une décomposition cylindrique d’un voisi-
nage du point (X, yo). Par compacité de A, nous montrons ainsi que nous avons un recouvrement
cylindrique de A sur lequel la fonction a la forme voulue.

2.7.3 La greffe des arbres

Lors de notre démonstration du théoreme de préparation, nous allons devoir procéder en
plusieurs étapes. Pour chacune, nous construirons un arbre formel ou un arbre complet. Nous
devons donc mettre en place un processus qui nous permettra d’enchainer les différentes étapes.
Ce sera la greffe des arbres.

Théoréme 2.15 Soient T un arbre complet et une famille (Ty)per d’arbres complets . L’arbre
Tgrefte défini par :

7}:{b’b;b€7’etb/€72}

est un arbre complet. Nous 'appellerons la greffe de 'arbre T a ['aide de la famille d’arbres.

(To)veT-
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Preuve : Comme T est complet, il admet un nombre fini de branches. La famille (73)pc7 est
donc une famille finie d’arbres complets. L’arbre 7y compte donc un nombre fini de branches.
Soit € (]0; +oo[)"*! un polyrayon. Nous avons :

Up;eribr(Ir) = Uper Uyer, bo /(1) = UbeTb( UreT, bl(h))

Or, nous savons que Uy b/ (1) est un voisinage de l'origine. Il existe donc un polyrayon r, €
(J0; +o0c[)™ ! tel que : I, C Upyepb/(I). La famille (I,,)pe7s est une famille finie de voisinages
de l'origine, leur intersection est donc un voisinage de l'origine. Il existe donc un polyrayon
1o € (J0; +00[)" ! tel que : I, C NperI,. Nous en déduisons que, pour tout b € T :

b(Iro) C b(mbETI"'b) C b(ITb) C b( Ub’eﬂ, b/<Ir)>
Nous avons alors 'inclusion suivante :
Upe7b(1Ir,) C UbeTb< UpeT b,(IT))

Or, 'arbre T est complet, donc Upe7b(I,) est un voisinage de 'origine. Nous en concluons que
Up,e7;br(Ir) Vest aussi. L’arbre Ty est donc un arbre complet.o

2.7.4 Retour sur ’exemple f(z,y) =y>—x

Notre but est d’écrire cette fonction dans le cadre de notre théoreme de préparation pour
les fonctions de C,. Nous allons découper le pavé I; a l'aide d’'un recouvrement par une famille
finie C de cylindres telle que pour tout C' € C, il existe un entier d € N, deux termes a et b, une
unité dans les termes U tels que :

V(z,y) €O, flay) = (y — a(2))b(2)U(x)

Si nous considérons une des fonctions obtenues dans ’arbre 2.1, elle est le résultat d’une suite
b de transformations élémentaires appliquée a f. Nous notons (Z,7) les variables finales. Nous
savons que f ob € Cy. Il existe donc 7 = (r1,72) € (J0; +00[)? tel que : f o b soit définie sur I,.
Nous allons revenir aux variables initiales et pour cela appliquer la transformation élémentaire
inverse b 1.

Nous remarquons tout d’abord que pour x = 0, la fonction est sous la forme voulue sans qu’il
ne soit nécessaire d’effectuer une transformation. Nous posons alors C; = {(z,y) € R%;x = 0}
et nous avons :

V(x,y) € Clvf<x7y) = y2

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser a la premiere branche de I'arbre. Pour
déterminer notre transformation inverse, nous allons résoudre I’équation dans R? suivante :

T

(@) = b = @) = @) = { 277

Pour que ce systeme admette des solutions, il faut et il suffit que z > 0 et y # 0. Nous avons
alors :
=_ Vz

7= VT
Tl

Yy=y

Il faut distinguer deux cas selon le signe de y. Si y > 0, comme le cas x = 0 est déja traité et
(z,7) € I, nous obtenons :

(@) =) = {

vV

1
0<Z<Me&0< Y ="<rle —Vr<y<nr
Yy r1
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Nous définissons alors le cylindre Cs par :

1
Cy = {(xvy) ER%z>0et —/r<y< 7’2}
1
La fonction inverse est donnée par :

V(m,y) € CQ’bil(xvy) = ( 7y)

x
Y
Nous obtenons que :

NG

V(IL’,y) € Cg,f(x,y) = fobo bil(x7y) =fo b((??fy) = y2(1 - 72)

Dans le cas ou y est négatif, nous notons C5 = {(x,y) ERLz>0et—1ry <y< ;11\/5} Nous

obtenons alors : -

V($,y) € Cg,f(.%,y) = y2(1 - ?)

Considérons ensuite la seconde branche de I’arbre. Nous devons résoudre dans R? ’équation

suivante :

x =72

y=7(1+7)
Ce systeme admet des solutions si et seulement si > 0. Dans ce cas, nous avons :

(e,9) = b(E.T) & (2.9) = @71 +7) © {

-1

Il
RS

< g

(@) =) = {

Comme (7,7) € I, T = \/x et x > 0, nous avons :

O<z<nm
—re <Y< 1o

S0<z<Vr(l—r)Vve<y<(1+r)Vve

Nous notons Cy = {(az,y) ERZO<z < riet (1—r)yz<y<(1+ rg)ﬁ}. En conclusion,

la transformation élémentaire inverse est donc donnée par :

V(z,y) € Co, b (z,y) = (Va, % - 1)

Nous obtenons que :

Y(z,y) € Cy, f(z,y) = fobob ! (z,y) :fob(\/i,%_l) :\/E(y_\/%)(yiﬁ—i-Q)

Vi Vi
Nous choisissons ensuite 71 et r9 de sorte que 1+ ro = % Cela nous permet de recoller les
cylindres Cy et C4 et ainsi de recouvrir notre pavé sur lequel f est définie. Nous pouvons par
exemple prendre ry = % et ry = %
Nous effectuons ces calculs a I’aide des autres branches. Finalement, nous obtenons la décomposition
cylindrique suivante :

Ci = {(z,y) € R*z =0}

02_{($,Q)ER2;ZL‘>Oet %\/E<y<%}

O3 ={(x,y) ER* x>0 et 21/z <y < 3/}

Ci={(z,y) €R%z>0et 3Lz <y < iy}

Cs = (x,y)GRQ;x>Oet _73\/§<y<—71\/§}

CG—{(x,y)ERz;x<Oet_71<y<—73\/5}

Cr={(z,y) eER¥z < 0ety > 3y/—a}

Cs ={(z,y) e R{z <0et F2y/—x <y< 3=z}
(z,y)

ER%z<0ety < F2y/—x}
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Et nous avons :

V(z,y) € Ch, flz,y) =42

V(x,y) € CyUCsUC7yUCCy, f(x,y):yZ( _y%)

V(z,y) € C4UCs, fla,y) = o(L —1)

v(z,y) € s, flay) = Valy — Vo) (Lo +2)
V(z,y) € Cs, f(.y) = —v/E(y + V) (- 5L 1 2)

2.8 La verticalité

Nous allons démontrer dans ce travail un théoreme de préparation qui nous servira a la
résolution des équations. Dans ce cadre, le retour aux variables initiales revét une importance
particuliere. Pour mieux le comprendre, nous nous placons dans une configuration particuliere.

Soit une fonction f € Co. En conservant la convention de notation des variables adoptée plus
haut, nous avons :

f(z,y) =bf(Z,7)
Pour illustrer notre propos, nous supposons ’équivalence suivante :

bf(z,y) =0 &7y =0(X)

avec 6 une fonction de C;. Pour obtenir une équivalence similaire sur les variables initiales, il est
nécessaire de controler leur évolution. En effet, s’il existe une fonction o € C; telle que b = ¢,

nous avons : - .
@ =@ & { 5210 L

z —a(y)
Y

< g
I

Nous avons alors :

f(,y) =0&bf(7,7) =0 7=0T) ©y=0z—ay))

L’équation finale ne nous permet pas de résoudre 1’équation. Nous voyons qu’il est nécessaire
que la variable T ne dépende pas de la variable y.

Définition 2.23 Soit T un arbre complet. Nous dirons que T conserve la verticalité de la
variable y si et seulement st pour toute branche b = b,...by de l'arbre nous avons la propriété
sutvante :

Pour tout i € {1,...,n — 1}, b; n’est pas une transformation de la forme b
avec a une fonction dépendant de la variable y.

X4 X
Y ou de la forme ty/

Concernant le découpage cylindrique, nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.16 Si b est une transformation élémentaire qui conserve la verticalité de y, alors,
pour tout C' un Ty-cylindre, b(C) est une union finie de Tp-cylindres.

Preuve : Nous considérons le cas d’un cylindre C défini a ’aide de deux fonctions ¢ et i de Ty,
et d’une base B par :

C= {(X,z» ER™LX € B, ¢(X) <y<w<X>}

Soit b une transformation élémentaire conservant la verticalité de y. Nous notons Cy le cylindre
obtenu & partir du diviseur de b. Selon la nature de la transformation b, nous distinguons
différents cas :
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Il existe un couple d’indice (i,7) € {1,...,n} et un réel A € R tels que : b = bii’xj. Nous
avons alors :

Co ={(X,y) € B;z; = 0}
Soit (X,y) € b(C)\Cp. nous savons qu’il existe (X,y) € C tel que : (X,y) = b(X,7).

Autrement dit, nous avons :

y=71, xj =T;(AN+T;) et Vk € {1, ...,n},k # J, T = xp,
ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :

(X,y) €b(C)\Co & 3(X,7) € B\Co,¢(X) <7 < P(X) et (X,y) = b(X,7)

x; x;
s o(xy, .., x—] — A @p) <y < YP(z, ..., xfj — A ey Tp)

(2 K3

Nous définissons les termes suivants :

— €T, €T,

V(X,y) € b(C)\Co, @(z1,...,20) = (21, ..., x—]—/\, o ) et (21, oy ) = W (21, -, x—]—)\,

i i
Nous avons alors :

b(C) = {(Xay) € Rn+1; (Xa y) S B\COa ¢(ZL‘1, 7'1"%) < y < @(mla a:l:n)} U CO

X, T4 o, 2 ,
En remarquant que b’ = , nous avons traité le cas de tous les éclatements selon
les variables X.

Il existe un indice ¢ € {1,...,n} et un réel A € R tel que b = b}""Y. Nous avons alors :

Zj,Tq
bO

Co= {(X,y) € B;x; :O}

Soit (X,y) € b(C)\Cy. Nous savons qu’il existe (X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7).
Autrement dit, nous avons :

y=Ti(A+7) et VkE € {1,...,n}, Ty =z
Ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :

(X,y) €b(C)\Co & 3(X,7) € B\Co,p(X) <7 < P(X) et (X,y) = b(X,7)

& M —-A<y< wECX) - A
Nous définissons les termes suivants :
_ X — X
V(X.y) € bONGh, B(x) = )y e o0 = )y

NOuS avons alOrS .
b(C) = {(X, y) € R™ (X, y) € B\Co, 3(X) < y < w<x>} U Co

Il existe o € C,,_1 ne dépendant pas de la variable y et un entier ¢ € {1,...,n} t(ique
b =t%i. Soit (X,y) € b(C). Nous savons qu’il existe (X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7).
Autrement dit, nous avons :

U=y, i =T+ (X)) et Vk € {1,...,n}, k # j, Tk = w1
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Ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :
(X,y) €b(C)\Co & 3(X,7) € B,¢(X) <7 <9(X) et (X,y) =b(X,7)
& (1, — (X)), x) <y < Y(ay, ., i — (X)), . z)
Nous définissons les termes suivants :
YV(X,y) €b(C), &(X)=d(x1,....x;—a(X),...,zn)et Y(X) = Y(z1, ..y zi —a(X), .y z)

Nous avons alors :
4E) = {(X.0) € BRI () € B.3(0X) < < T |

e Il existe un indice i € {1,...,n}, e € {—1;+1} et a € N tels que b = t;"*. Nous considérons
dans cette démonstration que ¢ = 1. L’autre cas offre un raisonnement identique. Nous
définissons les bases suivantes :

Bt = {(X,y> € B, 50} et B~ = {(X,y) € B,z <o}

Soit (X,y) € b(C). Nous savons qu'il existe (X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7). Autre-
ment dit, nous avons :
y=y, x; =3, et Vk € {1,....,n}, k # J, T =

Nous distinguons les cas selon la parité de a.
— Premier cas : « est impair. Nous avons alors :

1

T =T ST =1

Cela nous permet d’ecrire :
(X,y) €0(C) & 3(X,7) € B,¢(X) <7 <9(X) et (X,y) =b(X,7)
1 1
& P(x1, .l Tn) <y < P(T1, Tl Ty)

Nous définissons les termes suivants :

V(X y) €B(C), B(X) = S(21, e ooy @) 0t BX) = (@1, e T oo )

Nous avons alors :
4E) = { (Ko € R (Xp) € BAX) <y < B0 |

— Deuxiéme cas : « est pair. La fonction ¢t — t* n’est plus inversible sur R. Il nous faut
alors séparer les cas selon que (X,Y) appartient & BT ou B~. Nous obtenons alors les
termes suivants :

V(Xay) €B+7 gl(X

Ce qui nous donne :

U

bC) = {(X, y) € R (X,y) € BY,6)(X) <y < wlm}
{(X, y) € R (X, ) € BY,6,(X) <y < %(X)}
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o Il existe une fonction a € C, telle que b = t4. Soit (X,y) € b(C). Nous savons qu’il existe
(X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7). Autrement dit, nous avons :

y=7y+a(X)etVke{l,..,n}, 7 =1y
Ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :

(X,9) €b(C) « 3X,7) € B,¢(X) <7 <y(X) et (X,y) =b(X,7)
& o(X) +a(X) <y <y(X) + a(X)

Nous définissons les termes suivants :

V(X,y) €b(C), $(X)=¢(X)+a(X) et P(X) = (X) + o(X)

Nous avons alors :
©) = { () € R () € B.300 <y < B0 |
Dans tous les cas, 'image d’un cylindre est une union finie de cylindre.o

Par ailleurs, nous aurons besoin d’enchainer les suites de transformations élémentaires. Or,
si deux suites b1 et by de transformations élémentaires conservent la verticalité, la composée
ne la conserve en général pas. Nous devons donner une définition plus restrictive pour pouvoir
composer nos transformations.

Définition 2.24 Soit b = by o ... 0 b, une suite de transformations élémentaires. Nous disons
que cette suite conserve strictement la verticalité de la variable y si :

Pour tout i € {1,...,p}, b; n’est pas une transformation de la forme b2Y ou de la forme to! avec
a une fonction dépendant de la variable y.
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Chapitre 3

Normalisation

Nous avons vu qu’a chaque fonction f € C,, nous associons une série formelle f € R[[X]],
son développement de Taylor a l'origine. Dans ce chapitre, nous allons travailler sur ces séries
formelles associées aux fonctions et reprendre le processus de normalisation des séries démontré
dans l'article de J.P. Rolin, P. Speisseger et A.J. Wilkie [32]. Nous sélectionnons 1'une des
variables qui jouera alors le role de variable dite verticale. A partir de la, nous transformons
a 'aide de transformations élémentaires formelles la série pour la normaliser. Nous utiliserons
I’hypothese de quasi-analycité pour montrer que la fonction associée est elle aussi normalisée.
Nous commencerons ce chapitre en justifiant le théoreme de préparation dans le cas des fonctions
d’une et de deux variables.

3.1 Cas de deux variables

Nous détaillons dans cette section 'intégralité de la démonstration du théoreme de préparation
pour les fonctions de 'algebre dans le cas de deux variables.

Nous considérons une fonction non identiquement nulle f € Cy de notre algebre définie sur
un pavé B = I x J. Nous écrivons son développement en série de Taylor en O :

flay) = yai()
=0

avec pour tout i € N, @;(x) une série formelle d’une seule indéterminée x.Nous avons démontré
dans le chapitre précédent que, pour tout ¢ € N, la série formelle @; correspondait & un germe
de lalgebre C,,, noté a;. Plus précisément, il s’agit d’'une dérivée partielle de f.

3.1.1 Cas d’une variable

Nous commencons par étudier la normalisation dans le cas de fonctions d’une seule variable,
car nous utiliserons cette normalisation dans la suite de cette section.
Nous considérons une fonction f de C;. En utilisant le développement de Taylor a I'origine, nous
savons qu'il existe une suite (a;);en de réels telle que :f(z) = 1% a;2'. Nous distinguons deux

cas :
e Nous supposons que ag # 0. Il apparait que f(0) # 0. La fonction est une unité dans C;.

e Nous nous plagons dans le cas olt ap = 0. Nous définissons 'ensemble E = {i € N;a; # 0}.
Il s’agit d’un sous-ensemble de N, il admet donc un plus petit élément ¢g. Nous avons
alors :

+oo +oo
flx) = Z a;x’ =z Z a;x' "

1=1g 1=1g
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Nous notons U(z) = ;Ofo a;x'~". Nous avons alors : f(x) = 290 (). La condition de

stabilité par division monomiale nous permet d’affirmer qu’il existe une fonction U € C;
telle que : (/U\) = U. De plus, nous avons : U(0) = U(0) = a;, # 0. La fonction U est donc
une unité de Cq. Par ailleurs, comme f: (@), d’apres la quasi-analycité, il existe r € R
tel que :

Ve el, f(z)=z"U(z)

Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 3.1 Si f € Cy, alors il existe un réel r €]0; 00|, un entier p € N et une unité U
dans Cq tels que :
Ve €]l —rr[, flzx)=2PU(z)

3.1.2 Etape 1 : mise a ’ordre d

Le but est de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit une fonction f € Cy. Il existe alors un entier d € N, un pavé I, de R?,
des fonctions ag, ...,aq_1 de C1, un entier n et une unité U € Co tels que :

d—1

V(w,y) € I, f(z,y) = 2" U (z,9)+ > y'aai(x))
=0

Nous dirons alors que la fonction f est d’ordre fini selon la variable y.

Preuve : Nous allons distinguer deux cas :
e Cas 1 : il existe igp € N tel que a;,(0) # 0, on peut alors écrire :

t0—1 o)
Fla,y) =) yiai@) +y° Y ai(z)y™
i=0 i=ig
Nous définissons les séries formelles suivantes :

[e.9] o0

Ole,y) = 3 aslaly'™ et Glay) =y 3 ala)y ™

i=io i=io
Daprt PN Péealité sui )
apres ce qui précede, nous avons 1’égalité suivante :

i0—1

=0

La fonction définie sur B par (z,y) — f(z,y) — 220261 y'a;(z) est une somme finie
d’éléments de ’algebre Co, elle appartient a cette algebre. L’hypotheése de quasi-analycité
nous permet alors de conclure qu’il existe une fonction g élément de I’algebre Co telle que
(9)=3. L

En outre, nous avons 1'égalité g(x,y) = y*°U(z,y) et g € Ca. D’apres I'hypothese de quasi-
analycité, nous en déduisons qu’il existe U élément de Cs telle que (/U\) = U. De plus, nous
savons que U(0) = a;,(0) # 0, la fonction U est donc une unité dans Cs.

Nous avons donc obtenu qu’il existe une unité U dans Cs telle que :

—

i0—1 i0—1
Flan) = X vfasta) + 970 w) = (3 viaste) + 50U (o))

=0 1=0
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D’apres I’hypothese de quasi-analycité, nous savons qu’il existe un pavé I, tel que :

i0—1

V(:L‘ y) € Iraf x y Z y az +yZOU(x y)

La fonction f est d’ordre fini en y.

Cas 2 : pour tout i € N, a;(0) = 0. Nous écrivons le développement de Taylor de la
fonction a;. Autrement dit, il existe une suite de réels (a; ;) jen= telle que :

oo
ai(z) =) a0’
i=1

Pour tout ¢« € N, on considere 'ensemble E; = {j € N*;q;; # 0}. Cet ensemble est soit
vide, mais alors, d’apres ’hypothese de quasi-analycité, la fonction a; est identiquement
nulle, soit non vide et admet donc un plus petit élément que ’on note «;. En outre,
Iensemble F' = {ay;i € N} n’est pas vide, car f n’est pas identiquement nulle, et il est
inclus dans N*. Il admet donc un plus petit élément «;,. Il en résulte :

Zy Zazg:ﬂj—w“’ozy Zaux] o

=0 J=1 Jj=a;

D’apres la définition de «;,, nous savons que, pour tout entier naturel ¢« € N, a;, < ;.
En conséquence, nous avons, pour tout entier j > «;, j — oy, € N. Pour tout ¢ € N, nous
définissons la série formelle suivante :

o
=D aigal %o

Jj=a

Comme, pour tout 7 € N, nous avons ’égalité a; = 3:0‘1'03 et que a; € Cp, d’apres la
condition (C'7) de stabilité par division monomiale, nous ‘pouvons conclure que, pour tout
1 € N, il existe une fonction b; dans notre algebre C; avec (b ) = b Par ailleurs, nous avons
bi, (0) = i s, # 0, nous en concluons que b;, est une unité dans C;.

Nous avons alors :

io—1
Fla.y) = 2% ( > ybila) +y° Z v )
=0 =10
Nous définissons les séries formelles suivantes :

[e.o]

y) =3 Bil@)y' 0 et §la,y) = 2oy U, y)

=10

Nous avons alors :
io—1

g(z,y) = f(=, O”OZyb

La fonction = — f(z,y) — x%o Efo 01 y'b; () est une somme finie de produits de fonctions
de Cy, elle appartient donc a Cg Autrement dit, il existe g un élément de Cy tel que :
(g) g. Comme g = wo‘zoy’OU I’hypothese de stabilité par division monomiale nous
permet de conclure qu’il existe une fonction U appartenant a Cy telle que : (/U\) =U. Or
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U(0) = iy (0) = @iy ,a;, # 0, donc U est une unité dans Cs.
Nous avons obtenu 1’égalité suivante :

flz,y) = <m§:1yb )+ U (, y))

D’apres la quasi-analycité, nous savons qu’il existe un pavé I, tel que :

i0—1
V(z,y) € I, flz,y) = (Zyb ) +y"°U (x, y)>

Dans tous les cas, nous avons montré qu’il existe un entier d € N, un pavé B’, des fonctions
ag, -, ag—1 € C1, n € N et une unité U € Cs tels que

d—1 4
V(z,y) € B', f(z,y) =a" (ydU(x, y) + Zyzadi(x)> ©

1=0

Nous dirons que la fonction f a été mise a ’ordre d.

3.1.3 Etape 2 : chute de 'ordre

Dans cette étape, nous commencons par supposer que la fonction a; n’est pas identiquement
nulle et que f est d’ordre d, alors % est d’ordre 1. Nous appliquons a cette dérivée partielle le
théoreme des fonctions implicites selon lequel il existe une fonction de I'algebre « et un voisinage
V' de 0 tels que :

d—1
Vo eV, gyd_{(w,a(x)) =0

Nous effectuons alors la transformation de Tchirnhausen : t4. f se transforme en une fonction

t4 f qui reste d’ordre d, mais qui n’a plus de terme de degré d — 1. Nous avons obtenu qu’il existe
un pavé I, :

V(z,y) € I, thf(zy) = y'U@y) + )y ai)

IS

= yU@,y)+ )y 2™ Ui(x)
=2

La deuxieme égalité provient du fait que le théoréme de normalisation 3.1 en une variable
s’obtient sans effectuer de transformation élémentaire. Nous effectuons alors la ramification
| RN N . o e . . .

z — % de maniere & rendre les puissances de x divisibles par tous les entiers compris entre 2
et d.

Nous considérons 'ensemble £/ = {%¢;i = 2,...,d}. Remarquons tout d’abord que grace a la
ramification précédemment effectuée, nous savons que £ C N. Il admet un plus petit élément. Il
correspond a un indice que nous notons ig. Dans le cas ol il y aurait plusieurs choix possibles,
nous choisissons 'indice le plus petit possible. Par ailleurs, pour tout i € {2, ..., d}, nous avons :

—~>1len>ien —i>0
)

Nous allons procéder a des éclatements pour faire diminuer ’ordre. Il nous faut considérer trois
cas :
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e Nous effectuons le changement qui correspond a bf’y sur la série formelle avec A € R*, ce
qui donne :

bx’y(tyf)@ y) = 2\ +y)U(x,z(\+y)) +Z A+ )i A= (1)
=2
d d
= xd(Z (f) )\iyd_iﬁ(l‘,x()\ +y)) + Z(}\ + y)d_zl'n’_zﬁl(l'))
=0 i=2

- [yd_l(y L d)T(z,2(A+y)) + Ed: <<f> Nyt U (2, 2(A +y))

=2

+ A+ y)dix"iiﬁi(x)ﬂ

Nous notons g la série formelle située entre les crochets. Par '’hypothese de stabilité par
division monomiale, nous savons qu’il existe une fonction g € Cs telle que (g) = g. Il existe
donc un pavé I, tel que :

n; d n
_ d—1 ; i, d—1 Zlo
V(z,y) € Iy, g(z,y) = y* (y+dU(xz,z 0 (A+vy)) —l—Z(( ))\ U(z,z 0 (A +1y))
=2

LA TR U >>

g

En remarquant que ((y + d)U(z,x 0 (A4 y))) (0) = dU(0) # 0, nous pouvons conclure

que g est d’ordre d — 1.
e Nous effectuons I’éclatement b%Y. Nous avons alors :

d
VS @ y) = y'Ueyy)+ Yy 2" Tiy)
i=2
d
= yd<U(:vy y)+ Yy ”’U(:vy)>
=2
Nous notons V la série formelle donnée par :
V(z,y) =Ul(zy,y) + Zy"ﬁlxm Ui(yz)
i=2

Si b est la sulte de transformations élémentaires déja effectuées, nous avons fob € Co

et f ob= y 0 V(x y). L’hypothese de stabilité par division monomiale nous permet de

conclure qu'il existe V' € Cs telle que (V) V. Comme, de plus V(0) = V(0) = U(0) # 0,
V' est une unité de Cy. Nous utilisons ’hypothese de quasi-analycité pour justifier qu’il
existe un pavé I, de R? tel que :

V(x,y) € IT27 bf(xay) =Y WU(a:ay)

Dans ce dernier cas, l'ordre n’a pas chuté, mais nous avons obtenu immédiatement la
normalisation de notre fonction. Le processus s’arréte donc a cette étape.
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e Nous effectuons I’éclatement bg’y sur la série formelle. Nous obtenons :

d
btz y) = yaU(z,ay) + >y eI ()

i=2
o~ d . . A
= 24 (ydU(x, xy) + Z ydlxnilUi(x))
i=2

= 2%z, y)

Comme byYt? f est un élément de Ca, hypothese de stabilité par division monomiale nous

permet de conclure qu’il existe une fonction g € Cy telle que : (g) = g. De plus, nous

avons :
d

9(x,y) =y U(z,2y) + > y* 2™ ' Ui()
=2

En utilisant la quasi-analycité, nous savons qu’il existe un pavé I, tel que :

d

V(@,y) € Iy, 9(x,y) = y'U(z,zy)+ >y 2" Ui(x)
=2

10
=yt (yiOU (@, 2y) + Y yi“ﬂf"”@(l‘))
i—2
d . .
+ Z yd_lq:”"_zUi(:v)
i=i0+1

Il faut distinguer deux possibilités.

n n

(1 s My 0

Premier cas : n;, = ig. Comme <yiOU(:1:, z 0 y)+30, yio*"acl(Tf i0 )Ui(:):)> (0) = Ui, (0) #

0, la fonction obtenue est d’ordre d — 4.

Deuxiéme cas : n;, > ig. Nous définissons l'entier a(ta f) = min{ni;i €{2,.., d}} Nous
voyons que «(g) = min{ni — i € {2,...,d}} < a(f). Nous effectuons a nouveau la

transformation élémentaire : 7 = {Ei’y; A€eRU {oo}} Nous remarquons tout d’abord

que, pour tout ¢ € {2, ...,d}, nous avons :

—>1le 225022
i i
En reprenant les calculs ci-dessus, nous voyons que soit la série est normalisée, soit ’ordre

a chuté, soit nous obtenons une série :

d

91(x,y) = YUz, a%y) + >y ™2 Ui(x)
=2

Nous avons alors : a(g1) < «(g). Sinous continuons notre processus, nous construisons une
suite d’entiers a(g;) strictement décroissante. Nous savons alors qu’a partir d’un certain
moment nous aboutirons & 0. Dans ce cas, 'ordre a chuté.
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En conclusion, nous voyons qu’a l'aide de transformations élémentaires, il est possible soit
de normaliser notre fonction, soit de se trouver en présence d’une fonction d’ordre inférieur.

Remarque 1: L’exemple qui suit sert a comprendre I'intérét de la transformation de Tch-
nirhausen. On consideére la fonction f € Co définie par :

V(z,y) € B, f(z,y) = y* — 2yz — 2*(1 + 2)

Comme elle est polynomiale, il s’agit d’une fonction de Co d’ordre 2. Supposons que 1’on effectue
la transformation y = x(1 4 7), on obtiendrait le résultat :

flay) = (x(1+79)* —20°(1+79) — 2°(1 + 2) = 2*(7° — )

On constate que l'ordre n’a pas chuté, ce qui tient au fait que les monomes de degré 1 en y
s’annulent. Si, en revanche, on effectue la transformation de Tchirnhausen y = 7 + = avant
I’éclatement, on obtient :

fley) =@+ —22@F+2z)—2*(1+2) =7 —2°(2+2)

Puis,
fa,y) = (@(1+7)° 2?2+ 2) =2*(-1+ [§)* + 2y + 2)

On constate que cette fois, 'ordre a bien chuté. Dans ’exemple étudié ici, si nous n’effectuons
pas de transformation de Tchirnhausen, il suffit de recommencer un éclatement pour faire chuter
I’ordre. Mais si on considere la série formelle :

Flay) =y*—23 aly+ (D a')?
=1 =1

il est possible de réaliser une infinité de fois I’éclatement y = xy sans jamais faire chuter ’ordre.
On montrera par la suite que ce cas de figure se produit du fait que la fonction f est déja sous
la forme voulue. En effet, dans cet exemple, on a :

\V/($,y) € B,f(x,y) = (y - Z$Z)2
i=1

3.1.4 Etape 3 : récurrence sur ’ordre

Soit f € Cy. Nous avons démontré en conclusion de 1’étape 1 qu’il existe un polyrayon
re (R1)2, des fonctions a, ag, ...,a4—1 € C1 et une unité U € C,y tels que

d—1

V(z,y) € I, f(z,y) = a(@)(y'Ulz,y) + Y y'aai(x))
=0

Nous effectuons un raisonnement par récurrence sur l’ordre pour montrer que pour tout germe
f € Co, il existe un arbre complet 7 tel que pour tout changement de variable élémentaire b € T,
il existe un entier p € N, une germe « € C;, m un monome de la variable x et U € Co une unité
tels que :

bf(z,y) = (y — a(z))Pm(X)U(z, y)

Initialisation : si d = 0, alors la fonction f s’écrit : f(x,y) = a(x)U(x,y). D’apres le
théoreme 3.1, nous savons qu’il existe un réel r €]0; +o00[, monéme m de la variable x et une
unité V € C; tels que :

Ve € I, a(z) =m(X)V(z)
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La fonction f est donc écrite comme le produit d’'un monoéme de la variable x et d’une unité.
Elle est sous une forme réduite.

Hérédité : nous supposons la propriété vraie jusqu’a l'ordre d. Nous considérons un germe
f € Cs tel qu'il existe des fonctions a, ag, ..., aq € C1 et une unité U € Cy vérifiant :

d

fa,y) = a(@) (™ U(,y) + > ylaa-i(x))
=0

Nous définissons la fonction g € Cy par :

d

g(@,y) =y U@, y) + ) v'aq—i(z)
i=0

Nous appliquons I’étape 2 de chute de l'ordre, il existe donc un arbre formel de transformations
admissibles ’7A'1 tel que l'ordre de g a chuté. Soit by € Tq, d’apres ’hypotheése de récurrence
appliquée a la fonction b1g, nous savons qu’il existe un arbre complet 7;, de transformations
élémentaires tel que, pour tout bs, il existe un entier p € N, une fonction a € C1, m un monéme
de la variable T et U € Cy une unité tels que :

babig(z,y) = (y — a(x))"m(X)U(z,y)

Nous définissons ’arbre admissible : 7 = {bgbl; bp €eTietby €Ty, } Alors pour tout b = byby €

T, nous avons :

bobi f(z,y) = boby (a(w)g(fc,y)>

= babi(a(x)) x bab1(g(z,y))
= bobra(z)(y — a(z))"m(X)U(z,y)

Or bybia étant une fonction d’une seule variable, nous avons vu d’apres la proposition 3.1 qu’elle
se normalise sans effectuer de transformation. Nous obtenons donc :

babi f(z,y) = (y — a(z))Pm/(X)V (z,y)

Comme les arbres construits sont tous de hauteur finie, d’apres le théoreme 2.14, il existe un
sous arbre complet S fini tel que pour tout b € S, il existe un entier p € N, une fonction o € Cq,
m un monodme de la variable x et U € Cs une unité tels que :

bf(z,y) = (y — afx))’m(X)U(z,y)
Conclusion : Nous avons démontré la proposition suivante :

Proposition 3.3 Soit f € Csy, alors il existe un arbre complet T fini tel que pour tout b € T ,il
existe un entier p € N, une fonction a € C1, m un monome de la variable x et U € Cy une unité
tels que :

bf(x,y) = (y — af2))!m(X)U(z,y)

3.2 Normalisation

3.2.1 Définition

Définition 3.1 Une série [ € R[[X]] est dite normale s’il existe r € N™ et U une unité de

~

R[[X]] tels que f(X) = X"U(X).
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Remarque 2: si 7 = (r1,...,7,) € N” est un multi-indice, on note |r| = >"" | r;.

Lemme 3.4 Soz'gnzfl et fo deuz séries formelles de R[[X]] etio € {1,...,n}. Si le monome x;,
divise le produit fifo, alors il divise l'une des deux séries.

Preuve : Comme z;, est fixé, nous noterons R;,[[X’]] 'ensemble des séries formelles de R[[X]]
dans lesquelles aucun monéme ne contient z;, et R;,[[X]] 'ensemble des séries de R[[X]] dont
tous les monomes contiennent la variable x;,. Nous scindons nos sériesfl et fg en deux parties :
'une étant constituée par des monomes contenant I'indéterminée z;, et 'autre par tous les autres
mondémes. Nous écrivons alors qu'il existe des séries (g1, g2) € (Ry, [[X]])? et (h1,h) € Ri, [[X]]
telles que : L R

fi=hi+giet fo=ha+9o

Par définition de R;,[[X]], il existe deux séries formelles g} et g5, de R[[X]] telles que :
g1 = Tiy Gy et Go = Ty Gy

Nous avons alors :

~ o~

fife = (hi+2i,8) (ha + i, 3b)
= hiho + ziy(h1gy + hag) + iy 01G5)

Comme, par hypothese, z;, divise le produit flfg, on sait qu’il existe une série fe R[[X]] telle
que : fif2 = x;,f. Nous obtenons alors :

hihy = x4 (f — (higy + h2gy + 24,9195))

Or, par définition de R;,[[X']], ni T ni hy ne contient 'indéterminée Ti,, le produit des deux est
divisib