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déplacer mais surtout pour avoir lu et critiquer de manière pertinente mon travail pour pouvoir en améliorer la
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3.2.6 Effet de l’inhomogénéité des champs magnétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.7 Effet du radiation damping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55



6 Table des matières

3.3 Contrôle en temps minimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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5.2 Introduction du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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6.1.1 Cas du temps minimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
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Chapitre 1

Introduction

Ce manuscrit présente une synthèse des activités de recherche que j’ai pu mener durant ma thèse au

laboratoire Interdisciplinaire Carnot de Bourgogne à Dijon. Ce travail est centré sur le développement

de nouvelles techniques de contrôle optimal et leurs applications à la dynamique quantique de système

s’étendant de la physique moléculaire à la résonance magnétique nucléaire.

L’application de la théorie du contrôle optimal [1, 2] regroupe un nombre de sujets et de do-

maines extrêmement vastes. L’économie, la mécanique spatiale et aérospatiale ainsi que la mécanique

quantique, pour n’en citer que quelques-uns, constituent déjà un éventail très large du sujet.

Le contrôle en mécanique spatiale [3] a pour but le contrôle des trajectoires des objets artificiels

en mouvement dans l’espace, par exemple le contrôle optimal du transfert orbital d’un satellite. L’ap-

plication de la théorie du contrôle optimal dans ce domaine a donné lieu à de nombreux résultats

de contrôle [4, 5] et à la création d’outils extrêmement précis et performants [6]. De nombreux outils

utilisés dans ce domaine font partie du contrôle géométrique. Ici, géométrique signifie qu’une ana-

lyse géométrique du problème est réalisée pour analyser la structure de l’ensemble des extrémales du

problème. Cette analyse donne, en général, beaucoup d’informations lorsque le nombre de degrés de

liberté du système est petit. Si ce dernier est trop grand, il faut alors envisager une méthode purement

numérique. Le développement de tels outils de contrôle optimal est crucial car le coût financier de

l’envoi de charge utile dans l’espace est de l’ordre voir supérieur à 10000¤/kg, tout en sachant que

le poids d’un satellite dépasse souvent une tonne. Il est alors facile de comprendre que le changement

d’orbite d’un satellite coûte très cher. De plus, il est en général impossible ou trop cher de realimenter

un satellite en combustible. Sa durée de vie est alors limitée par son usure mais aussi par la quan-

tité de carburant qu’il embarque. Il est alors nécessaire d’utiliser la théorie du contrôle optimal pour

minimiser le coût de l’envoi du satellite dans l’espace, ainsi que sa consommation de carburant dans

l’espace, pour prolonger sa durée de vie.

En parallèle, le contrôle quantique dans les systèmes atomiques et moléculaires est apparu durant

les années 80 [7, 8]. C’est vers la fin de cette période qu’est apparu pour la première fois le contrôle
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optimal dans cette communauté [9]. Il faut distinguer deux grandes catégories de problèmes suivant le

temps caractéristique de contrôle. Pour des systèmes atomiques et moléculaires en phase gazeuse dont

on cherche à contrôler la dynamique électronique, vibrationnelle ou rotationnelle, le temps typique

d’un laser de contrôle sera de l’ordre de la nanoseconde à la femtoseconde. Dans les systèmes de

résonance magnétique nucléaire dans lesquels le spin nucléaire est contrôlé, le temps caractéristique du

contrôle sera de l’ordre de la microseconde à la seconde. Ces deux temps caractéristiques entrâınent

des contraintes différentes dans ces deux domaines.

Dans le premier cas, cette courte durée nécessite un contrôle par champ laser rapide voire ultra-

rapide et une modulation directe, c’est-à-dire temporelle, du contrôle n’est alors pas envisageable.

Les dispositifs électroniques ne peuvent généralement pas répondre plus vite que la nanoseconde. Il

faut alors recourir soit à des stratégies de contrôle simples constituées de une ou plusieurs impulsions

de courte durée dites ”kick”, soit à des techniques dites de pulse-shaping dans lesquelles le spectre

de l’impulsion est mis en forme à l’aide de réseaux et de masques à cristaux liquides pour contrôler

sa forme temporelle. Dans ce cas, des méthodes heuristiques comme les algorithmes génétiques sont

utilisées afin de trouver un contrôle adéquat [10]. La solution est calculée itérativement. Ces méthodes

ont l’avantage de pouvoir être utilisées directement expérimentalement, c’est-à-dire que la dynamique

n’est pas simulée numériquement mais la mesure expérimentale sert de coût à optimiser. C’est ce que

l’on appelle des expériences en boucle fermée, le système apprend par lui-même quelle solution est la

meilleure. Cela constitue une différence majeure avec le domaine de la mécanique spatiale dans lequel

il faut nécessairement connâıtre une solution à l’avance. On appelle ce type de contrôle des contrôles

en boucle ouverte. En général, il est tout de même nécessaire d’utiliser des méthodes de feedback pour

stabiliser le système. Cela permet également d’éviter, par exemple, qu’une erreur de trajectoire due

à des perturbations devienne dominante. C’est sans doute une des raisons pour laquelle des outils

précis et efficaces ont surtout été développés dans le cadre de la dynamique spatiale où l’erreur doit

être minimisée pour éviter un coût financier important, contrairement à la dynamique quantique pour

laquelle des outils plus simples ont été utilisés jusqu’à présent. Une autre raison est liée aussi, bien

évidemment, à la taille du système. En mécanique spatiale, le nombre de degrés de liberté est en général

assez limité tandis que pour un système quantique le nombre de niveaux peut être gigantesque, et dans

ce cas, les méthodes de contrôle utilisées en mécanique spatiale telles que le contrôle géométrique ne

sont pas applicables.

Dans le second cas, une mise en forme directe est possible et permet alors de générer des variations

instantanées du contrôle (comparées au temps caractéristique du système). De la même façon qu’en

mécanique spatiale où la direction de poussée pourra commuter en éteignant un moteur et en allumant
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un second, le temps de cette commutation est instantané comparé au temps caractéristique d’évolution

du système. Dans un système de résonance magnétique nucléaire (RMN), le temps caractéristique de

contrôle sera de l’ordre de la seconde et dans ce cas, les dispositifs électroniques peuvent être utilisés

pour effectuer la mise en forme du contrôle car ils peuvent réagir suffisamment rapidement. Il faut

remarquer que des commutations rapides, dites bang-bang, qui seront rencontrées dans le cadre du

contrôle optimal avec une borne sur le champ, sont utilisables dans un appareil de RMN commercial.

Le contrôle quantique recouvre un très grand nombre de sujets. Cela passe du contrôle atomique

et moléculaire, par exemple la rotation moléculaire [11, 12], en passant par le contrôle de systèmes su-

praconducteurs [13] jusqu’aux systèmes de spins en résonance magnétique nucléaire [14] et en Imagerie

par Résonance Magnétique (IRM). Un large champ d’applications potentielles est donc envisageable

en passant de la métrologie pour les supraconducteurs jusqu’à la médecine pour les systèmes de spins

en IRM.

Il ne faut pas perdre de vue que l’objectif du contrôle optimal est de trouver une forme de contrôle

qui sera solution d’un problème réel et implémentable expérimentalement. Il faut donc que le résultat

obtenu soit réaliste pour pouvoir envisager de le tester expérimentalement. Pour cela, il faut respecter

plusieurs contraintes. La première est la précision du modèle théorique. En effet, lors de la dérivation

du modèle de nombreuses approximations peuvent être effectuées. Il est également nécessaire que les

paramètres utilisés dans le modèle pour décrire l’interaction entre le système et le contrôle soient

connus théoriquement ou expérimentalement. Finalement vient la question du temps caractéristique

du contrôle et donc de la possibilité de le générer expérimentalement. Si ces différents critères sont

réunis il est alors envisageable de pouvoir utiliser les résultats de contrôle optimal expérimentalement.

Dans le but de pouvoir envisager des expériences, les trois exemples suivants ont été retenus dans

ce manuscrit. Le premier correspond à la dynamique des spins en phase liquide dans une expérience de

RMN. Ce modèle est pratique car la fréquence propre des noyaux de spins 1/2 ainsi que les paramètres

dissipatifs sont généralement bien connus. De plus, l’équation de Bloch permet de prédire avec beau-

coup de précision les résultats expérimentaux. Le second modèle correspond à la rotation moléculaire

en phase gazeuse. Les paramètres sont bien connus expérimentalement, et/ou théoriquement, indui-

sant un bon accord théorie/expérience. Les deux sujets ont déjà été très étudiés du point de vue du

contrôle mais pas nécessairement du point de vue du contrôle optimal, et notamment des méthodes

géométriques. Le dernier modèle que l’on considèrera correspond à un condensat de Bose-Einstein

dans un double puits de potentiel. Dans ce cas, le but sera d’utiliser le contrôle optimal pour générer
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une superposition d’états plus rapidement que les solutions existantes dans la littérature [15].

De plus, l’application du contrôle optimal en dynamique quantique nécessite de pouvoir calcu-

ler l’évolution dynamique du système en un temps raisonnable. En effet, les algorithmes numériques

de contrôle optimal nécessitent un grand nombre de propagations pour construire la solution finale,

ce qui rend ce dernier critère particulièrement crucial. Il faut également se poser la question de la

contrôlabilité du système. Basiquement ce concept permet, en utilisant la forme de la dynamique libre

et de la partie d’interaction, de savoir si partant d’un point, il est possible de générer un contrôle dans

toutes les directions de l’espace du système. On peut également savoir si l’état initial et l’état final

requis évolues dans le même espace, autrement dit si l’état cible est accessible depuis l’état initial.

L’étude de la contrôlabilité permet de savoir si une solution au problème de contrôle existe, mais elle

ne nous dira rien sur la forme de cette solution. Il s’agit donc seulement d’une étude préliminaire avant

l’application des outils de contrôle optimal.

Cette thèse aura pour but d’appliquer des méthodes de contrôle novatrices issues en partie de

la mécanique spatiale à des systèmes quantiques mais également de proposer des solutions originales

à des problèmes de contrôle quantique dans lesquels seules des réponses intuitives ou qualitatives

existent. Un second objectif sera de développer de nouvelles méthodes et de nouveaux concepts dans

le contexte du contrôle optimal. Ce manuscrit sera organisé de la manière suivante : le premier chapitre

de cette thèse introduira les outils de contrôle optimal qui seront utilisés par la suite. On détaillera

notamment le principe du maximum de Pontryagin ainsi que le cadre mathématique qui permet de

faire une analyse géométrique des problèmes de contrôle optimal. Les différents outils nécessaires seront

présentés sommairement, c’est-à-dire que les notations seront allégées autant que possible et aucune

démonstration ne sera effectuée. Des algorithmes numériques seront également présentés et un parallèle

entre les points de vue géométrique et numérique sera fait afin de bien comprendre la différence entre

ces deux approches. Les chapitres suivants seront consacrés à l’application des outils de contrôle à des

systèmes quantiques.

Le second chapitre exposera les résultats obtenus dans le cadre du contrôle de la dynamique des

spins en RMN et IRM. Il débutera par une présentation détaillée du modèle physique puis présentera

les résultats obtenus pour saturer l’aimantation d’un spin dans une expérience de RMN. Saturer

signifie que l’on cherche à annuler une partie du signal expérimental pour en améliorer la qualité.

Une extension de ces résultats à une dynamique incluant des termes non-linéaires dus au processus de

mesure sera exposée. Pour terminer ce chapitre, nous passerons de la RMN à l’IRM en présentant les
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résultats obtenus dans le cadre de la maximisation du contraste entre deux milieux différents. L’idée

est de maximiser le contraste entre deux espèces présentes, par exemple dans le cerveau, en préparant

l’échantillon avant la mesure. Ceci améliora la lisibilité de l’image d’IRM obtenue.

Le troisième chapitre traite du contrôle de la rotation moléculaire. Il débutera par une introduction

au modèle physique décrivant la rotation des molécules et l’interaction avec le laser. Ensuite, une nou-

velle forme d’algorithme numérique sera présentée, elle permet de prendre en compte des contraintes

spectrales. Ce problème, et ce chapitre en général, permettent de mettre en avant la difficulté de la

mise en forme du champ de contrôle lorsque les durées caractéristiques du système deviennent trop

courtes. Un nouvel état où la molécule est confinée dans un plan de manière permanente est construit

ainsi qu’une méthode pour construire un champ de contrôle l’atteignant est également développée.

L’expérience implémentant la solution de contrôle obtenue est présentée.

Le quatrième chapitre, quant-à-lui, est consacré à l’étude de la création de superposition d’états ma-

croscopiques dans les condensats de Bose-Einstein à deux composantes en temps minimum. Cette étude

est très utile, car elle permet de trouver une nouvelle forme de contrôle implémentable expérimental-

ement, forme qui est optimisée par rapport aux solutions existantes dans la littérature. Cette étude

permet également de faire une connexion entre les méthodes géométriques et numériques. En effet, un

modèle semi-classique est considéré pour dériver une première forme de champ de contrôle à partir de

l’approche géométrique. Ensuite la solution obtenue est utilisée pour initialiser l’algorithme numérique

qui traitera le modèle quantique.

Le dernier chapitre permet de comparer la méthode de contrôle géométrique à d’autres méthodes

de contrôle. La première comparaison sera effectuée entre la méthode géométrique et la méthode

numérique GRAPE (GRadient Ascent Pulse Engeenering). La comparaison sera ensuite faite avec une

méthode de contrôle local. Cela permettra de mettre en avant les avantages et les inconvénients de

chacune des méthodes et également de discuter la façon d’envisager des combinaisons de celles-ci. Ce

chapitre s’appuiera sur des systèmes de RMN. Nous arriverons finalement à la conclusion qui permettra

de donner une perspective à ce travail pour tracer les futurs axes de recherches.

Ces trois années de recherche ont permis d’aboutir à l’ensemble des publications suivantes. Elles

sont classées en fonction de leurs affiliations aux chapitres.

Second chapitre :

– M. Lapert, Y. Zhang, M. Braun, S. J. Glaser and D. Sugny, Singular extremals for the time

optimal control of dissipative spin-1/2 particles, PHYSICAL REVIEW LETTERS 104,

083001 (2010)
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Résumé : La solution saturant en temps minimum un spin 1/2 résonant avec le champ et en

présence de dissipation est présentée. Cet article introduit dans la communauté du contrôle

quantique la notion de champ singulier appliqué à un cas physique concret simple. La solution

théorique est implémentée expérimentalement.

– M. Lapert, Y. Zhang, S. J. Glaser and D. Sugny, Towards the time-optimal control of dis-

sipative spin 1/2 particules in Nuclear Magnetic Resonance, JOURNAL OF PHYSICS

B (to be published)

Résumé : Cet article présente les détails de la solution de saturation en temps minimum d’un spin

1/2 résonant avec le champ et en présence de dissipation. L’application du contrôle géométrique

à ce type de système est présentée.

– Y. Zhang, M. Lapert, M. Braun, S. J. Glaser and D. Sugny, Time-optimal control of spin-

1/2 particles in the presence of radiation damping and relaxation, THE JOURNAL

OF CHEMICAL PHYSICS 134, 054103 (2011)

Résumé : Cet article généralise les résultats de la saturation mais cette fois en ajoutant des

termes non-linéaires dans la dynamique du spin qui sont liés à la mesure de l’aimantation. Les

solutions théoriques sont implémentées expérimentalement.

– B. Bonnard, O. Cots, S. J. Glaser, M. Lapert, D. Sugny and Y. Zhang, Geometric optimal

control of the contrast imaging problem in Nuclear Magnetic Resonance, submitted

to IEEE TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL

Résumé : Les résultats mathématiques du problème de contraste sont présentés ainsi que les

premières solutions obtenues. Le concept de pont est également introduit. Cette trajectoire

utilise un contrôle bang pour relier deux trajectoires singulières.

Troisième chapitre :

– M. Lapert, R. Tehini, G. Turinici, and D. Sugny, Monotonically convergent optimal control

theory of quantum systems under a nonlinear interaction with the control field, PHY-

SICAL REVIEW A 78, 023408 (2008)

Résumé : Nous développons une extension des algorithmes monotones pour traiter des problèmes

quantiques dont l’interaction n’est pas linéaire vis-à-vis du champ. La construction de l’al-

gorithme est générale et permet de retrouver le cas linéaire généralisé. Le cas de la rotation
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moléculaire est traité en exemple.

– M. Lapert, R. Tehini, G. Turinici, and D. Sugny, Monotonically convergent optimal control

theory of quantum systems with spectral contraints on the control fields, PHYSICAL

REVIEW A 79, 063411 (2009)

Résumé : Un algorithme monotone permettant de prendre en compte les contraintes spectrales

du champ de contrôle est construit. Cet algorithme est appliqué au cas de la rotation d’une

molécule.

– M. Lapert, E. Hertz, S. Guérin, and D. Sugny, Field-Free permanent molecular planar

alignment, PHYSICAL REVIEW A 80, 051403 (2009)

Résumé : Nous construisons le premier état rotationnel moléculaire avec une délocalisation pla-

naire en l’absence de champ. Des stratégies de contrôle optimal et des stratégies multi-impulsions

simples sont proposées.

– M. Lapert, S. Guérin and D. Sugny, Field-free quantum cogwheel by shaping of rotatio-

nal wave packets, PHYSICAL REVIEW A 83, 013403 (2011)

Résumé : Un protocole pour construire des états de rotation moléculaire en forme de roue dentée

est construit. Le qualificatif de roue dentée signifie que la densité de probabilité angulaire est

alignée simultanément selon n axes dans un même plan.

– Md. Z. Hoque, M. Lapert, E. Hertz, F. Billard, D. Sugny, B. Lavorel, and O. Faucher, Obser-

vation of laser-induced field-free permanent planar alignment, PHYSICAL REVIEW

A 13, 073001 (2011)

Résumé : Les résultats de Field-Free permanent molecular planar alignment sont impl-

émentés expérimentalement au cas de la molécule CO2. Une très bonne délocalisation planaire

est obtenue pour une température de 100K.

Quatrième chapitre :

– M. Lapert, G. Ferrini and D. Sugny, Optimal control of quantum superpositions in a

bosonic Josephson junction, submitted to PHYSICAL REVIEW A

Résumé : La construction d’une superposition macroscopique d’états dans un condensat de Bose-

Einstein à deux modes est réalisée. Le contrôle géométrique est utilisé pour construire une
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solution en temps minimum pour un modèle semi-classique. Cette solution est ensuite utilisée

pour initialiser un algorithme monotone et déterminer une solution optimale pour la dynamique

quantique. Ces résultats généralisent les méthodes de contrôle connues dans la littérature.

Cinquième chapitre :

– M. Lapert, Y. Zhang, M. Braun, S. J. Glaser and D. Sugny, Geometric versus numerical

optimal control of dissipative spin-1/2 particle, PHYSICAL REVIEW A 82, 063418 (2010)

Résumé : Une comparaison entre la méthode d’optimisation numérique GRAPE et les outils de

contrôle géométrique est effectuée. L’exemple de la saturation d’un spin 1/2 est utilisé. Nous

concluons cet article par différentes perspectives sur la complémentarité des deux méthodes et

sur les possibilités de couplage pour bénéficier de leurs avantages respectifs. Une implémentation

expérimentale efficace est effectuée pour minimiser l’énergie du champ dans le cas de la satura-

tion d’un spin 1/2.

– F. Mintert, M. Lapert, Y. Zhang, S. J. Glaser, D. Sugny, Saturation of a spin 1/2 particle

by generalized Local control, NEW JOURNAL OF PHYSICS 13, 073001 (2011)

Résumé : Une comparaison entre une méthode de contrôle local généralisée et les outils du

contrôle géométrique est effectuée. L’exemple de la saturation d’un spin 1/2 est utilisé.



Chapitre 2

Outils de contrôle optimal

2.1 Introduction

Ce chapitre présente les différentes techniques de contrôle optimal utilisées dans ce travail de thèse.

Toutes ces méthodes sont basées sur le principe du maximum de Pontryagin (PMP) qui est la version

mathématique la plus aboutie pour déterminer les trajectoires optimales d’un système contrôlé décrit

par des équations aux dérivées ordinaires. Elles peuvent se décomposer en deux grandes classes : les

approches géométriques et les approches numériques. Dans le premier cas, le but est de résoudre ana-

lytiquement (ou bien avec une très grande précision numérique) les équations optimales. L’utilisation

d’outils mathématiques issus de la géométrie différentielle ou de la mécanique hamiltonienne permet

d’obtenir des résultats d’optimalité locale ou globale, de déterminer la structure des trajectoires opti-

males (en terme d’arcs réguliers et singuliers) et d’obtenir les limites physiques d’un processus donné

(temps minimum pour réaliser un contrôle donné, efficacité maximale qui peut être obtenue en un

temps précis). Du fait de leur caractère géométrique intrinsèque, ces méthodes puissantes sont limitées

à des systèmes ayant un petit nombre de degrés de liberté. Pour des systèmes plus complexes, cette

approche est remplacée par des algorithmes itératifs purement numériques. Ces méthodes ont l’avan-

tage de donner des solutions à des problèmes extrêmement compliqués. Le prix à payer est alors une

perte d’information d’un point de vue physique et mathématique sur cette solution. Dans la littérature

du contrôle quantique, on distingue deux grands types d’algorithmes : les algorithmes monotones et

les algorithmes de type GRAPE (GRadient Ascent Pulse Engineering) qui se différencient par leurs

caractères séquentiel ou simultané.

Toutes ces méthodes et concepts, décrit seulement brièvement dans cette introduction, seront

détaillés dans ce chapitre. Nous prévenons le lecteur que nous ne présenterons pas dans ce chapitre

les différentes démonstrations établissant les propriétés du contrôle optimal. Le but est seulement

d’introduire de manière aussi claire et simple que possible les différents outils nécessaires pour aborder

un problème de contrôle optimal. Pour cette raison, seuls les résultats de la théorie du contrôle optimal

seront présentés. La rédaction de ce chapitre est plutôt destinée à un public de physiciens, la littérature



18 2. Outils de contrôle optimal

mathématique sur le sujet étant déjà extrêmement bien fournie.

La théorie du contrôle optimal traite en général de systèmes dont la dynamique est décrite par une

équation différentielle ordinaire. Dans le cadre du contrôle quantique, ceci correspond aux systèmes de

dimension finie, i.e. gouvernés par un Hamiltonien avec un spectre discret et possédant un nombre fini

de niveaux. Le traitement d’un problème de contrôle dont la dynamique est décrite par une équation

aux dérivées partielles est très différent d’un point de vue mathématique. Il ne sera pas abordé dans

cette thèse. Nous utiliserons une approximation à dimension finie pour étudier les systèmes dont

l’espace de Hilbert naturel est de dimension infinie. Ce point sera détaillé dans le cadre du contrôle

par champ laser de la rotation d’une molécule dans le chapitre 4.

2.2 Contrôlabilité des systèmes quantiques

Avant de s’intéresser à la résolution proprement dite d’un problème de contrôle optimal, une

première étape consiste à étudier la contrôlabilité du système considéré, i.e. déterminer jusqu’à quel

point il est possible de manipuler la dynamique du système.

Nous restreignons ce bref exposé aux systèmes quantiques dont l’espace de Hilbert est de dimension

finie. La question de la contrôlabilité en dimension infinie est beaucoup plus complexe et généralement,

seuls des résultats de contrôlabilité approchée peuvent être établis [16]. Dans ce cas, la cible ne peut

pas être atteinte exactement mais la distance entre l’état final et la cible peut être approchée avec

une précision arbitrairement petite. Des résultats de contrôlabilité exacte peuvent être obtenus en

dimension finie.

Nous considérons pour cela un système quantique décrit par un opérateur densité ρ̂, l’espace des

états étant un espace de Hilbert de dimensions N . Cet opérateur satisfait une équation de type

Liouville-von Neumann de la forme :

i
∂

∂t
ρ̂(t) =

[
Ĥ(t), ρ̂(t)

]
+ iL [ρ̂(t)] (2.1)

où le premier terme du second membre détermine l’évolution unitaire du système et le second corres-

pond à la partie dissipative. L est un opérateur agissant sur l’espace des matrices densité. Ĥ(t) est

l’Hamiltonien du système que l’on supposera de la forme :

Ĥ(t) = Ĥ0 + u(t)Ĥ1, (2.2)

où Ĥ0 est l’Hamiltonien libre du système et Ĥ1 l’opérateur décrivant l’interaction du système avec
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le champ. En l’absence d’effets dissipatifs, l’évolution du système est unitaire et l’opérateur densité

vérifie :

ρ̂(t) = Û(t, t0)ρ̂0Û(t, t0)
†, (2.3)

où ρ̂0 représente l’état initial du système et Û(t, t0) est l’opérateur d’évolution qui appartient au

groupe unitaire U(N). La contrainte sur l’évolution unitaire implique des restrictions importantes sur

les opérateurs densités qui peuvent être atteints à partir de ρ̂0 et cela indépendamment de Ĥ0 et Ĥ1.

En particulier, il faudra que les états initiaux et finaux aient les mêmes valeurs propres.

Considérons un système fermé sans dissipation. On dira que le système quantique est complètement

contrôlable si pour tout opérateur d’évolution Û , il existe un contrôle u(t) permettant d’atteindre

exactement Û en partant de l’opérateur identité 11. Rappelons que les opérateurs d’évolution satisfont :

i
∂

∂t
Û(t, t0) = Ĥ(t)Û (t, t0). (2.4)

Cette notion de contrôlabilité peut être reliée au groupe et à l’algèbre de Lie du système. L’algèbre de

Lie L est générée par les opérateurs anti-hermitiens i Ĥ0 et i Ĥ1 et le groupe de Lie se déduit de l’algèbre

par exponentiation. On peut alors montrer que le système quantique est complètement contrôlable si et

seulement si L = u(N), ce qui peut se vérifier en général assez directement en calculant la dimension de

L. Les systèmes quantique considérés sont généralement complètement contrôlables. Les systèmes non

contrôlables auront des symétries particulières comme cela peut être le cas de l’oscillateur harmonique

[17].

La situation est assez différente pour les systèmes dissipatifs. Peu de résultats sont connus dans ce

cas. Nous considèrerons uniquement le cas où dans l’équation (2.1), L est un opérateur de Lindblad

[18]. Dans cette situation, on peut montrer que les systèmes quantiques ne sont génériquement pas

contrôlables à cause d’une absence de contrôlabilité locale. L’évolution unitaire liée au contrôle ne

pouvant pas annuler l’effet de la dissipation qui est par essence non unitaire, l’opérateur densité ne

peut pas se déplacer dans toutes les directions de son espace des états. Cependant la dissipation peut

également avoir des effets positifs. Elle permet ainsi d’atteindre des états qui n’auraient pas pu l’être en

absence de dissipation comme par exemple des matrices densités ayant des valeurs propres différentes.

Pour les systèmes dissipatifs, la notion la plus importante n’est donc peut-être pas celle de contrôla-

bilité mais celle d’ensemble accessible qui représente l’ensemble des états atteignables à partir d’un

état initial ρ̂0 sous l’effet de contrôle u(t). Ce point sera détaillé dans le chapitre 3.
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2.3 Définition d’un problème de contrôle optimal

Nous rappelons dans cette section comment définir un problème de contrôle optimal pour un

système dynamique contrôlé. Pour ce type de système, se donnant un état initial et un état final, un

problème de contrôle consiste à modifier l’état du système à l’aide d’un paramètre externe dépendant

du temps, par exemple un champ laser, pour que le système atteigne l’état final. Dans la suite, on

utilisera le terme contrôle pour définir ce paramètre et son évolution temporelle. Un problème de

contrôle optimal est principalement défini par deux objets. Le premier est la dynamique du système 1

qui dicte son évolution temporelle. Le second est la fonctionnelle de coût. Elle s’exprime de manière

générale en une somme de deux termes, le premier étant un terme qui détermine la qualité de la

solution obtenue à l’instant final tandis que le second détermine la qualité de la solution le long de

la trajectoire suivie. L’objectif du contrôle optimal sera de déterminer un contrôle qui permet de

manipuler le système selon sa dynamique tout en minimisant la fonctionnelle de coût, c’est-à-dire

déterminer une solution ayant une qualité optimales. Mathématiquement, le problème se formule de

la façon suivante : 



C(x, u) = g(x(tf )) +

∫ tf

0
dtf0(x(t), u(t))

ẋ = f(x(t), u(t))

x(0) = x0

, (2.5)

avec tf la durée du contrôle qui peut être fixée ou non, x ∈ Rn l’état du système, f(x(t), u(t)) la

dynamique du système qui dépend de l’état du système et d’un paramètre u(t) qui dépend du temps,

u(t) ∈ U le contrôle avec U désignant l’ensemble des valeurs admissibles pour le contrôle. Comme son

nom l’indique, c’est le paramètre u(t), qui est externe au système, qui permet de piloter la dynamique

du système et l’évolution de l’état x(t). Dans le cadre des applications en contrôle quantique, on

pourra se limiter pour le contrôle à l’ensemble des fonctions continues par morceaux. Ce sont ce type

de fonctions qui sont implémentables expérimentalement comme nous le verrons dans le chapitre 4.

Ces contrôles sont à valeur dans un ensemble U ⊂ Rk où k désigne le nombre de composantes du

contrôle. Cet ensemble peut être soit ouvert tel que R soit un domaine fermé dans le cas où une borne

sur la valeur du contrôle est imposée. C’est le cas, par exemple, lorsque u(t) ∈ [−m,m]. Si le contrôle

appartient à ce dernier alors il est dit admissible. La fonction f(x(t), u(t)) gouverne la dynamique du

système 2 et g(x(tf )) est un coût terminal qui décrit la qualité finale de la solution, par exemple la

1. La théorie du contrôle optimal traite en général des systèmes dont la dynamique est décrite par une équation
différentielle ordinaire. Le traitement d’un problème de contrôle pour une dynamique décrite par une équations aux
dérivées partielles est très différent d’un point de vue mathématique. Il ne sera pas abordé dans cette thèse.

2. On suppose ici que le système est piloté par un unique contrôle réel u(t) mais il est possible de considérer le cas à
k contrôles réels.
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distance entre l’état du système au temps final et une cible xf . Enfin la fonction f0(x(t), u(t)) est un

coût dépendant du chemin qui peut par exemple décrire l’énergie utilisée pour contrôler le système.

Dans ce cas, f0(x(t), u(t)) = u2 et

∫ tf

0
dtf0(x(t), u(t)) correspond à l’énergie utilisée par le contrôle.

La fonction f0 peut également décrire la durée du contrôle si f0(x(t), u(t)) = 1 et

∫ tf

0
dtf0 = tf . Le

problème d’optimisation lui même s’exprime simplement de la façon suivante :

u = argmin(C(x, v)), (2.6)

u étant dans ce cas la solution minimisant le coût C(x, v) parmi les solutions réalisant v le contrôle

souhaité.

On constate que cette définition d’un problème de contrôle optimal est très générale et ne dépend

ni de la forme du coût considéré ni de la dynamique du système. En effet, des problèmes s’étendant

de l’économie jusqu’à l’aérospatiale en passant par le contrôle quantique peuvent être formulés de

cette manière. La théorie du contrôle optimal est une discipline transverse applicable à de nombreux

domaines.

Du point de vue de la terminologie, il est important également de définir les trois grands types de

problèmes que l’on peut rencontrer. Le premier est celui défini par le système (2.5) qui est un problème

de type Mayer-Lagrange. Un second problème que l’on traitera est le problème de type Lagrange. Dans

celui-ci, l’objectif final n’est pas de minimiser un coût mais d’aller exactement sur une cible donnée

tout en minimisant un coût dépendant du chemin emprunté. Le problème est alors le suivant :





C(x, u) =

∫ tf

0
dtf0(x(t), u(t))

ẋ = f(x(t), u(t))

x(0) = x0

x(tf ) = xf

. (2.7)

La dernière classe est formée par les problèmes de type Mayer. Ces problèmes ne cherchent pas à

minimiser un coût dépendant du chemin mais seulement à minimiser un coût terminal, la cible à

l’instant final n’est alors pas définie.





C(x, u) = g(x(tf ))

ẋ = f(x(t), u(t))

x(0) = x0

. (2.8)
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2.4 Contrôle géométrique

2.4.1 Introduction au Principe du maximum de Pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin (PMP) est une reformulation du problème de contrôle

optimal sous forme hamiltonienne [1, 2, 3]. Pour introduire le PMP, on choisit de traiter le problème

de contrôle optimal le plus général possible, c’est-à-dire sous la forme d’un problème de type Mayer-

Lagrange : 



C = g(x(tf )) + λ

∫ tf

0
f0(t, x(t), u(t))

ẋ = f(t, x(t), u(t))

x(0) = x0

, (2.9)

où tf la durée du contrôle, peut être fixée ou non. Le PMP stipule que le pseudo-Hamiltonien peut

être défini comme suit :

H = pf + p0f0, (2.10)

avec (p(t), p0) l’état adjoint du système 3, différent du vecteur nul, f la dynamique de l’état du système

et f0 le coût sur le chemin. Si x ∈ Rn, alors p ∈ Rn tandis que p0 est un scalaire négatif ou nul car

on considère un principe du maximum et non du minimum. On doit alors minimiser l’effet du coût

f0. Si p0 6= 0, on dit que l’on est dans le cas normal (anormal si p0 = 0). On peut alors normaliser p0

par −1

2
(en général pour le cas des problèmes en énergie minimum) ou par −1 (généralement pour les

problèmes en temps minimum). Ce point sera expliqué ci-dessous.

Précisons que dans la suite de ce manuscrit la dépendance de toutes les fonctions introduites

en fonction de l’état du système, de l’état adjoint et du champ de contrôle sera considérée comme

implicite et ne sera précisée que lorsque que cela sera nécessaire. Le coeur du PMP est la condition de

maximisation de l’Hamiltonien :

u = argmax
v∈U

[H(v)] . (2.11)

Cette relation signifie que le contrôle solution du problème doit maximiser la valeur de l’Hamiltonien

et ce, parmi toutes les fonctions à valeurs dans le domaine U . De plus, le PMP étant une reformulation

hamiltonienne du problème, la dynamique du système dans l’espace des phases (x, p) doit vérifier les

équations de Hamilton. Elles s’écrivent à partir de l’Hamiltonien de manière standard :

ẋ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂x
. (2.12)

3. Il faut remarquer que si le problème est autonome c’est-à-dire qu’il ne dépend pas explicitement du temps alors H
est constant.
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Les trajectoires hamiltoniennes solution de ce système sont appelées extrémales et constituent des

candidates pour être la trajectoire optimale du problème considéré. Notons que le couple (p, p0) n’est

défini qu’à une constante multiplicative près. Ceci signifie que si ce couple représente une extrémale

alors le couple (αp, αp0), avec α > 0, correspond à la même trajectoire. On peut le vérifier simplement

à partir des équations de Hamilton puisque :





ẋ =
∂αH

∂αp
=
∂H

∂p

˙(αp) = αṗ = −∂αH
∂x

= −α∂H
∂x

, (2.13)

avec la même solution x(t) pour n’importe quelle valeur de α. Le problème défini en l’état doit vérifier

la condition initiale x(0) = x0 mais le PMP nous indique également que si la condition finale n’est

pas fixée, i.e. si le problème est de type Mayer ou Mayer-Lagrange, la solution doit alors maximiser

g(x(tf )), ce qui induit la condition de transversalité p(tf ) = p0
∂g

∂x

∣∣∣∣
tf

. Dans un problème de type

Lagrange, si le point final n’est pas fixé, on obtient p(tf ) = 0. Autrement dit, si le point final est

libre alors le vecteur adjoint au temps final doit être nul. Le problème est alors un problème avec des

conditions aux deux bords. Nous verrons plus loin dans la définition des méthodes de tir ce que cela

implique. Une autre remarque importante est que si le temps final est libre, il existe une condition

supplémentaire qui est H(tf ) = 0.

Lorsque l’ensemble des valeurs possibles de u est un ouvert, la condition de maximisation (2.11)

peut se mettre sous une forme de dérivée :

∂H

∂u
= 0, (2.14)

cette expression est évidemment une condition au premier ordre. Nous n’introduirons pas dans ce

manuscrit le concept de points conjugués qui permet de caractériser les solutions au second ordre. Ces

points permettent de déterminer l’optimalité locale des trajectoires extrémales considérées. Un détail

complet du calcul de la position de ces points peut être trouvé dans [6].

Dans tous les cas que nous traiterons à l’aide du contrôle géométrique dans cette thèse, la dyna-

mique sera linéaire 4 et sans perdre de généralité pourra s’écrire :

ẋ = F + uG, (2.15)

avec F et G deux champs de vecteurs dépendant des coordonnées x et des paramètres caractéristiques

4. Lorsque l’amplitude du contrôle est suffisamment faible, la dépendance de la dynamique vis-à-vis du contrôle peut
être supposée linéaire dans l’équation de Schrödinger.



24 2. Outils de contrôle optimal

du système. Ce type de dynamique est dite affine en théorie du contrôle. Le problème de type énergie

minimum est un problème où u ∈ R, c’est un problème de Lagrange avec f0(t, x, u) = u2. L’Hamilto-

nien s’écrit p(F + uG)− 1

2
u2 avec p0 = −1

2
et la condition de maximisation devient :

∂H

∂u
= pG− u = 0. (2.16)

Le champ s’écrit u = pG et comme on ne s’intéresse qu’au cas normal, il est alors possible de définir

ce que l’on appelle l’Hamiltonien réduit Hr = pF +
1

2
(pG)2 en remplaçant u par son expression dans

H. L’équation
∂H

∂u
permet de déterminer u comme une fonction de (x, p) de manière unique, on peut

alors considérer les équations de Hamilton de Hr à la place de H. On trouve alors un vrai système

hamiltonien indépendant de u. On a alors :





∂Hr(x, p)

∂x
=
∂H(x, p, u(x, p))

∂x
+
∂H(x, p, u(x, p))

∂u

∂u(x, p)

∂x
=
∂H(x, p, u(x, p))

∂x
∂Hr(x, p)

∂p
=
∂H(x, p, u(x, p))

∂p
+
∂H(x, p, u(x, p))

∂u

∂u(x, p)

∂p
=
∂H(x, p, u(x, p))

∂p

. (2.17)

Ensuite, supposant la condition initiale x(0) = x0 et la condition finale x(tf ) = xf ou p(tf ) = pf , il

suffit d’utiliser une méthode de tir (voir section (2.4.3)) pour déterminer p(0) tel que la trajectoire

extrémale (x(t), p(t)) vérifie les conditions aux deux bords.

Le second cas important que nous retrouverons dans plusieurs chapitres et plusieurs situations

physiques différentes est le cas où la dynamique est pilotée par un unique contrôle borné : u ∈ [−m,m].

Le domaine des valeurs possibles de u est alors un domaine fermé. La condition de maximisation (2.14)

ne peut pas être utilisée. Cependant, il suffit de remarquer que puisque l’Hamiltonien est linéaire en u

et que le domaine du champ est borné, on peut introduire la fonction Φ = pG et choisir u = m signΦ

pour maximiser l’Hamiltonien. En effet, l’Hamiltonien réduit devient :

Hr = pF +m sign(pG)pG

= pF +m|pG|. (2.18)

Cette fonction Φ est appelée couramment la fonction de commutation ou fonction de switch. L’origine

de ce nom provient du fait qu’elle détermine le signe du contrôle et notamment détermine le moment

où la valeur du champ commute de ±m à ∓m. Si la valeur de cette fonction s’annule à l’instant noté

ts, le contrôle change de signe, on dit qu’il commute (ou parfois, par abus de langage, qu’il ”switch”).

Dans le langage du contrôle optimal, on nomme une solution constituée d’un champ constant un bang

et une solution constituée d’une commutation une solution bang-bang.
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Il existe une dernière possibilité où cette fois la fonction de switch ne s’annule plus en un point

isolé ts mais sur un intervalle de temps [t1, t2]. Dans ce cas, le contrôle u ne peut pas être déterminé

directement à partir de la fonction Φ. En revanche, on peut utiliser le fait que Φ(t) = Φ̇(t) = ... = 0

sur cet intervalle. Le lieu de l’espace des phases (x, p) où ces conditions sont vérifiées est appelé le

lieu singulier. Le contrôle qui permet de se déplacer sur ce lieu s’appelle le contrôle singulier [4] et

doit vérifier l’annulation de Φ et de ses dérivées. Il est noté us. Pour trouver sa forme, il suffit en

général de calculer la dérivée seconde de Φ. De manière générale, il faut calculer la dérivée 2n-ième

jusqu’à trouver une fonction qui dépende de u. Dans le cas le plus simple, les calculs des dérivées nous

conduisent à : 



Φ = pG

Φ̇ = p [F,G]

Φ̈ = p [F, [F,G]] + usp [G, [F,G]]

, (2.19)

avec [A,B] correspondant aux crochets de Lie des champs de vecteurs A et B. Ces crochets sont définis

comme [A,B] = ∇xB.A − ∇xA.B et (∇xB)ij =
∂Ai

∂xj
. Les calculs de dérivées utilisent aussi le fait

que : Ȧ = ∇xAẋ où A est un vecteur. Ceci est vrai si A est autonome. Le contrôle singulier est alors

donné par l’expression :

us = −
p [F, [F,G]]

p [G, [F,G]]
. (2.20)

Pour résumer, suivant la valeur de la fonction de commutation le contrôle prend la forme :





u = m signΦ

si Φ = 0 Φ̇ 6= 0 : u = ±m→ ∓m
Φ = Φ̇ = ... = 0 : u = us

(2.21)

Dans la suite du manuscrit, nous traiterons plusieurs problèmes qui seront des cas particuliers de

ce problème à deux dimensions. On définit différents objets géométriques utiles au traitement de ces

problèmes dans la section suivante.

2.4.2 Contrôle en temps optimal d’un système sur R2

Dans cette section, on considère que le modèle est linéaire par rapport au contrôle suivant la

dynamique (2.15). Les outils géométriques de cette partie sont également valables si l’interaction avec

le contrôle n’est pas linéaire. La dimension du système est supposée égale à deux. On note alors

F = (F1, F2) et G = (G1, G2) les composantes des champs de vecteurs. En considérant une borne sur

le contrôle, l’analyse du problème se simplifie. Il est possible de la faire pour partie dans l’espace des
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coordonnées (x) au lieu de l’espace des phases complet (x, p). En réalité, il apparâıtra dans la section

(3.3) que pour pouvoir mener une étude complète, il est nécessaire de continuer de travailler dans

l’espace des phases. Cela vient de la restriction de l’étude à l’espace (x) dans lequel une projection

(x, p)→ (x) est effectuée, ce qui engendre une perte d’informations utiles à l’analyse.

Dans cette situation, on définit deux lieux importants. Le premier est nommé lieu de colinéarité,

il correspond simplement au lieu de l’espace physique (x) où les champs de vecteurs F et G sont

colinéaires. Ce lieu se calcule à l’aide du déterminant suivant :

det (F (x), G(x)) = 0. (2.22)

La dynamique du système étant de la forme ẋ = F + uG, les points fixes de la dynamique sont définis

par ẋ=0. Cela revient à chercher le lieu où F ± mG = 0, c’est-à-dire l’ensemble où F et G sont

colinéaires. Le lieu de colinéarité correspond donc à l’ensemble des points fixes de la dynamique tel

que m ∈ R.

Le deuxième lieu d’intérêt est le lieu dit singulier. Il est défini par Φ(x, p) = Φ̇(x, p) = 0. Cela veut

dire que l’on doit vérifier simultanément pG = p [F,G] = 0. Le problème étant à deux dimensions, si

p est orthogonal au champ de vecteur F , alors il est également orthogonal au champ de vecteur [F,G]

et comme p0 6= 0, p est non nul. Le lieu singulier est alors défini par :

det (G(x), [F,G] (x)) = 0. (2.23)

Il faut remarquer bien évidemment que le fait que le système soit situé sur ce lieu singulier ne constitue

pas en soit un critère suffisant pour dire que le système est sur le lieu singulier de l’espace des phases

complet vérifiant Φ(x, p) = Φ̇(x, p). En effet le lieu singulier défini par (2.23) correspond à la projection

du lieu singulier de l’espace des phases (x, p) sur l’espace physique (x). Ce point sera explicité dans la

section (3.3).

L’équation (2.23) permet de définir le lieu singulier dans l’espace (x). Cette contrainte permet de

dire qu’il est de dimension 1. Dans ce cas particulier, le contrôle singulier a également l’avantage de

se simplifier et ne dépend plus que des variables physiques (x). Le contrôle singulier n’existe que sur

le lieu singulier. Il parâıt naturel alors qu’il ne dépende plus de la variable adjointe car le fait de se

déplacer physiquement sur une ligne spécifique de l’espace (x) signifie que le déplacement le long de

cette ligne ne peut pas dépendre de p. Le champ singulier est alors fonction de la position et est noté

us(x). On dit alors que le contrôle est feedback. On peut le vérifier en calculant us directement à partir
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de la dérivée temporelle de (2.23). De cette façon, on obtient :

us = −

(
∂ det(G,[F,G])

∂x1
, ∂ det(G,[F,G])

∂x2

)
.F

(
∂ det(G,[F,G])

∂x1
, ∂ det(G,[F,G])

∂x2

)
.G
. (2.24)

Le problème à deux dimensions traité en temps minimum présente également l’avantage d’autori-

ser l’accès à la synthèse optimale. Elle correspond à la carte représentant l’ensemble des trajectoires

permettant de minimiser le temps pour se déplacer à l’intérieur de l’ensemble accessible. La construc-

tion de la synthèse se fait à l’aide des objets géométriques définis précèdement et des arguments de

continuité, lesquels permettent d’accéder à l’optimalité globale des solutions. On pourra se référer au

livre [5] pour plus détails. Des exemples en RMN seront traités dans le chapitre 3 ainsi que dans le

chapitre 5.

Optimalité des trajectoires régulières et singulières

A deux dimensions, l’optimalité locale et éventuellement l’optimalité globale des trajectoires régul-

ières et singulières peuvent être déterminées à l’aide de la forme horloge [19]. Cette fonction permet

de mesurer le temps pour parcourir une trajectoire entre deux points x0 et x1 indépendamment de la

forme du champ de contrôle. Cette objet est une 1-forme qui vérifie pour un champ vectoriel X sur

R2 de la forme X =
∑

i

xi
∂

∂xi
:

ω(X) =
∑

i

ωidxi(X) =
∑

i

ωixi, (2.25)

car dxi(X) = dxi

(
xi

∂

∂xi

)
= xi. Par définition, en géométrie différentielle, on a dxi

(
∂

∂xj

)
= δi,j

5

avec δi,j le delta de Kronecker. La forme horloge est définie par ω(F ) = 1 et ω(G) = 0. En développant

ces deux conditions, on trouve :





ω(F ) = F1ω1 + F2ω2 = 1

ω(G) = G1ω1 +G2ω2 = 0
, (2.26)

et en cherchant ω1 et ω2 solutions de ce système d’équations, on obtient :





ω1 = − G2

det(F,G)

ω2 =
G1

det(F,G)

. (2.27)

5. Ceci constitue l’analogue du produit standard usuel en respectant le produit ligne par colonne.
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La forme horloge n’est donc pas définie sur le lieu de colinéarité défini par det(F,G). A présent,

regardons comment utiliser cette fonction pour mesurer le temps d’une trajectoire γ. γ est définie par

la donnée x(t) avec t ∈ [0, tf ]. On suppose que cette solution ne traverse pas le lieu de colinéarité. On

a : ∫

γ
ω =

∫ T

0
dt [ω(ẋ)] =

∫ T

0
dt [ω(F )] +

∫ T

0
dt [uω(G)] = T (2.28)

Le nom de la forme horloge est donc justifié puisqu’elle mesure le temps de parcours le long de γ.

L’objectif de cette section est de déterminer l’optimalité des trajectoires singulières. On calcule pour

cela la dérivée extérieure de la 1-forme. Le résultat est une 2-forme qui s’écrit :

dω =
∂ω2

∂x1
dx1 ∧ dx2 +

∂ω1

∂x2
dx2 ∧ dx1. (2.29)

En développant cette équation on obtient :

dω =
det (G, [F,G])

det (F,G)2
dx1 ∧ dx2. (2.30)

Pour vérifier si un chemin γ1 est plus rapide qu’un chemin γ2, on définit l’intégrale sur le contour

fermé constitué de γ1 et −γ2 : ∮
ω =

∫

γ1

ω −
∫

γ2

ω = T1 − T2. (2.31)

Ensuite à l’aide du théorème de Stokes, on trouve :

∮
ω =

∫

Σ
dω =

∫

Σ
− f

det (F,G)
dx1dx2

=

∫

Σ
dω =

∫

Σ

det (G, [F,G])

det (F,G)2
dx1dx2 = T1 − T2, (2.32)

où Σ est la surface délimitée par les chemins γ1 et γ2. On remarque que le signe du numérateur change

en traversant les lignes singulières définies par l’équation (2.23). Suivant le signe de cette fonction

définissant le lieu singulier, on peut déterminer si la trajectoire singulière est optimale ou non 6 comme

sur le schéma (2.1). Sur cette figure, deux parcours différents sont comparés. Le premier est constitué

d’une trajectoire régulière bang-bang suivie d’une singulière et le second d’une trajectoire singulière

suivie d’une régulière bang-bang. Il faut noter que ces deux chemins sont orientés par rapport au sens

6. On peut aussi connâıtre l’optimalité de trajectoires régulières à condition qu’elles ne traversent pas le lieu de
colinéarité.
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Fig. 2.1: Schéma d’optimalité de la singulière. En noir la ligne singulière, en rouge et en bleu deux trajectoires
bang-bang de signe opposé. Les points x0 et x1 sont les points initial et final des trajectoires γ2 et γ3
tandis que les points x2 et x3 sont les points de commutations. On note a = det (G, [F,G]).

trigonométrique. Sur cette figure, on peut calculer les quantités suivantes :

∮
ω =

∫

γ1

ω −
∫

γ2

ω = T1 − T2 < 0 (2.33)

∮
ω =

∫

γ2

ω −
∫

γ3

ω = T2 − T3 > 0 (2.34)

On voit que pour cet exemple la singulière n’est pas optimale car T2 > T1 et T2 > T3.

La forme horloge permet donc de comparer deux chemins différents et permet également de prédire

localement l’optimalité des singulières. Il faut cependant faire attention car une singulière peut être

localement optimale sans être globalement optimale. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre

(3) traitant des problèmes en RMN et également dans le chapitre (5).

2.4.3 Méthode de tir

Le nom de méthode de tir provient du fait que la fonction de tir, dont on cherche les zéros, effectue

une propagation de l’état initial du système. Il s’agit de l’analogue d’une flèche en mouvement. Puis

en analysant la dérivée de la fonction de tir, la méthode de résolution va effectuer un nouvel essai pour

se rapprocher de la cible comme si l’on tirait une seconde flèche au tir à l’arc pour ajuster la précision

du tir précèdent et se rapprocher du centre de la cible.

L’idée du tir [20] est de trouver une condition initiale telle que l’extrémale vérifie une condition

finale. Pour simplifier, imaginons que la dynamique du système soit connue et ait pour point initial
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(x(0), p(0)). Partant du point x(0) = x0 on cherche à arriver à l’instant tf (fixé ou non, s’il est libre,

il constitue une des variables de tir) sur la cible xf . On définit alors ce que l’on appelle la fonction de

tir telle que :

S(p(0)) = x(tf )− xf . (2.35)

Une méthode de tir est une méthode qui combine un intégrateur numérique pour propager une

condition initiale (qui peut être inconnue ou non) à l’aide de la dynamique du système et une méthode

de type Newton (ou autre) afin de rechercher le zéro d’une fonction. Il suffit de donner un point initial

suffisamment proche de la solution pour initialiser l’algorithme et alors en analysant numériquement

la dérivée de la fonction de tir par rapport à ces variables, celle-ci va déterminer les valeurs de p(0)

telles que S soit nul dans notre exemple. Dans toute la suite du manuscrit, dès que l’on parlera de tir,

cela supposera que le code COTCOT [6] a été utilisé afin d’en déduire les solutions.

Brièvement, COTCOT est une interface Fortran-Matlab développé par J.B. Caillau de l’université

de Bourgogne. A l’aide du logiciel de différentiation automatique TAPENADE et ayant écrit l’Hamil-

tonien de Pontryagin du système dans un fichier Fortran, un script dans COTCOT va alors générer

différents fichiers dérivés à l’aide de TAPENADE et du fichier contenant l’Hamiltonien. Parmi ces fi-

chiers, certains permettent de retrouver les équations de Hamilton et d’autres les équations d’évolution

des champs de Jacobi (des champs de vecteurs nécessaires au calcul des points conjugués). Ensuite, le

script va générer les fichiers mexfiles qui constituent les interfaces Fortran-Matlab. COTCOT contient

un intégrateur numérique qui est une méthode de type Runge-Kutta-Fehlberg d’ordre 4(5) et également

une méthode de résolution de système d’équations de type hybride Powel. Pour finir, il suffit d’écrire

dans Matlab la fonction de tir (qui contient un appel à l’intégrateur) et d’appeler la méthode de

résolution de système d’équations pour trouver une solution annulant la fonction de tir. Ce code a

donc l’avantage de combiner la rapidité d’exécution de fortran avec la modularité de Matlab qui ne

requiert pas de compilation, un gain de temps étant ainsi obtenu dans le traitement du problème. Ce

type de méthode permet d’atteindre des précisions de l’ordre de 1×10−12. Elles sont donc très précises

mais en revanche la difficulté à initialiser le tir augmente à mesure que la taille du système augmente.

C’est le désavantage majeur que l’on peut reprocher à ces méthodes. Pour des dimensions petites, en

revanche, elles permettent d’obtenir d’excellents résultats.

Le principe de la méthode de tir est totalement différent du principe de base des méthodes

numériques itératives de construction du contrôle optimal tel que GRAPE ou des algorithmes mo-

notones qui seront présentés dans les sections (2.5.2) et (2.5.1). Les systèmes quantiques décrivant les

molécules ou les atomes sont souvent de dimension infinie (ici on ne fait pas référence à un continuum

mais un ensemble infini d’états liés) et dans la pratique la taille de l’espace de Hilbert est tronquée
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à une valeur limite de dimension finie. Le nombre de niveaux et la dimension correspondante res-

tent en général tout de même trop grands pour envisager l’utilisation d’une méthode de tir décrite

précédemment. Dans ce cas, la résolution du problème se résume à rechercher la condition initiale sur

l’état adjoint. Lorsque la dimension du problème est trop grande, il faut privilégier une méthode où

la fonction u(t) solution du problème est recherchée directement.

2.4.4 Méthode d’homotopie

L’homotopie correspond à la notion de déformation continue d’un objet à un autre. Dans notre cas,

cela signifie que si le problème dépend d’un paramètre α, on pourra trouver un ensemble de solutions

dépendant continûment de ce paramètre. L’idée est alors d’utiliser une méthode de tir pour trouver

une solution pour une valeur initiale α = α0. Puis, en modifiant continûment la valeur de α, on pourra

trouver la solution du problème pour une valeur de α différente. Pour illustrer ces propos, commençons

par décrire le cas de la méthode d’homotopie discrète. La résolution se fait en variant α de manière

progressive, de sorte qu’il est alors aisé d’effectuer un tir pour le nouveau paramètre α avec la solution

correspondant à la valeur précédente du paramètre. Le code Hampath, également développé par J.B.

Caillau, permet de réaliser à la fois des continuations discrètes mais également continues, tout en

reprenant l’ensemble des fonctionnalités de COTCOT. L’homotopie continue utilise les dérivées par

rapport au paramètre pour modifier sa valeur. Une méthode de prédiction correction peut être utilisée

pour se déplacer le long du chemin défini par l’intervalle de variation du paramètre d’homotopie.

L’autre possibilité est d’utiliser une méthode de suivi de chemin. Pour cela, il faut définir le chemin

c(s) = (z(s), α(s)) avec z = (x, p) et s un paramètre permettant de décrire le chemin à suivre. On peut

alors écrire l’équation d’évolution de c(s) : ċ(s) = ∇cS(c(s)) avec S(c) la fonction de tir utilisée. Elle

doit donc vérifier S(c(s)) = 0 le long du chemin s. La condition initiale z(0) est déterminée par une

méthode de tir et par définition α(0) = 0. On a alors la condition initiale : c(0) = (z(0), α(0) = 0). A

l’aide d’un intégrateur numérique performant, il suffit d’intégrer cette équation différentielle jusqu’à

ce que α = 1. Cette méthode est efficace mais le calcul de ∇c(S(c(s)) devient très vite difficile et

c’est là que le code Hampath intervient. Il suffit de lui fournir l’Hamiltonien de Pontryagin ainsi que

la fonction de tir utilisée et à l’aide de TAPENADE, il génère tous les fichiers nécessaires pour faire

l’intégration depuis MATLAB. Notons que dans la communauté du contrôle quantique, une autre

méthode continue d’homotopie a été développée, il s’agit de l’algorithme D-morph [21, 22] développé

par Rabitz et ses collaborateurs.
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2.5 Méthodes numériques

Nous allons présenter deux méthodes numériques itératives permettant de déterminer une solution

d’un problème de contrôle optimal : les algorithmes monotones et une méthode de type gradient,

GRAPE (GRadient Ascent Pulse Engineering). Ces deux approches résolvent des problèmes de type

Lagrange ou Mayer-Lagrange mais dans tous les cas, le problème est formulé sous la forme d’un

problème de type Mayer ou Mayer-Lagrange. Ceci signifie que si par exemple la cible finale est définie,

alors le problème est de type Lagrange mais on cherchera plutôt à minimiser la distance entre le point

à l’instant final et cette cible. Le problème devient alors un problème de Mayer

2.5.1 Algorithme monotone

Dans cette section, nous décrivons la méthode numérique nommée algorithme monotone. Ce type

d’algorithme désigne tous les types d’algorithmes itératifs auto-convergents. Nous reviendrons plus loin

sur cette notion lorsque nous comparerons les méthodes de type gradient et de type monotone. Elle

est fortement utilisée dans le domaine du contrôle quantique. Pour cette raison, nous l’introduirons en

utilisant le formalisme et les notations propres à la mécanique quantique. Une présentation recouvrant

en partie l’ensemble de ces différents algorithmes peut être trouvée dans [23], ainsi qu’une introduction

didactique dans [24]. Avant de décrire la méthode, il est important de rappeler la définition d’un

problème de contrôle optimal dans le cas quantique. Supposons que la température du système soit

nulle. Dans ce cas, l’état du système est décrit par un état pur et la dynamique du système est

gouvernée par l’équation de Schrödinger :

i
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉, (2.36)

avec H(t) = H0 + u(t)H1, u(t) étant le paramètre de contrôle et H0 et H1 deux opérateurs hermitiens

agissant dans l’espace de Hilbert supposé de dimension finie. Notons que le système d’unité atomique

est utilisé de sorte que la constante ~ = 1u.a. (unité atomique) et donc n’apparâıt plus dans l’équation

de Schrödinger. L’état initial du système est noté |ψ(0)〉 = |ψ0〉. L’objectif est d’atteindre un état cible

|ψc〉. On cherche alors à maximiser le coût terminal suivant :

g(tf ) = | 〈ψ(tf |ψc〉 |2, (2.37)

Cette quantité correspond au carré du module du produit scalaire hermitien de |ψc〉 et |ψ(tf )〉. Dans

cette approche, on peut aussi chercher à maximiser la valeur moyenne d’une observable à l’instant
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final, on note alors 〈A〉 = 〈ψ(tf )|A |ψ(tf )〉. On retrouve le cas précèdent en choisissant A comme étant

un projecteur sur l’état cible : A = |ψc〉〈ψc|. La contrainte suivante doit être prise en compte 7 :

C(u) =

∫ tf

0
dt u(t)2. (2.38)

Cela définit un problème de contrôle optimal de type Mayer-Lagrange, qui se résume sous la forme :





max[g(tf )− λC(u)]

i
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉

|ψ(0)〉 = |ψ0〉

. (2.39)

Le paramètre λ est un paramètre réel positif arbitraire qui sert à ajuster le poids relatif entre la

contrainte terminale et la contrainte dépendant du chemin. En pratique ,en modifiant sa valeur, la

vitesse de convergence de l’algorithme et la précision avec laquelle la cible sera approchée seront mo-

difiées. Lorsque le paramètre λ est petit, la précision de l’algorithme est privilégiée et des intensités

importantes de champ de contrôle peuvent être obtenues car l’énergie est peu pénalisée. Dans la situa-

tion inverse où λ est grand, on cherchera une solution avec une énergie moindre mais dont l’efficacité

finale sera également plus faible. Il faut remarquer que l’on peut choisir ce paramètre constant mais

également dépendant du temps. Par exemple, en choisissant λ(t) =
λ0

sin2 (πt/tf )
, on imposera au champ

d’être nul aux temps t = 0 et t = tf . Ceci peut aider à obtenir des champs de contrôle plus réalistes

expérimentalement dans le cadre d’un contrôle par champ laser.

Dans le PMP, on définit un Hamiltonien incluant la dynamique et la contrainte. De manière

équivalente, on peut définir une action L basée sur un lagrangien. Pour définir ce lagrangien, on

introduit le multiplicateur de Lagrange |χ(t)〉 qui joue un rôle analogue à l’état adjoint introduit par

le PMP 8. On note alors :

L = g(tf ) +

∫ tf

0
dt

[
2 Im

(
〈χ(t)|H(t)− i

∂

∂t
|ψ(t)〉

)
− λu(t)2

]
. (2.40)

La partie intégrale contenant la dynamique est précédée de 2 Im(), i.e. la partie imaginaire d’un

nombre complexe, afin d’imposer que l’état |ψ(t)〉 et son état adjoint 〈ψ(t)| respectent l’équation de

Schrödinger. La première étape de la résolution de ce problème consiste à chercher les trajectoires

7. Ces algorithmes ne fonctionnent pas pour n’importe quelle forme de coût. L’énergie ou une généralisation avec un
intégrant de la forme u2n avec n ≥ 1 entier [25] doit être utilisée pour assurer la monotonie.

8. On adopte ici une formulation lagrangienne. La raison est simplement de suivre les notations et le point de vue
utilisé dans la littérature. Cependant il faut remarquer que l’on aurait pu faire le même travail en partant du principe
du maximum, c’est le point de qui sera adopté lorsque nous détaillerons l’algorithme GRAPE dans la section 2.5.2
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extrémales de cette action. Pour cela, on calcule les variations de L par rapport à u(t), |ψ(t)〉 et |χ(t)〉.
On cherche alors des trajectoires qui vérifient :





δL
δ|ψ〉 =

δL
δ〈ψ| = 0

δL
δ|χ〉 =

δL
δ〈χ| = 0

δL
δu

= 0

. (2.41)

En effectuant ces calculs, on aboutit aux trois équations suivantes :





u(t) = − 1

λ
Im(〈χ(t)|H1 |ψ(t)〉)

i
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉

i
∂

∂t
|χ(t)〉 = H(t)|χ(t)〉

(2.42)

et on trouve aussi les conditions aux bords :




|ψ(0)〉 = |ψ0〉
|χ(T )〉 = |ψc〉

(2.43)

La première équation correspond à la condition de maximisation du PMP dans le cadre de l’opti-

misation de l’énergie du contrôle :
∂H
∂u

. Les deux équations suivantes signifient que l’état |ψ(t)〉 et
|χ(t)〉 satisfont l’équation de Schrödinger. Grossièrement ces équations sont l’analogue des équations

de Hamilton obtenues par le PMP. Les conditions aux bords obtenues correspondent aux conditions

de transversalité données par le PMP. Un type d’algorithme très utilisé pour déterminer une solution

aux équations variationnelles précédentes est du type monotone et introduit initialement par Krotov.

Il a ensuite été adapté à la mécanique quantique par Tannor [9] mais également par Rabitz et ses colla-

borateurs dans le même temps [26]. La version couramment utilisé correspond à l’algorithme introduit

dans la fin des années 90 par Rabitz [27, 28].

Un algorithme monotone est une méthode itérative pour déterminer la forme du champ vérifiant

les conditions du problème. La propriété principale qui permet de construire un algorithme est la

monotonie de l’évolution du coût au cours des itérations. On introduit l’indice k pour étiqueter celle-ci

et le coût à chaque itération. La différence de coût se note alors :

∆Jk+1 = Jk+1 − Jk

= | 〈ψk+1(tf )|ψc〉 |2 − | 〈ψk(tf )|ψc〉 |2 +
∫ tf

0
dtλ

(
u2k+1 − u2k

)
.
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La quantité | 〈ψk(tf )|ψc〉 |2 peut être décomposée de la façon suivante à l’aide de k′ l’indice de l’itération

associé à l’état adjoint :

| 〈ψk(tf )|ψc〉 |2 = | 〈ψk(0)|χk′(0)〉 |2 +
∫ tf

0
dt
∂

∂t
| 〈ψk(t)|χk′(t)〉 |2

=

∫ tf

0
dt [2 Im(〈ψk(t)|χk′(t)〉 〈χk′(t)|H(uk)−H(ũk′) |ψk(t)〉)]

=

∫ tf

0
dt
[
Ak,k′(uk − uk′)

]
,

avec Ak,k′ = 2 Im(〈ψk(t)|χk′(t)〉 〈χk′(t)|H1 |ψk(t)〉) et ũk le champ de contrôle utilisé pour piloter l’état

adjoint. En développant la différence de coût on trouve alors :

∆Jk+1 =

∫ tf

0
dt
(
(uk+1 − ũk)Ak+1,k − (uk − ũk)Ak,k − λ(u2k+1 − u2k + ũk − ũk)

)

=

∫ tf

0
dt
(
[uk+1 − ũk][Ak+1,k − λ(uk+1 + ũk)] + [uk − ũk][Ak,k − λ(uk + ũk)]

)

=

∫ tf

0
dt(P1 + P2)

Afin que la propriété de monotonie soit respectée, une condition suffisante consiste à vérifier que les

quantités P1 et P2 soient positives à chaque instant 9. Pour ce faire, il suffit d’introduire les deux

constantes η1 et η2 positives comme suit :





uk+1 − ũk = η1[Ak+1,k − λ(uk+1 + ũk)]

uk − ũk = η2[Ak,k − λ(uk + ũk)]
.

Il est alors possible de factoriser ces expressions afin de déterminer les contrôles :





uk+1 =
1− λη1
1 + λη1

ũk +
η1

1 + λη1
Ak+1,k

ũk =
1− λη2
1 + λη2

uk +
η2

1 + λη2
Ak,k

.

Ces équations sont équivalentes à celles de l’algorithme présenté dans [30] qui réunit les formules de

Rabitz et de Tannor en une unique formule. Il faut remarquer que si l’on choisis la valeur λ = 0, on se

retrouve avec un problème non contraint. De plus cela signifie que l’algorithme converge vers
δL
δu

= 0 =

Im(〈χ|H1〉ψ), ce qui est équivalent à dire que la fonction de switch est nulle au cours du temps et donc

que l’algorithme converge vers une solution appartenant au lieu singulier. Numériquement, l’algorithme

doit être initialisé par un champ d’essai u0. L’algorithme à proprement parler est le suivant :

9. Il faut remarquer que cela revient à faire du contrôle local dans l’espace des phases à chaque itération. Un parallèle
plus détaillé est étudié dans l’article [29]
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1. k=0

initialisation de u0

2. Propagation(|ψ0〉, u0, t0, tf )

3. Propagation(|χ0〉, ũ0, tf , t0) et calcul simultané de ũ0 = g(|ψ0〉, |χ0〉)

4. mise à jour de k : k ← k + 1

5. Propagation(|ψk〉, uk, t0, tf ) et calcul simultané de uk = f(|ψk〉, |χk−1〉)

6. Propagation(|χk〉, ũk, tf , t0) et calcul simultané de ũk = g(|ψk〉, |χk〉)

7. si Jk − Jk−1 ≤ ε alors arrêt de l’algorithme

sinon étape 4

On note Propagation(|ψ〉, u, t1, t2) l’action de propager l’état |ψ〉 à l’aide du champ u du temps t1 à

t2. L’algorithme débute par la propagation de |ψ0〉 à l’aide du champ d’essai u0. Ensuite, connaissant

|ψ0(t)〉, |χ0(tf )〉 = |ψc〉 est propagé en arrière en calculant simultanément le champ ũ0. Ensuite, on

procède de la même manière pour |ψ1(t)〉 mais avec une propagation en avant. Ce processus itératif

est répété jusqu’à ce qu’un critère de convergence soit satisfait.

Dans ce domaine, il faut noter qu’un nombre impressionnant d’algorithmes a été publié. Ces al-

gorithmes permettent de déterminer un champ générant une transformation unitaire donnée [31], de

prendre en compte des contraintes spectrales [32, 33], ou de traiter la non-linéarité entre le système

et le contrôle [25, 34]. Une version adaptée au contrôle de système dont la dynamique est non-linéaire

par rapport à l’état existe également [35]. Certains de ces développements seront présentés dans le

chapitre 4.

2.5.2 Algorithme GRAPE

Dans cette section, l’algorithme GRAPE est détaillé brièvement. Cet acronyme signifie GRadient

Ascent Pulse Engineering. Il convient de préciser qu’en réalité sous le nom GRAPE deux algorithmes

distincts ont été développés. Les deux versions sont basées sur une méthode de type gradient, c’est-

à-dire qu’elles utilisent le gradient d’une fonctionnelle pour actualiser la forme du champ à chaque

itération afin de converger vers une extrémale.

Dans la première version de GRAPE [36], l’intervalle de temps [0, tf ] est tout d’abord décomposé

en N temps notés ti tels que : t1 = 0 < t2 < . . . < tN = tf . On note ui la valeur à l’instant ti.

Cette discrétisation transforme le problème de contrôle optimal en un problème d’optimisation à N
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dimensions. Plus précisément, on écrit le coût final en fonction du propagateur du système :

| 〈ψc|ψ(tf )〉 |2 = 〈ψ0|U †
0 ...U

†
N |ψc〉 〈ψc|UN ...U0 |ψ0〉

= 〈ψi|U †
i |χi〉 〈χi|Ui |ψi〉

= | 〈ψi|χi〉 |2, (2.44)

où |χi〉 est défini par |ψc〉 = UNUN−1 . . . Ui+1|χi〉. On suppose que l’Hamiltonien du système se met

sous la forme H0+u(t)H1 et en faisant l’approximation du split-operateur [37], le propagateur s’écrit :

Ui = exp (− iH0/2) exp (−ui iH1) exp (− iH0/2). Cette approximation a la propriété d’être unitaire et

d’induire seulement une erreur proportionnelle à ∆t3. On calcule alors la dérivée du coût par rapport

à ui :

d

dui
| 〈ψc|ψ(T )〉 |2 = 2 Im

(
i 〈ψi|χi−1〉 〈χi| exp (− iH0/2)H1 exp (−ui iH1) exp (− iH0/2) |ψi〉

)
(2.45)

L’algorithme itératif se construit alors de la manière suivante. Supposons donné le champ de

contrôle uk à l’itération k de l’algorithme, on note uki ses valeurs discrétisées. On calcule alors la

nouvelle valeur du champ à l’ordre k + 1 au temps i par la formule :

uk+1
i = uki + α

d

dui
| 〈ψc|ψk(T )〉 |2. (2.46)

Le paramètre α est choisi suffisamment petit pour que le coût s’accroisse 10. Il suffit alors de choisir la

meilleure valeur de α pour accélérer la convergence de l’algorithme. Différentes variantes peuvent être

développées et diffèrerons dans la méthode de line-search choisie. Les méthodes dites de line-search

dans le contexte des méthodes de gradient, désignent la façon de déterminer la meilleure valeur de α

pour accélérer la convergence. Ces méthodes peuvent être du type gradients conjugués ou BFGS. Des

versions au second ordre permettent d’utiliser la hessienne afin d’avoir une méthode de line-search

plus efficace et surtout plus précise [38]. Notons que cette approche résout des problèmes de contrôle

optimal de type Mayer-Lagrange.

La seconde version de GRAPE est basée sur le PMP [39]. Elle consiste à dériver le pseudo-

Hamiltonien Hp par rapport à ui et utilise cette dérivée pour mettre à jour à chaque itération le

champ afin de converger vers la cible et vers la condition de maximisation
∂Hp

∂ui
= 0. On définit alors

10. L’espace dans lequel notre fonction est maximisée est R
N avec N le nombre de champs de contrôle. Ce type de

méthode est qualifiée de direct car elle ne s’appuie pas sur un principe d’optimisation tel que le PMP.
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l’Hamiltonien suivant pour un problème de type Mayer :

Hp = Im(〈χ|H(t) |ψ〉) , (2.47)

où l’on introduit l’état adjoint χ. On peut vérifier que cela correspond bien à l’Hamiltonien de Pon-

tryagin. Pour cela, on note Ẋ = F (X,u) l’équation de Schrödinger sous forme complexe (la forme

standard) et ẋ = f(x, u) l’équation de Schrödinger écrite sous forme réelle, c’est-à-dire que l’on a

X ∈ Cn et x ∈ R2n. Il faut alors vérifier que Hp(x, p) ≡ Hp(X,P ). On écrit |ψ〉 = |ψr〉+i |ψi〉 avec r et
i dénotant la partie réelle et imaginaire. Faisant de même pour |χ〉 et pour l’Hamiltonien quantique,

à partir de l’Hamiltonien de Pontryagin ; on trouve :

Hp = 〈χr|Hr |ψi〉+ 〈χr|Hr |ψi〉 − 〈χi|Hr |ψr〉+ 〈χi|Hi |ψi〉 (2.48)

Il faut vérifier maintenant qu’en décomposant la dynamique en partie réelle et imaginaire et ensuite en

appliquant le PMP sur ce système, on trouve bien la même chose. En utilisant la même décomposition

que précédemment on trouve la dynamique :


ψ̇r

ψ̇i


 =


 Hi Hr

−Hr Hi




ψr

ψi


 . (2.49)

En appliquant le PMP à l’aide de cette équation, on peut vérifier que l’Hamiltonien de Pontryagin est

le même.

On peut à l’aide des équations de Hamilton retrouver sa dynamique. Celles-ci conduisent au fait

que l’état adjoint |χ(t)〉 voit sa dynamique gouvernée elle aussi par l’équation de Schrödinger. Les

conditions de transversalité permettent de connaitre la valeur finale de l’état adjoint. Ensuite la condi-

tion de maximisation est utilisée pour déterminer le gradient qui servira à mettre à jour le contrôle.

L’algorithme se formule alors de la façon suivante :

1. initialisation de u0

2. Propagation(|ψ0〉, u0, t0, tf ) et Propagation(|χ0〉, u0, tf , t0)

3. détermination de α

4. mise à jour de u0 = f(|ψ0〉, |χ0〉)

5. mise à jour de k : k ← k + 1

6. Propagation(|ψk〉, uk, t0, tf ) et Propagation(|χk〉, uk, tf , t0)

7. détermination de α
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8. mise à jour de uk = f(|ψk〉, |χk〉)

9. si Jk − Jk−1 ≤ ε alors arrêt de l’algorithme

sinon étape 5

Ayant initialisé l’algorithme par un champ d’essai, l’état adjoint et l’état du système sont propagés

respectivement en arrière et en avant. Le premier à partir de la cible |ψc〉 et le second à partir de

l’état initial |ψ0〉. Connaissant ces évolutions, le champ est mis à jour comme précédemment. Ensuite,

la méthode de line-search permet de rechercher la valeur optimale de α. On recalcule à chaque étape

les propagations avant et arrière de l’état du système |ψ(t)〉 et de l’état adjoint |χ(t)〉 avec le nouveau

contrôle. L’algorithme s’arrête quand un critère de convergence est respecté. Par exemple si |Jk+1 −
Jk| ≤ ε avec ε > 0 un seuil donné.

2.6 Comparaison des algorithmes de type monotones et de type

gradient

La différence entre ces deux algorithmes peut se résumer en deux points. L’algorithme monotone

est par définition auto-convergent, i.e. il n’y a pas de méthode de line-search pour accélérer ou as-

surer la convergence. On peut toutefois modifier à chaque itération la valeur du paramètre λ pour

accélérer la convergence mais cela nécessite des évaluations du coût, ce qui alourdit l’algorithme car

l’évaluation du coût nécessite de nouvelles propagations. La seconde différence tient dans l’agencement

des propagations. L’algorithme monotone est dit séquentiel, c’est-à-dire qu’il faut effectuer la propa-

gation arrière de l’état |χ(t)〉 puis à l’aide de celle-ci faire la propagation de l’état |ψ(t)〉. Ces deux

propagations ne sont donc pas indépendantes. Le calcul n’est pas parallélisable. Les algorithmes de

type GRAPE ont un caractère simultané dans le sens où le nouveau champ de contrôle est utilisé pour

calculer les propagations avant et arrière qui permettent ensuite de mettre à jour de champ de contrôle.

Dans les méthodes de types GRAPE, la convergence est assurée par la méthode de line-search. Celle-ci

nécessite l’évaluation du coût du problème et donc de nombreuses propagations supplémentaires sont

nécessaires. Ce calcul est parallélisable. D’un point de vue de la convergence ces deux méthodes ont

un comportement assez similaire. Une étude comparative est menée dans [40].

2.7 Différence qualitative entre le tir et les méthodes itératives

Brièvement pour comprendre la différence entre la méthode de tir et une méthode de contrôle

itérative, il faut se reporter à la figure (2.2). A gauche, on peut voir le schéma représentant le processus
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de tir. On recherche alors la valeur initiale de p(0) tel que partant de x(0) = x0 l’extrémale vérifie

x(tf ) = xf . La dynamique de (x, p) est régie par les équations de Hamilton découlant du PMP et la

recherche est donc effectuée au sein de l’ensemble des trajectoires extrémales.

Fig. 2.2: (Gauche) Schéma du processus de tir, la recherche d’une solution vérifiant les conditions aux bords se
fait dans l’ensemble des solutions extrémales. (Droite) Schéma d’un algorithme itératif, l’algorithme
converge itérativement vers une extrémale qui vérifie les condition aux bords.

Sur la partie droite de la figure, le schéma correspondant au fonctionnement d’un algorithme

de contrôle itératif dans l’espace des phases est représenté. Les conditions aux bords connues sont

x(0) = x0 et p(tf ) = xf . L’objectif est de vérifier à l’instant final la condition x(tf ) = xf , dans le cas

où l’équation de Schrödinger est considérée, c’est-à-dire en l’absence de dissipation, l’état adjoint vérifie

également l’équation de Schrödinger et vérifie donc p(tf ) = xf , il doit également vérifier x(0) = x0.

Initialisant l’algorithme avec un champ quelconque, la trajectoire dans l’espace des phases connecte

les lignes x(0) = x0 et p(tf ) = xf , ensuite en faisant des propagations avant et arrière du système en

recalculant un champ de contrôle, l’algorithme converge vers une solution extrémale permettant de

connecter les points (x(0), p(0)) = (x0, x0) et (x(tf ), p(tf )) = (xf , xf ).

La différence de comportement dans l’espace des phases est clair. La méthode de tir consiste à trou-

ver le bon point de départ tandis que l’algorithme itératif permet de se balader dans l’espace des phases

en se rapprochant d’une solution extrémale vérifiant les conditions aux bords. La méthode de tir est

une reformulation du problème de contrôle optimal qui transforme la recherche d’une fonction continue

u(t) en la recherche d’un vecteur de dimension finie, le vecteur p(0) tandis que l’algorithme itératif lui

va rechercher une fonction u(t) telle que la trajectoire dans l’espace des phases soit extrémale.



Chapitre 3

Contrôle optimal en Résonance
Magnétique Nucléaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons une application du contrôle optimal à la dynamique des spins en

Résonance Magnétique Nucléaire (RMN) et en Imagerie par Résonance Magnétique nucléaire (IRM).

Nous utiliserons à la fois les techniques du contrôle optimal géométrique pour les systèmes de plus

petites dimensions et des algorithmes numériques type GRAPE pour les systèmes plus complexes.

La plupart des champs de contrôle optimaux calculés ont été implémentés expérimentalement dans

le groupe de S.J. Glaser en Allemagne à Munich. Ce chapitre est organisé comme suit : après une

brève section rappelant les principes de bases de la RMN et de l’IRM ainsi que les différents modèles

utilisés, nous étudierons deux mécanismes de bases, i.e. la saturation d’un spin 1/2 et l’optimisation

du contraste des images produites par IRM. Nous considérerons dans ce chapitre uniquement des

expériences en phase liquide.

3.2 Dynamique des spins en résonance magnétique nucléaire

3.2.1 Construction du Modèle

L’objectif de cette section est de rappeler les bases théoriques liées au concept de spin ainsi

que le principe de base d’une expérience de Résonance Magnétique Nucléaire (RMN). Ces rappels

permettront ensuite de traiter le contrôle optimal de tels systèmes. Il est important de rappeler

qu’expérimentalement le spin a été mis en évidence en 1922 grâce à la célèbre expérience de Stern

et Gerlach. Celle-ci consiste à envoyer des atomes d’argent dans un champ magnétique intense. L’effet

observé est une séparation du faisceau atomique en deux. L’interprétation de ce phénomène a été

introduite quelques années plus tard par Paul Dirac. Il explique les résultats de cette expérience en

introduisant une nouvelle propriété de la matière, le spin. Le mot propriété n’est pas utilisé ici de

manière anodine. En effet, le concept de spin introduit de nouvelles propriétés intrinsèques au système
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considéré qui n’ont pas d’équivalent classique. On peut tout de même imaginer le spin comme un

moment angulaire correspondant à la rotation du système sur lui-même mais ceci reste une image, par

conséquent, il est plus prudent de considérer le spin comme une propriété intrinsèque de la particule

considérée. Les propriétés de l’opérateur de spin
−→
S = (Sx, Sy, Sz) sont les mêmes que celles du moment

angulaire. Il vérifie : 



S2|s,m〉 = s(s+ 1)|s,m〉
Sz|s,m〉 = m|s,m〉

, (3.1)

avec −s ≤ m ≤ s et s la valeur du spin du système considéré. {|s,m〉} constitue la base propre

commune des opérateurs S2 et Sz. Une différence notable entre la propriété de spin et le moment

angulaire tient au fait que la valeur de s n’est pas nécessairement entière, elle peut être demi-entière.

Dans l’expérience de Stern et Gerlach, les atomes utilisés possèdent un spin demi-entier avec deux

niveaux dégénérés. Le champ magnétique appliqué va séparer ces deux niveaux par effet Zeeman.

L’interaction du spin avec le champ magnétique
−→
B s’écrit sous la forme : H = −γ−→S .−→B où γ est

le facteur gyromagnétique. Alors, en notant B0
−→u z le champ statique responsable de l’effet Zeeman,

l’Hamiltonien devient : H = −γB0Sz avec Sz =
1

2


 1 0

0 −1


. Les niveaux d’énergie sont alors donnés

par E± = ±1

2
γB0.

La mesure de l’état du spin de la particule ne peut donner que deux valeurs s = ±1/2 et ce quelque

soit l’axe de mesure choisi. On note ces deux états |±〉.

L’observable utilisée en RMN est le moment magnétique noté
−→
M . Celui-ci correspond à la moyenne

quantique du moment angulaire du spin
−→
S multipliée par le facteur gyromagnétique :

−→
M = γ 〈ψ| −→S |ψ〉

= γ 〈ψ|Sx−→ux + Sy
−→uy + Sz

−→uz |ψ〉

=Mx
−→ux +My

−→uy +Mz
−→uz, (3.2)

où |ψ〉 est l’état du système. Dans le cas d’un mélange statistique, il faut utiliser le formalisme de la

matrice densité. L’état du système s’écrit alors : ρ =
∑

k

pkρk avec ρk = |ψk〉〈ψk| et
∑

k

p2k = 1. Le

moment magnétique va alors s’exprimer comme :Mi = γ tr(ρSi) = γ
∑

k

pk tr(ρkMi) =
∑

k

pkM
k
i . Dans

le cas où l’état du système est un mélange statistique, le moment magnétique résultant correspond alors

à la somme des moments angulaires associés aux états d’énergie du système pondérés par leurs poids

statistiques respectifs. Il faut remarquer que le moment magnétique est une grandeur microscopique

tandis que le processus de mesure lui permet de remonter à une grandeur macroscopique : le courant
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circulant dans les bobines de mesures (voir section (3.2.6)). Ce courant est induit par l’ensemble des

moments magnétiques de l’échantillon dont la résultante est une aimantation macroscopique que l’on

notera pour simplifier −→m.

Pour pouvoir contrôler la dynamique de cette aimantation, il est nécessaire de connaitre la dyna-

mique qui décrit l’évolution du moment magnétique. Prenons comme point de départ l’équation de

Schrödinger (on considère le cas pur) :

i
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉 = (H0 + u(t)H1) |ψ(t)〉. (3.3)

On peut alors calculer l’expression de la dérivée temporelle du moment magnétique :

d

dt
〈ψ(t)| Si |ψ(t)〉 =

(
d

dt
〈ψ(t)|

)
Si|ψ(t)〉 + 〈ψ(t)|Si

(
d

dt
|ψ(t)〉

)

= i〈ψ(t)|H(t)Si|ψ(t)〉 − i〈ψ(t)|SiH(t)|ψ(t)〉

= i〈ψ(t)| [H(t), Si] |ψ(t)〉 (3.4)

Dans le cadre d’un système possédant un spin 1/2, les opérateurs Si sont décrits par les matrices de

Pauli qui s’écrivent :

Sx =
1

2


 0 1

1 0


 , Sy =

1

2


 0 − i

i 0


 et Sz =

1

2


 1 0

0 −1


 . (3.5)

Supposons le champ magnétique statique dirigé selon z et les champs de contrôle selon x et y. On

a alors :
−→
B = Bx

−→ux +By
−→uy +B0

−→uz. On peut calculer le commutateur de H avec Si :

[H,Si] = −γBz [Sz, Si]− γBx [Sx, Si]− γBy [Sy, Si] . (3.6)

On trouve alors : 



[H,Sx] = i γBySz − i γBzSy

[H,Sy] = − i γBxSz + i γBzSx

[H,Sz] = − i γBxSy + i γBySx

. (3.7)

A l’aide de cette dernière équation on obtient l’équation de Bloch :





Ṁx = γBzMy − γByMz

Ṁy = −γBzMx + γBxMz

Ṁz = −γByMx + γBxMy

, (3.8)
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ou sous une forme plus compacte :
−̇→
M = γ

−→
M ×−→B (t), (3.9)

qui exprime le couple créé par le champ magnétique
−→
B sur l’aimantation

−→
M . Le champ magnétique n’in-

duit que des rotations, son action est donc unitaire. En l’absence de dissipation, le moment magnétique

évolue alors sur une sphère. En RMN, le champ magnétique prend la forme générale suivante :

−→
B (t) = Bx(t) cos(ωt)

−→ux +By(t) cos(ωt+ ϕ)−→uy +B0
−→uz, (3.10)

où ω est la fréquence de la porteuse du champ. Typiquement, cette fréquence est de l’ordre de la dizaine

à la centaine de mégahertz. Il faut remarquer que si Bx et By sont constant et que la phase relative est

de π/2 alors on obtient un champ de contrôle polarisé circulairement. Chaque composante du champ
−→
B est induit par une bobine parcourue par un courant. Le spin, en présence du champ B0 seul, va

tourner à la fréquence ω0 = E+ − E− = γB0 autour de l’axe z. On dit que ω est quasi-résonant avec

ω0 si
ω − ω0

ω
<< 1. Pour simplifier l’expression de l’équation de Bloch en présence de ce champ, on

peut effectuer un changement de référentiel pour passer du repère fixe au repère tournant (figure(3.1)).

On définit alors la matrice de passage suivante :

T =




cos(ωt) − sin(ωt) 0

sin(ωt) cos(ωt) 0

0 0 1


 . (3.11)

On écrit l’équation de Bloch sous forme matricielle comme Ṁf = AMf avec l’indice f correspondant au

repère fixe du laboratoire. Pour passer dans le repère tournant indicé par t, il faut effectuer l’opération

suivante Mt = TMf . On trouve alors :

Ṁt = ˙(TMf )

= ṪMf + TṀf

= Ṫ T−1(TMf ) + TAT−1(TMf )

= Ṫ T−1Mt + TAT−1Mt

= CMt. (3.12)
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La matrice C peut s’écrire sous la forme suivante :

C = Ṫ T−1 + TAT−1 =




0 −∆ω a

∆ω 0 b

−a −b 0


 , (3.13)

avec : 



a = −Bx cos(ωt) sin(ωt) +By cos(ωt) cos(ωt+ ϕ)

b = Bx cos
2(ωt) +By sin(ωt) cos(ωt+ ϕ)

et ∆ω = ω − ω0. (3.14)

Si la condition de quasi-résonance est vérifiée, cela signifie que l’effet de la porteuse des champs

magnétiques sera en moyenne nul sur un intervalle de temps grand devant
2π

ω
. Les expressions de a

et b se simplifient alors : 



a =
By

2
cosϕ

b =
Bx

2
− By

2
sinϕ

. (3.15)

On constate que les amplitudes des champs sont divisées par deux. On peut le comprendre en consta-

tant qu’un champ oscillant selon une direction fixe peut être décomposé en un champ tournant vers

la droite et un autre tournant vers la gauche. Si on se place dans le référentiel tournant de l’un des

deux champs alors, en moyenne, l’effet du second sera nul dans ce référentiel. C’est la célèbre approxi-

mation des ondes tournantes (ou rotating wave approximation RWA). Dans la suite du manuscrit, on

considèrera que la phase relative entre
−→
Bx(t) et

−→
By(t) est nulle. On introduit également les paramètres :

∆ω = ω− γB0 et −→ω 1 = −γ
−→
B 1 où ω1 = (ωx, ωy). Dans la suite le contrôle correspondra au vecteur ω1

Donnons une description plus qualitative de la dynamique afin d’avoir une vision plus intuitive

de l’interaction des différents champs magnétiques avec le moment magnétique. Tout d’abord il faut

comprendre l’effet du champ statique sur le moment magnétique. Imaginons que l’on perturbe le

moment magnétique de sorte que celui-ci ne soit plus à l’équilibre, alors le moment va se mettre à

tourner à la fréquence ω0 = γB0. C’est ce qui est représenté sur la figure (3.1) à gauche. Passons

dans le repère tournant et supposons l’amplitude du champ de contrôle B1 constante. Dans ce cas,

l’aimantation va percevoir un champ magnétique avec une composante selon z d’amplitude

Bz =
ω − ω0

γ
=

∆ω

γ
, (3.16)

où B1 est la composante selon x dans le référentiel tournant. L’aimantation va ainsi tourner autour

du champ effectif. La figure (3.1) de droite représente la dynamique dans le repère tournant.
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Fig. 3.1: (Gauche) Représentation schématique de l’interaction de l’aimantation avec le champ B0. En noir,
on a le repère du laboratoire et en bleu le repère tournant associé au champ de contrôle. (Droite)
Comportement de l’aimantation vu depuis le repère tournant, l’aimantation précesse autour du champ
effectif (en supposant l’amplitude de B1 constante) .

3.2.2 Effet de la température

A une température T non nulle, le système doit être décrit par le formalisme de la matrice densité

car le système n’est plus dans un état pur. Le mélange statistique satisfait la loi de Boltzmann :

ρ =





i = j; ρi,i =
1

Z
exp

[−~Ei(Ei + 1)

kBT

]

i 6= j; ρi,j = 0

, Z =
∑

i

exp

[−~Ei(Ei + 1)

kBT

]
, (3.17)

avec kB la constante de Boltzmann et i = ± correspondant à l’étiquette des niveaux.

L’aimantation induite par le champ statique sur l’échantillon peut être calculée en utilisant une

distribution de Boltzmann décrivant l’état initial du système. On a alors :

ρ0 =
1

Z




exp

[
− E−

kBT

]
0

0 exp

[
− E+

kBT

]


 , avecZ = exp

[
− E−

kBT

]
+ exp

[
− E+

kBT

]
. (3.18)

E− et E+ sont les valeurs des deux niveaux d’énergie. Elles sont égales à E± = ±~γB0

2
. Les

composantes du moment magnétique de l’échantillon selon x et y sont nulles, on trouve alors selon z :

Mz = γ tr(ρ0Sz)

=
~γ

2
tanh

(
− ~γB0

2kBT

)
. (3.19)

L’aimantation étant définie comme une densité volumique de moment magnétique, on a :

mz =
n

V
Mz, (3.20)
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avec n le nombre de particules de spin non nul dans le volume V . Dans la suite du manuscrit, par abus

de langage, nous confondrons l’aimantation et le moment magnétique, les deux étant des quantités

microscopiques.
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Fig. 3.2: Évolution de l’aimantation en fonction de la température de l’échantillon.

Considérons un échantillon de 1cm3 d’eau 1H16
2 O soumis à un champ magnétique de 1T et à une

température de T = 300K. Sachant que le facteur gyromagnétique de l’hydrogène est de 267.513 ×
106s−1.T−1 et que le spin nucléaire de l’oxygène 16 est nul (c’est-à-dire que seul l’hydrogène va avoir

un moment magnétique), la valeur de l’aimantation sera alors de l’ordre de m0 = 1 × 10−3A.m−1. A

partir de la figure (3.2), on constate que plus la température est élevée moins l’aimantation induite

dans l’échantillon est grande, tandis que vers la limite basse, il existe une valeur critique telle que

mz(T = 0K) =
~γn

V
= 315A.m−1.

Expérimentalement, il peut donc être utile d’abaisser la température pour accrôıtre l’aimantation

et ainsi augmenter le rapport signal sur bruit, mais ceci est évidemment impossible dans le cadre d’un

usage médical car la baisse de température doit être de plusieurs ordres de grandeur pour avoir un

effet significatif. Une autre solution consiste à augmenter l’intensité du champ B0 mais cette technique

a également ses limites. Le champ B0 le plus intense utilisé en IRM est de l’ordre de la dizaine de

teslas 1. Expérimentalement une manière simple de palier au fait que l’aimantation mesurée soit faible

est de considérer un grand nombre d’expérience afin d’augmenter artificiellement le rapport signal sur

bruit. Il faut noter que le gain n’est pas linéaire. Ainsi en faisant N expériences, le rapport signal sur

1. Par exemple la plateforme expérimentale du CEA NEUROSPIN accueille un appareil d’IRM avec un champ statique
de plus de 17 teslas pour faire de l’imagerie sur de petit animaux et accueillera un appareil pour des essais cliniques de
plus de 11 teslas d’ici 2012. Par comparaison, en RMN les champs sont plus forts. Par exemple, en 2010 un laboratoire

de Lyon à accueilli le premier spectromètre à 1GHz, ce qui correspond à champ magnétique réel de B0 =
ω0

γH
où γH est

le facteur gyromagnétique du spin du noyau de l’hydrogène. Cela correspond à un champ magnétique d’environ 24 teslas.
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bruit augmente comme
√
N .

Jusqu’à présent, l’équation de Bloch décrite était conservative. Cependant, pour décrire une expé-

rience de RMN, il est nécessaire de considérer une version non-conservative. Son expression est la

suivante : 



Ṁx = − 1

T2
Mx −∆ωMy + ωy(t)Mz

Ṁy = − 1

T2
My +∆ωMx − ωx(t)Mz

Ṁz =
1

T1
(M0 −Mz)− ωy(t)Mx + ωx(t)My

, (3.21)

avec M0 l’état d’équilibre thermodynamique du système selon l’axe z et T1 et T2 les paramètres de

dissipation longitudinal et transverse. Le paramètre T2 peut être vu comme une perte de synchronisa-

tion locale des différents moments magnétiques nucléaires due à une interaction avec l’environnement.

Le paramètre T1 peut être considéré comme un terme d’interaction avec l’environnement forçant un

retour à l’équilibre du système. Il faut remarquer que l’équation de Bloch dissipative est de type Lind-

blad, c’est-à-dire qu’il n’y a pas d’effet de mémoire de l’environnement et le couplage avec celui-ci est

faible. Nous sommes donc dans l’approximation de Born-Markov.

3.2.3 Principe de la RMN

Le modèle physique étant établi ainsi qu’une compréhension qualitative du comportement de l’ai-

mantation en présence de champs magnétiques, il est possible de décrire le fonctionnement d’une

expérience de RMN et également celui d’une expérience d’IRM. Le principe de la spectroscopie RMN

est qualitativement simple à comprendre [41, 42].

Supposons que le moment magnétique soit à l’équilibre, c’est-à-dire
−→
M =

−→
M0. La première étape

consiste à préparer l’échantillon. Pour ce faire, il suffit d’appliquer un contrôle résonant, d’amplitude

constante, intense et brève afin de basculer le moment magnétique de l’équilibre vers le plan trans-

verse. On nomme cette forme de champ d’excitation un hard-pulse de 90̊ . Cela signifie que l’aire de

l’impulsion est égale à π/2. la dynamique induite par le hard-pulse peut se calculer directement à

partir de l’équation de Bloch en négligeant la dissipation. L’excitation est résonante par rapport au

noyau que l’on veut exciter (par exemple l’hydrogène 1H, l’azote 15N ou l’oxygène 17O). La fréquence

propre ω0 va être modifiée par l’environnement de chaque noyau excité par une très petite fréquence

δ. On nomme cette modification le déplacement chimique. Cela signifie que si l’on excite de manière

résonante les noyaux d’hydrogène, chaque moment magnétique va tourner à une vitesse légèrement

différente. De plus la valeur de δ est suffisamment petite pour que l’approximation résonante s’applique

à l’ensemble des noyaux excités quelque soient leurs déplacements chimiques respectifs, cela revient à
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supposer
ω0 + δ

ω1
0

<< 1. On en déduit que tous les moments magnétiques des noyaux d’hydrogène seront

basculés de 90̊ pendant que les noyaux de nature différente ayant une fréquence propre ω1
0 différente

ne seront pas excités. Notons que δ étant petit, sa valeur est donnée en partie par millions (ppm). En-

suite, le processus de mesure se déroule sans contrôle (cette phase est nommée free-induction-decay ou

FID). Lors du retour à l’équilibre des moments magnétiques, ceux-ci vont induire un flux magnétique à

travers la bobine de mesure qui va à son tour induire, dans celle-ci, un courant que l’on peut mesurer.

La dynamique de l’équation de Bloch prédit que les moments magnétiques vont tourner à des

fréquences différentes qui dépendent de l’environnement chimique de chaque spin. Le signal obtenu est

alors un signal oscillant avec un amortissement exponentiel dont la fréquence dépend du déplacement

chimique.

La spectrométrie RMN consiste ensuite à effectuer la transformée de Fourier du signal mesuré.

Le spectre obtenu va alors permettre de remonter à la composition de l’échantillon à analyser ainsi

qu’à la structure des molécules. L’environnement chimique de chaque spin décale la fréquence propre

de rotation de chaque moment magnétique. Le spectre final est donc constitué de l’ensemble des

fréquences δ centrées autour de ω0. Les figures (3.3) illustrent ce processus dans le cas d’un seul spin,

c’est-à-dire une seule fréquence.
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Fig. 3.3: (Gauche) Trajectoire de l’aimantation lors du retour à l’équilibre. En rouge, trajectoire dans le repère
tournant et en bleu, trajectoire dans le repère fixe du laboratoire. (Droite) Illustration du spectre
obtenu à partir d’une trace expérimentale simple comme sur la figure de gauche.

3.2.4 Principe de l’IRM

Tentons également de comprendre de manière simple le principe de l’Imagerie par Résonance

Magnétique nucléaire[43, 44]. La différence majeure avec la spectrométrie RMN est l’ajout de trois
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gradients de champ magnétique selon les trois directions x, y et z. L’action du gradient selon z est

d’induire une distribution de fréquences propres ω0 selon l’axe z. Pendant l’excitation, le gradient est

allumé (et seulement pendant l’excitation). Ainsi, en choisissant une fréquence ω pour le champ radio-

fréquence, on peut exciter sélectivement le plan de l’échantillon perpendiculaire à l’axe z à imager.

Notons que plus le gradient sera fort et plus l’épaisseur du plan excité sera fine. L’action des deux

autres gradients, selon x et y, est de coder l’information spatiale dans la distribution (x, y) afin de

pouvoir par la suite reconstruire l’image.

Après avoir excité le plan z sélectivement, on applique un second gradient, par exemple selon

l’axe x. Cela signifie que selon cette direction tous les moments magnétiques vont précesser à des

vitesses différentes. Ainsi, en laissant ce gradient agir un temps fini, une phase dépendante de la

position x va être encodée dans chaque moment magnétique. On peut alors effectuer la mesure de

l’aimantation transverse. Les gradients selon x et z étant coupés, tous les moments magnétiques

tournent alors à la même vitesse mais avec une phase différente dépendante de la position x. Pendant

la mesure, on applique un dernier gradient selon la direction y. Il a pour effet, encore une fois, de

faire précesser les moments magnétiques à des vitesses différentes et donc de coder l’information

de la position des moments magnétiques selon la direction y. L’effet des deux derniers gradients est

représenté schématiquement sur la figure (3.4) et l’évolution de différentes aimantations est représentée

sur la figure (??).

Fig. 3.4: Effet des gradients selon y et x à gauche et à droite [43]. Selon x, le gradient permet de coder une
phase et selon y, il permet de différencier les moments magnétiques grâce à leurs vitesses de précessions
différentes.

L’utilisation d’un appareil d’IRM ne fournit pas l’image du plan z mais plutôt la transformée de

Fourier de celle-ci. La mesure, quant-à elle, nous donne une information à une dimension, c’est-à-
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dire qu’en effectuant une mesure, on obtient une ligne du plan de Fourier. Pour pouvoir reconstruire

le plan de Fourier complètement, il faut répéter l’opération de mesure autant de fois que nécessaire

en changeant l’amplitude ou le temps d’application du gradient de phase selon x ou y. En effectuant

plusieurs mesures, on peut alors reconstituer le plan de Fourier en ayant dans une direction, l’évolution

de la phase, et dans la seconde direction, l’évolution de la fréquence. La dernière phase consiste à

effectuer la transformée de Fourier à deux dimensions du signal, on obtient alors l’image du plan z

désirée.

Ces explications constituent une base des méthodes d’imagerie par résonance magnétique. De

nombreuses méthodes ont été établies afin de lutter contre les contraintes que provoquent les gradients

mais également pour réduire le temps d’acquisition. En effet, le temps d’acquisition du protocole de

base détaillé ci-dessus est long. Il y a autant de cycles de mesure que de lignes dans le plan de Fourier

(en général 256). De plus, chaque cycle de mesure est constitué d’une phase d’excitation, d’une phase

de mesure et d’une phase de relaxation où il faut attendre que l’aimantation retourne à l’équilibre.

On comprend alors qu’un cycle de mesure peut être long (quelques secondes) et que pour réaliser un

grand nombre de cycles, le temps d’acquisition peut devenir très long (une dizaine de minutes). En

milieu clinique, un temps d’acquisition trop long aura pour conséquence une image potentiellement de

mauvaise qualité car le patient n’est en général pas totalement immobile, il sera amener à bouger de

quelques millimètres et ceci va bien évidemment perturber l’image finale. On en déduit l’importance

des méthodes de type imagerie rapide dans ce contexte.

3.2.5 Normalisation de l’équation de Bloch

Dans le cadre du contrôle optimal, il est plus commode de manipuler des objets sans dimension. Il

faut donc déterminer les dimensions physiques de l’équation de Bloch. Elles sont :





M = [A][m]−1

Ti = [s]

t = [s]

ωi = [rad][s]−1

(3.22)

Le premier pas consiste à rendre le moment magnétique sans dimension. Pour cela on divise l’équation

de Bloch par le terme source M0. Ensuite pour normaliser le champ de contrôle, on peut le diviser

par une valeur de référence de la fréquence νref = ωref/(2π), qui permet d’éliminer la dimension du

contrôle mais aussi celle du detuning. Dans le cas où une borne sur le champ est considérée, cette

valeur de référence sera égale à la valeur de la borne. On introduit alors les quantités sans dimension
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Fig. 3.5: Évolution des valeurs des composantes de l’aimantation de quatre points de l’échantillon. Avant la
première ligne verticale noire, les quatre vecteurs aimantations sont basculés dans le plan transverse à
z. Entre les deux lignes noires verticales, le gradient dit de phase est appliqué. Les spins se déphasent
suivant leur position en y. Dans la dernière portion, le gradient de phase est coupé et le gradient de
fréquence est appliqué et on mesure le signal. On constate que les spins évoluent à différentes fréquences
suivant leur position en x, de plus les phases codées via le premier gradient sont conservées.

suivantes : 



−→x =

−→
M

M0

τ =
ωref

2π
t

u =
2πω

ωref

Γ =
2π

ωrefT2

γ =
2π

ωrefT1

∆ =
2π∆ω

ωref

, (3.23)

l’équation de Bloch normalisée prend la forme suivante :





ẋ = −Γx−∆y + uyz

ẏ = −Γy +∆x− uxz
ż = γ(1− z)− uyx+ uxy

. (3.24)

Dans toutes les parties suivantes traitant du contrôle optimal appliqué en IRM et en RMN, cette

expression sera utilisée.
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3.2.6 Effet de l’inhomogénéité des champs magnétiques

Jusqu’à présent le champ statique B0 était supposé constant sur tout le volume de l’échantillon.

Seulement expérimentalement, celui-ci est inhomogène. Cela signifie que si l’on néglige l’inhomogénéité

longitudinale (selon z) alors le champ dépend de la position transverse considérée : B0(x, y). Au niveau

de l’aimantation, cela signifie qu’elle va dépendre de la position transverse dans l’échantillon et on note

alors
−→
M(x, y). En pratique, avant d’utiliser un appareil de RMN ou d’imagerie, il faut d’abord faire

le ”shimming”, c’est-à-dire qu’à l’aide de quelques bobines, la distribution spatiale du champ est

corrigée pour être la plus homogène possible. Cependant, il n’est pas possible d’éliminer complètement

l’inhomogénéité et il faudra parfois en tenir compte dans les modèles comme nous l’expliquons ci-

dessous.

La mesure à proprement parler se déroule de la manière suivante : l’aimantation de l’échantillon

crée un champ magnétique et le flux de celui-ci au travers des spires de la bobine va induire un

courant électrique à l’intérieur de celle-ci. On comprend alors que lors de la phase de préparation

de l’échantillon (le basculement de 90̊ ), à cause des différences de detuning introduites par l’inho-

mogénéité du champ statique, le basculement ne se fera pas de manière identique sur l’ensemble de

la distribution de moments magnétiques, c’est se qui est représenté en rouge sur la figure (3.7). Cela

signifie qu’expérimentalement, le courant mesuré dans la bobine sera plus faible qu’attendu. Ceci est

une première conséquence qui est inversement proportionnelle à l’amplitude du champ. En effet, plus

celui-ci est intense plus le basculement est rapide et moins les moments magnétiques ont le temps de

tourner autour de l’axe z pendant la rotation vers le plan transverse.

Le problème le plus important apparâıt lors de la mesure libre de l’aimantation. En effet, pendant

qu’un moment magnétique aura fait un demi-tour autour de l’axe z, un autre moment magnétique

avec un detuning différent pourra effectuer un tour complet, c’est se qui est représenté en bleu sur

la figure (3.7). Cela se traduit par une annulation du champ magnétique total induit et donc une

annulation du courant électrique mesuré. L’effet de l’inhomogénéité peut être modélisé par un terme

dissipatif transverse plus fort. On le note alors T ∗
2 au lieu de T2 avec T ∗

2 < T2. Cette modélisation

revient à considérer que le signal est produit par un ensemble de spins identiques. Seulement, dans

certains cas (voir la partie (3.4)), cette description n’est pas suffisamment fidèle et la description

microscopique de l’aimantation est nécessaire (par exemple pour simuler un écho de spin). Il ne faut

plus décrire le courant mesuré qui est macroscopique mais l’aimantation qui est microscopique. La

description microscopique correcte revient à passer d’un système à trois dimensions à un ensemble infini

de systèmes à trois dimensions, ou en discrétisant la distribution de l’échantillon, à 3N dimensions,

avec N le nombre de points utilisés pour la discrétisation. La dynamique s’écrit alors pour chaque



54 3. Contrôle optimal en Résonance Magnétique Nucléaire

Fig. 3.6: Schéma représentant l’effet des inhomogénéités du champ de contrôle (en rouge) et du champ statique
(en bleu). L’inhomogénéité du champ de contrôle à pour effet de ne pas faire basculer l’ensemble des
spins du même angle. Il y a une dispersion de l’ensemble des aimantations. L’effet des inhomogénéités
du champ statique consiste également en une dispersion des aimantations mais cette fois dans le plan
transverse.

spin : 



Ṁz(∆ω) = −∆ωMy(∆ω)−
1

T2
Mx(∆ω) + ωyMz(∆ω)

Ṁy(∆ω) = ∆ωMx(∆ω)−
1

T2
My(∆ω)− ωxMz(∆ω)

Ṁz(∆ω) =
1

T1
(M0 −Mz(∆ω)) + ωxMy(∆ω)− ωyMx(∆ω)

, (3.25)

avec ∆ω = ω − ω0 le detuning qui dépend de la position du spin considéré dans l’échantillon. On

peut alors noter ∆ω = ∆ω(x, y, z). L’évolution de chaque spin dépend de son propre detuning, tandis

que les paramètres dissipatifs T1 et T2 sont supposés identiques pour tous les spins de l’échantillon.

On note alors le moment magnétique total : Mi =

∫ +∞

−∞

d∆ωg(∆ω)Mi(∆ω) avec g(∆ω) la fonction

décrivant la distribution de detuning.

Il existe une autre inhomogénéité, celle du champ magnétique de contrôle B1(t) mais son action

est différente de celle présentée précédemment. L’inhomogénéité du champ statique a un rôle de dérive

dans la dynamique du système et est supposé constant au cours du temps. L’inhomogénéité du champ

de contrôle signifie qu’il existe un facteur d’échelle constant au cours du temps sur tout l’échantillon,

i.e. le champ de contrôle perçu par l’échantillon n’est pas identique sur tout le volume de l’échantillon.

Imaginons que l’on cherche à basculer l’aimantation de 90̊ , cela signifie qu’un spin pourra basculer de

90̊ tandis qu’un autre aura basculé de 180̊ et un autre n’aura pas bougé (dans le cas extrême où le

facteur d’échelle varie de 0 à 2). Mathématiquement, on peut modéliser le système (en supposant être
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Fig. 3.7: Différence entre l’évolution libre de l’aimantation sans inhomogénéité (rouge), avec une inhomogénéité
calculé à partir du modèle dit T ∗

2 (bleu) et évolution de l’aimantation avec un modèle tenant en compte
la distribution d’inhomogénéité (noir).

à la résonance et le champ statique homogène) par :





Ṁz(a) = − 1

T2
Mx(a) + aωyMz(a)

Ṁy(a) = − 1

T2
My(a)− aωxMz(a)

Ṁz(a) =
1

T1
(M0 −Mz(a)) + aωxMy(a)− aωyMx(a)

, (3.26)

où a dépend de la position dans l’échantillon. On note alors a(x, y, z).

3.2.7 Effet du radiation damping

Tous les modèles que nous avons considérés jusqu’à présent étaient bilinéaires, i.e. linéaires par

rapport à l’aimantation et linéaires par rapport au contrôle. Du fait du processus de mesure, des non-

linéarités peuvent apparâıtre par rapport à l’aimantation. Cette section détaille ce type d’effet appelé

effet de radiation damping.

Rappelons tout d’abord l’origine de cette non-linéarité dans le système. Celle-ci est liée au processus

de mesure de l’aimantation. En effet, dans une mesure standard, l’aimantation induit un courant dans la

bobine de mesure et en mesurant ce courant, on remonte à la dynamique de l’aimantation. Cependant,

ce courant va à son tour induire un champ magnétique qui va influencer l’aimantation et ainsi modifier

le courant mesuré. Cet effet qui est modélisé par des lois d’électromagnétisme classique induit un
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Fig. 3.8: Processus lié à la mesure de l’aimantation. L’aimantation microscopique ~M(x, y) de l’échantillon (en
bleu) va induire un champ magnétique et le flux de ce champ magnétique au travers des spires de la
bobine de mesure (en rouge) va induire un courant électrique mesurable.

terme non-linéaire dans les équations de Bloch. La non-linéarité est donc causée par un phénomène

d’interaction mutuelle entre l’appareil de mesure et l’échantillon lui-même. Dans les appareils d’IRM

ou de RMN, il existe un dispositif électronique qui permet de limiter l’effet de cette interaction.

Malgré tout, il n’est pas possible d’éliminer complètement le phénomène. Pour prendre en compte ce

phénomène, l’équation de Bloch doit être modifiée en ajoutant des termes quadratiques dépendants

d’une constante de temps Tr caractéristique de la non-linéarité :





Ṁx = − 1

T2
Mx + ωyMz −

1

M0Tr
MxMz

Ṁy = − 1

T2
My − ωxMz −

1

M0Tr
MyMz

Ṁz =
1

T1
(M0 −Mz) + ωxMy − ωyMx +

1

M0Tr

(
M2

x +M2
y

)
. (3.27)

Après normalisation, le système prend la forme suivante :





ẏ = −Γy − uz − kyz
ż = γ(1− z) + uy + ky2

, (3.28)

avec k le paramètre non-linéaire, k =
2π

ωrefTr
. Il faut remarquer que la non-linéarité préserve la symétrie

cylindrique du système et a une action non-unitaire. Cela signifie qu’elle a une action de dissipation.

3.3 Contrôle en temps minimum

3.3.1 Introduction

On s’intéresse désormais au contrôle de la dynamique des spins en RMN en utilisant des outils

du contrôle optimal géométrique. Le contrôle de la dynamique des spins en temps optimal a déjà été

abordé dans la littérature [14, 45, 46]. Les techniques utilisées dans ces travaux, par N. Khaneja et
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ses collaborateurs, sont différentes des nôtres et principalement basées sur la structure de l’algèbre de

Lie du système. L’objectif de cette section est de calculer le temps minimum requis pour saturer un

spin ayant une dynamique dissipative [19], en utilisant un contrôle résonant, c’est-à-dire un contrôle

dont la vitesse de rotation est identique à la vitesse de rotation de l’aimantation. Saturer l’aimantation

(ou, par abus de langage, le spin) signifie que l’on cherche à annuler la norme du vecteur aimantation.

Expérimentalement l’intérêt d’annuler l’aimantation d’une espèce chimique est important du point de

vue de la spectroscopie. Par exemple, imaginant une molécule en présence d’un solvant, dont on veut

analyser la structure par RMN, le fait de saturer l’aimantation du solvant permettra de supprimer

ses composantes spectrales et de conserver uniquement les composantes spectrales de la molécule à

analyser.

3.3.2 Contrôle optimal géométrique

Dans ce problème, on considère une borne m sur le contrôle, c’est-à-dire que u ∈ U = [−m,m].

Cette borne est tout-à-fait justifiable puisqu’expérimentalement il n’est pas possible de produire un

champ de contrôle d’amplitude arbitrairement grande. Lorsque la condition de résonance est vérifiée

(ω − ω0 = 0) et en considérant un unique champ de contrôle, en se plaçant dans le repère tournant

le système peut être réduit à deux dimensions. Du fait de la symétrie de révolution autour de l’axe

z, nous ne perdons aucune généralité dans le traitement du problème. La dynamique restreinte à un

plan s’écrit alors : 



ẏ = −Γy − uz
ż = γ(1− z) + uy

. (3.29)

où on a supposé ux = 0 et où on note u = uy. Pour traiter le problème, la dynamique est décomposée

sur les champs de vecteurs F0 = (−Γ, γ(1 − z)) et F1 = (−z, y). La dynamique est alors donnée par :

ẋ = F0(x) + uF1(x) avec x = (y, z). On retrouve la forme de l’équation (2.15). En utilisant le PMP, le

pseudo-Hamiltonien de notre problème de contrôle optimal est donné par :

H = pF0(x) + upF1(x) + p0. (3.30)

Dans le problème traité, le coût f0 est constant. En effet, on cherche à minimiser le temps de contrôle,

c’est-à-dire C =

∫ T

0
dt donc f0 = 1. Comme le temps de contrôle est libre, on a la contrainte

supplémentaire H = 0. On peut s’affranchir de la constante p0 ≤ 0 en définissant un nouvel ha-

miltonien : H̃ = H − p0 ≥ 0 (Dans la suite, on oubliera le tilde). On peut alors écrire les équations de
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Hamilton décrivant la dynamique du système dans l’espace des phases :





ẋ =
∂H

∂p
= F0 + uF1

ṗ = −∂H
∂x

= −p∇xF0 − up∇xF1

. (3.31)

A présent, intéressons-nous à la condition de maximisation :

u = arg max
v∈[−m,m]

(H(v)) (3.32)

Dans la section (2.4.1), nous avons vu que la condition de maximisation avec la contrainte d’une borne

sur le contrôle nécessitait l’introduction de la fonction de commutation Φ = pF1 ainsi que de sa dérivée

Φ̇ = p [F0, F1]. Le crochet de Lie de F0 et de F1 s’écrit : [F0, F1] = (−γ − δγz,−δγy). Rappelons que
le contrôle peut alors prendre les valeurs suivantes :





u = m signΦ

si Φ = 0 : u = ±m→ ∓m
Φ = Φ̇ = ... = 0 : u = us

. (3.33)

Afin de construire la synthèse optimale du système, nous devons introduire les structures géométriques

caractéristiques du système. Commençons par déterminer la position du lieu de colinéarité. D’après la

section (2.4.2), on a :

det(F0, F1) =

∣∣∣∣∣∣
−Γy −z

γ(1 − z) y

∣∣∣∣∣∣

= −Γy2 + γz(1− z), (3.34)

où δ = Γ− γ. Il est représenté en vert sur la figure (3.9). Dans la section (2.4.2), le lieu singulier a été

introduit dans le cas à deux dimensions et défini comme :

det(F0, [F0, F1]) =

∣∣∣∣∣∣
−z −γ − δγz
y −δγy

∣∣∣∣∣∣

= y (γ + 2δγz) . (3.35)

Il est donc constitué de deux droites, une verticale d’équation y0 = 0 et l’autre horizontale d’équation

z0 = −γ/(2δγ). Elles sont représentées en bleu sur la figure (3.9). Il faut remarquer que si Γ ≥ 3γ/2
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alors la ligne singulière horizontale se situe en dehors de la boule de Bloch et il n’est donc pas possible

de l’utiliser.

Nous venons de montrer où est localisée la projection sur l’espace des positions du lieu singulier

(défini dans l’espace des phases). En d’autres termes, les lignes singulières sont la projection de l’espace

singulier sur l’espace des positions, c’est-à-dire la projection de l’espace singulier sur la boule de Bloch.

Cela signifie que si la trajectoire de l’aimantation intersecte une ligne singulière, cela ne suffit pas à

dire que le point d’intersection appartient au lieu singulier de l’espace des phases, c’est-à-dire que F0 et

[F0, F1] peuvent être parallèles sans pour autant que p soit orthogonal à ces deux vecteurs. Le champ

singulier est calculé à partir de l’équation (2.20) et on trouve :

us = −
p[F0, [F0, F1]]

p[F1, [F0, F1]]

=
−yγ(Γ− 2γ)− 2yz(γ2 − Γ2)

2δγ(y2 − z2)− γz . (3.36)

Cette expression se simplifie suivant que l’on considère le contrôle singulier permettant de se déplacer

sur la singulière verticale ou horizontale. On obtient :





uvs = 0

uhs =
γ(γ − 2Γ)

2δγ

1

y

, (3.37)

où les indices h et v désignent respectivement les singulières horizontale et verticale. Sur la singulière

verticale, on remarque que le contrôle singulier consiste à laisser agir la dissipation longitudinale.

Sur la singulière horizontale, le contrôle hyperbolique uhs permet de compenser en partie l’effet de la

dissipation pour se déplacer horizontalement. Nous reviendrons sur ces différents points au moment

de trouver une interprétation physique des singulières.

Les différents objets nécessaires à la construction de la synthèse étant en place, nous pouvons

décrire sa construction. La première étape consiste à construire l’ensemble accessible, c’est-à-dire

déterminer le sous-ensemble de la boule de Bloch que l’on peut atteindre depuis le point d’équilibre

thermodynamique (0, 1) à l’aide de contrôle respectant la contrainte u ∈ [−m,m]. En effet l’action de

la dissipation est de ramener l’aimantation à l’équilibre thermodynamique, cette action non-unitaire

de l’environnement sur l’aimantation n’autorise pas à atteindre n’importe quel point de la boule de

Bloch. Cette construction se fait numériquement de manière simple. Il suffit de réaliser un tir avec

un bang d’amplitude ±m pour atteindre le point appartenant à l’axe z opposé au pôle nord. La

zone d’accessibilité est définie par l’ensemble des points pouvant être atteints par le contrôle. Elle est
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Fig. 3.9: Représentation des différentes structures géométriques. En rouge on a représenté le bord de l’ensemble
accessible, en bleu les lignes singulières et en vert le lieu de colinéarité. Depuis le point d’équilibre
(0, 1), à cause de l’action non-unitaire de la dissipation, avec une borne sur le contrôle, il ne sera pas
possible d’atteindre n’importe quel point de la boule Bloch et seul un sous ensemble de la boule de
Bloch est accessible.

représentée en rouge sur la figure (3.9).

Ensuite, il faut déterminer si les singulières sont lentes ou rapides. Pour cela, on utilise la forme

horloge définie dans la section (2.4.2). La singulière horizontale est localement optimale tandis que la

singulière verticale est localement optimale seulement si z ≥ z0.

3.3.3 Construction de la synthèse optimale

On peut débuter la construction de la synthèse en partant du point d’équilibre, noté E sur la figure

(3.10). Cette figure est un schéma permettant d’illustrer la structure de la synthèse et ne représente pas

la synthèse associée à un cas réel. En utilisant de vraies trajectoires solutions de l’équation de Bloch,

certaines parties seraient trop petites pour être clairement visibles. Sur cette figure, les trajectoires

rouges sont les trajectoires −m, les bleues sont les trajectoires +m et les vertes sont singulières.

Partant du point E, on peut satisfaire la condition Φ = 0 le long de cette trajectoire et donc il est

possible d’atteindre toute la zone EAD par des contrôles bang-bang −m→ +m. Ces trajectoires sont

optimales. Pour atteindre les points compris entre E et D, une autre possibilité est d’aller au point le

plus au sud puis de suivre la singulière verticale. Celle-ci étant non-optimale pour z ≤ z0, on en déduit

que la première solution est la meilleure.

La trajectoire partant de E va atteindre le point A. Il est ensuite plus rapide, comparé à une



3.3. Contrôle en temps minimum 61

solution bang-bang ,de suivre la singulière horizontale pour atteindre les points entre A et B. En effet,

la singulière est localement optimale, elle n’est donc pas à exclure de la synthèse. Une comparaison

numérique directe entre les deux structures de contrôle confirme ce raisonnement.

Fig. 3.10: (Gauche) Schéma de la synthèse optimale pour Γ ≥ 3γ/2. (Droite) Schéma de la synthèse pour
Γ ≤ 3γ/2. La ligne constituée des arcs Σ1, Σ2, Σ3 et Σ4 correspond à une ligne de commutation,
c’est-à-dire que le long de cette ligne, le contrôle peut soit changer de signe soit changer de structure.

Partant d’un point entre A et B, on peut utiliser un contrôle bang +m ou −m pour atteindre

respectivement les points entre D et F ou en dessous de C. La trajectoire bang reliant B et F est

optimale car si on utilisait un contrôle −m, on atteindrait la singulière verticale sur sa section lente

(non optimale). Pour les trajectoires de type bang reliant les points B et G, le même raisonnement

s’applique. Pour atteindre le point C, la seconde solution consiste à emprunter le bord de l’ensemble

accessible (donc une trajectoire bang) jusqu’au sud puis la singulière verticale lente.

La partie la plus intéressante et non intuitive de la synthèse se trouve dans la région GBCOF. B

étant le point limite d’admissibilité de la singulière horizontale (le point où le contrôle atteint la borne

de son domaine de définition, i.e. u = m), la singulière est donc optimale seulement entre A et B. La

trajectoire GC est très particulière, en effet il faut se souvenir que le PMP est défini dans l’espace des

phases (x, p), alors que jusqu’ici toutes les trajectoires aperçues peuvent être construites dans l’espace

physique de coordonnées (x). Cependant, pour définir la trajectoire GC on doit absolument travailler

dans l’espace total (x, p). En effet, cette trajectoire est l’unique trajectoire qui nous autorise à quitter

la singulière horizontale pour aller ensuite sur la singulière verticale. Elle respecte donc les conditions

suivantes : 



Φ(G) = Φ̇(G) = 0

Φ(C) = Φ̇(C) = 0
. (3.38)
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On appelle ce type de trajectoire bang, un pont car elle permet de relier deux points de la surface

singulière. La singulière entre C et O étant localement optimale, on doit l’utiliser pour atteindre le

point O depuis C. De plus, on vérifie numériquement qu’il est plus rapide d’utiliser une trajectoire

+m partant entre O et C pour atteindre les points entre O et F.

Pour finir la construction de la synthèse, on constate qu’il y a un conflit entre les trajectoires −m
se situant en dessous de GBC et les trajectoires +m partant de OC. Il manque donc un dernier objet

permettant de délimiter la séparation des trajectoires +m et −m. La fonction de switch sert justement

à faire commuter le contrôle. En arrivant à la limite d’admissibilité sur la singulière horizontale, on sait

qu’une ligne de switch doit émerger de ce point, cette propriété est démontrée dans le livre [5]. Cette

ligne se situe entre les points B et C. Elle est définie par le fait que la fonction Φ s’annule le long de

celle-ci. Ce dernier point conclut la construction de la synthèse optimale. Si Γ ≤ 3

2
γ, on constate sur la

figure (3.10) que la synthèse est beaucoup plus simple. Dans ce cas, la singulière se trouve en dehors de

la boule de Bloch et donc en dehors de l’ensemble accessible. Les seules trajectoires existantes sont des

trajectoires bang-bang qui commutent sur l’arc Σ1 et des trajectoires BS qui empruntent la singulière

verticale sur la partie notée Σ2.

3.3.4 Saturation d’un spin 1/2

En utilisant ces résultats, on peut déterminer la solution pour saturer l’aimantation en temps

minimum. La solution est donnée par la trajectoire EAGCO, le contrôle est donc de type bang-

singulier-bang-singulier. Cette synthèse est robuste par rapport aux paramètres dissipatifs. Ici robuste

signifie qu’elle ne subit que des déformations lisses et que qualitativement la structure ne change pas

(sauf si le rapport des paramètres dissipatifs devient supérieur à 3/2). Pour cela, il faut montrer que

si la singulière appartient à l’ensemble accessible alors le point d’admissibilité appartient également

à l’ensemble accessible. Pour le montrer, il faut considérer deux cas limites pour la valeur de m.

Le premier cas est celui où seulement un point de la singulière horizontale appartient à l’ensemble

accessible, c’est-à-dire : 



z = z0

ż = 0
, (3.39)

cette situation correspond à la figure (3.11) droite. On en déduit que γ(1−z0)+my = 0 et on reconnâıt

ici les coordonnées du point d’admissibilité (le point de la singulière horizontale où le contrôle singulier

vérifie u = m, i.e. il appartient au bord de son domaine de définition). La seconde situation est celle

où la borne m tend vers l’infini. Dans ce cas, la position du point d’admissibilité de la singulière

horizontale variant comme 1/y tend vers (0, z0) pendant que l’ensemble accessible tend à recouvrir
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Fig. 3.11: Schémas montrant la position du point d’admissibilité (en rouge) par rapport à la singulière horizontale
(trait discontinu) et la limite de l’ensemble admissible (ligne verte). (Gauche) Point admissible dans
l’ensemble accessible. (Droite) Point admissible sur le bord de l’ensemble accessible, on respecte les
conditions (3.39).

l’ensemble de la boule Bloch. Partant du premier cas où seul le point d’admissibilité appartient à

l’ensemble accessible, en faisant varier la borne m, on va déplacer le point d’admissibilité vers y = 0

tout en augmentant la taille de l’ensemble accessible. La singulière est accessible pour m ∈ [m0,∞[

avec m0 la valeur limite de la borne pour que le point d’admissibilité appartienne au bord de l’ensemble

accessible. Cela signifie que l’on aura jamais de solution du type bang-singulière-bang-singulière pour

laquelle le premier contrôle singulier arrive à saturation, c’est-à-dire us = m. La trajectoire quittera

toujours l’ensemble singulier avant la saturation du contrôle.

A présent, intéressons-nous à l’influence de la borne m sur la valeur du temps minimum. Il est

possible de montrer qu’il existe une limite de temps intrinsèque au système pour saturer l’aimantation.

C’est-à-dire que même si la borne tend vers l’infini, le temps minimum n’est pas nul. Lorsque la borne

est infinie, la trajectoire EAGCO se réduit à EACO avec G, B et C confondus en un seul point. En

effet, la borne m tendant vers l’infini le point d’admissibilité B tend vers y = 0. Le calcul du temps

minimum se réduit à calculer le temps mis pour parcourir les arcs AC et CO (le bang d’amplitude

infini permet de parcourir EA en un temps infinitésimal), avec A=

(
−
√
1− z20 , z0 =

T2
2(T2 − T1)

)
. Le

deuxième arc consiste à suivre la singulière horizontale. On a :





ẏ = − 1

T2
y − usz0

us = − 1

2T1

2T1 − T2
T1 − T2

1

y

. (3.40)

Ces équations se réduisent à :

ẏ = − 1

T2
y − 2T1 − T2

4(T1 − T2)2
T2
T1

1

y
, (3.41)
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et en faisant le changement de variable Y = y2, on trouve :

Ẏ = −2ΓY − a, (3.42)

avec a =
2T1 − T2

2(T1 − T2)2
T2
T1

. La solution est Y (t) =

(
aT2
2

+ Y (0)

)
e
−2 t

T2 − aT2
2

.

Le point de départ est Y (0) = 1 − z20 et le point final le long de la singulière est Y (t) = 0. On

trouve alors t2 =
T2
2

ln

(
1 +

2Y (0)

aT2

)
. La dernière partie utilise la singulière verticale, c’est-à-dire un

contrôle nul et seul l’action de la dissipation est à considérer. On a :

ż =
1

T1
(1− z). (3.43)

La solution de cette équation est z(t) = (z(0) − 1)e
− t

T1 + 1, avec z(0) = z0, et en inversant cette

équation, on trouve t3 = T1 ln(1− z0). Finalement, on a :





Topt =
T2
2

ln

(
1 +

2(1− z20)
aT2

)
+ T1 ln(1− z0)

TIR = T1 ln 2

, (3.44)

avec TIR le temps caractéristique de la solution intuitive d’inversion appelée inversion recovery sequence

(IR)[47]. Cette solution pour saturer les spins est standard en RMN. Elle nous servira de point de

comparaison pour tester l’efficacité de notre solution optimale. La solution IR consiste à utiliser un

bang pour atteindre le pôle sud puis à laisser agir la dissipation pour saturer le spin. Le temps limite

associé à cette solution se calcule alors à l’aide de l’expression de t3. La figure (3.12) représente

l’évolution du rapport entre le temps minimum et le temps de la solution IR. On constate que dans

la partie supérieure de la figure, le rapport est homogène en fonction de T1 et T2 et égal à un, cela

signifie que pour ces valeurs de paramètres, la singulière est en dehors de la boule de Bloch et donc la

solution IR devient la solution optimale car elle est la seule structure de contrôle accessible permettant

de contrôler la position radiale du spin. Il est important de comprendre que physiquement le système

n’est pas contrôlable en dessous d’un temps critique et ce, quelque soit la valeur sur la borne du champ.

Ceci signifie que même en utilisant une quantité d’énergie infinie, on ne pourra jamais contrôler le

système de manière instantanée. Ce point est dû au fait que le contrôle a une action unitaire et il

ne permet pas de contrôler le module de l’aimantation. Seule la dissipation peut le modifier. Le but

du contrôle sera comme on le verra ci-dessous d’utiliser la dissipation de la manière la plus efficace

possible pour atteindre l’aimantation nulle en temps minimum.

La figure (3.13) représente l’évolution du rapport du temps minimum et du temps de la solution
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Fig. 3.12: Rapport entre Topt/TIR en fonction des paramètres dissipatifs T1 et T2. Le marqueur correspond aux
coordonnées particulières T1 = 740ms et T2 = 60ms. Pour cette valeur particulière, le rapport vaut
0.389
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Fig. 3.13: (Haut) Évolution du rapport Topt/TIR pour le jeu de paramètres (T1 = 740ms, T2 = 60ms) en fonction
de la borne ωmax. La ligne horizontale représente la limite analytique quand ωmax tend vers l’infini.
Les quatre lignes verticales repèrent les bornes ω = 2.7, 7, 32.3, 500Hz. (Bas) Trajectoires optimale
et IR associées aux quatre valeurs précédentes.
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intuitive en fonction de la valeur de la borne. La courbe s’arrête vers ωmax = 2.7Hz. Pour des valeurs

plus faibles le centre de la boule (0, 0) n’appartient plus à l’ensemble accessible. Sur la figure du bas,

on constate que la trajectoire correspondant à ωmax = 2.7Hz utilise un contrôle constitué d’un unique

bang pour saturer le spin. On retrouve sur la courbe supérieure le comportement asymptotique attendu

quand la valeur de la borne tend vers l’infini. Pour les valeurs de T1 et T2 choisies, le ratio limite du

temps minimum sur le temps associé à la solution IR est d’environ 0.389.

Le rôle des singulières dans la synthèse a été vu du point de vue du contrôle optimal, mais quel est

physiquement le rôle de ces singulières ? Pour répondre à cette question, il faut changer de coordonnées

et utiliser les coordonnées polaires telles que (y = r cos θ, z = r sin θ). La dynamique s’écrit alors :





ṙ = −(Γ cos2 θ + γ sin2 θ)r + γ sin θ

θ̇ = −γ + Γ

2
sin 2θ +

γ

r
cos θ + u

. (3.45)

Dans ces coordonnées, il faut remarquer que la fonction de switch se réduit à une forme très simple

Φ = pθ et le contrôle est uniquement déterminé par le signe de pθ. Pour comprendre le sens physique

des singulières, il faut calculer la dérivée de ṙ par rapport à θ :

∂ṙ

∂θ
= −(γ − Γ)r sin 2θ + γ cos θ

=
y√

y2 + z2
[γ − 2(γ − Γ)z] . (3.46)

On constate alors que la dérivée par rapport à θ de la vitesse radiale s’annule sur les singulières

verticale et horizontale. En effet, on trouve que :
∂ṙ

∂θ
= det(F0, [F0, F1]). De plus, si on regarde où se

situent le maximum et le minimum de vitesse, on constate que la vitesse radiale est maximale selon la

singulière horizontale et minimale selon la singulière verticale. Le rôle du champ singulier est donc de

lutter contre la dérive angulaire afin de rester sur le lieu où la vitesse radiale est maximale. De plus,

la solution intuitive utilise la singulière verticale or on vient de montrer que cette solution est lente.

Cela confirme que la solution intuitive n’est pas optimale.

Le dernier point concerne la mise en œuvre expérimentale de la solution obtenue. En effet, la

solution est loin d’être une solution lisse, c’est-à-dire que le champ de contrôle subit de fortes variations.

Notamment lors du passage du premier bang à la singulière, le contrôle subit un saut de la valeur ωmax

à quasiment 0. On peut alors se demander s’il est possible d’utiliser une telle séquence de contrôle

expérimentalement. La réponse est positive. En effet, en RMN, le temps caractéristique de mise en

forme du champ de contrôle étant de l’ordre de la nanoseconde à la microseconde, il va être possible

de générer des variations rapides de la séquence de contrôle.
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Les expériences ont été conduites à Munich par l’équipe du professeur Steffen Glaser. Expérimen-

talement, les deux séquences de contrôle sont implémentées dans un appareil standard de RMN, un

spectromètre Bruker Avance 250MHz 2. Les expériences sont menées sur le proton de l’eau H2O.

L’échantillon consiste en un mélange de 10% d’eau, 45% d’eau lourde D2O et 45% de Glycérol saturé

par du sulfate de cuivre CuSO4. Le mélange est effectué tel que ces paramètres dissipatifs soient

(T1 = 740ms, T2 = 60ms). L’amplitude maximale est fixée à ωmax = 2π× 32.3Hz. La manipulation est

réalisée à température ambiante, soit T ≈ 298K.

La figure (3.14) montre que les trajectoires théoriques reproduisent fidèlement les points expérimen-

taux (précision de l’ordre du pourcent). Étant donné le très bon accord expérience théorie obtenu, ce

premier résultat expérimental confirme que les lois de contrôle optimal déterminées théoriquement

peuvent être implémentées expérimentalement avec une très bonne précision pour l’étude de systèmes

de RMN et IRM.
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Fig. 3.14: (Haut) En trait plein, trajectoires correspondant au cas (T1 = 740ms, T2 = 60ms), avec en vert
et bleu respectivement, la solution intuitive et la solution optimale. (Bas) Séquence de contrôles
utilisées. Les carrés noires et les losanges blancs sont les points mesurés expérimentalement. Il est
nécessaire de rappeler que la variation rapide entre le second bang et la seconde singulière est réalisable
expérimentalement car le temps caractéristique de la dynamique est de l’ordre de la milliseconde et
que donc une modulation temporelle du contrôle est envisageable.

2. C’est un appareil commercial et aucun changement n’est requis pour pouvoir implémenter la solution.
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3.4 Rôle de l’effet de radiation damping

Cette section a pour but de traiter le problème de la saturation en temps minimum de la section

précédente mais lorsque la dynamique devient non-linéaire, i.e. lorsque l’effet de radiation damping est

pris en compte. Le modèle de la dynamique est alors celui de la section (3.2.7). Les champs de vecteurs

de la dynamique deviennent : F0 = (−Γy − kyz, γ(1− z) + ky2) et F1 = (−z, y). Nous allons voir que
la non-linéarité ne va pas changer fondamentalement les objets définis précédemment, en particulier

les lieux de colinéarité et singuliers. Malgré tout, plusieurs résultats vont être modifiés. En particulier,

suivant la valeur du paramètre non-linéaire k, la synthèse optimale peut complètement changer avec

l’apparition d’un lieu de Maxwell ou lieu de recouvrement. C’est un lieu où deux trajectoires issues

d’un même point initial arriveront à un même point final en un temps identique mais en empruntant

deux chemins différents.

Commençons l’étude par le calcul des différents objets géométriques introduis dans la section

(2.4.2). Le lieu de colinéarité n’est pas modifié, on trouve alors :

det(F0, F1) =

∣∣∣∣∣∣
−Γy − kyz −z

γ(1− z) + ky2 y

∣∣∣∣∣∣

= −Γy2 + γz(1 − z). (3.47)

La fonction de switch reste la même car le champ de vecteur F1 n’est pas modifié par la non-

linéarité. En revanche, sa dérivée qui s’exprime comme Φ̇ = p[F0, F1] dépend de la dérive du système

F0 et va donc être modifiée. Le crochet s’écrit comme :

[F0, F1] =


 −γ − δγz − kz

2

−δγz + kyz


 , (3.48)

où δ = Γ− γ. Malgré la modification de la dérivée de la fonction de switch, le lieu singulier n’est pas

changé. Son expression devient :

det(F0, [F0, F1]) =

∣∣∣∣∣∣
−z −γ − δγz − kz2

y −δγy + kyz

∣∣∣∣∣∣

= y (γ + 2δγz) . (3.49)

Pour l’instant, les structures géométriques introduites n’ont pas changées, en revanche l’expression du



3.4. Rôle de l’effet de radiation damping 69

champ singulier est modifiée :

us = −
p[F0, [F0, F1]]

p[F1, [F0, F1]]

=
2yz(Γ2 − γ2) + γy(2γ − Γ) + k(γyz + 2δγ(z2 − y2)y)

2δγ(y2 − z2)− γz . (3.50)

Les expressions des champs singuliers sur les lignes singulières verticale et horizontale deviennent :

uvs = 0

uhs =
γ(γ − 2Γ)

2δγ

1

y
+ ky. (3.51)

Le champ singulier vertical n’est pas modifié. En revanche, le champ singulier horizontal possède un

terme supplémentaire qui dépend de la position transverse du système et du paramètre non-linéaire

k. Cela signifie que la position du point d’admissibilité est également modifiée. De plus, celui-ci n’est

plus unique mais il se scinde en deux. Ses coordonnées sont :





y± =
m±

√
m2 − 4ak

2k

a =
γ(γ − 2Γ)

2δΓ

, (3.52)

avec a =
γ(γ − 2Γ)

2δγ
. Si k tend vers 0, on constate que la solution y− tend vers le point d’admissibilité

du cas sans non-linéarité y = −a pour m > 0 et que la solution y+, quant à elle, tend vers l’infini et

quitte donc la boule de Bloch. Pour k petit, la singulière a un comportement quasi-identique au cas

linéaire. Malgré tout, il est difficile de généraliser l’argument stipulant que si le point d’admissibilité

appartient à l’ensemble accessible alors la singulière est utilisée par la synthèse optimale.

A présent, regardons l’influence de la non-linéarité sur la position des points fixes. Il est possible

de réécrire les paramètres du système sous la forme :





m

γ

Γ = γ/2 + ε, ε ≥ 0

k =
m2

3γ
− (1/2γ + ε) + υ

. (3.53)

Ceci signifie que l’on remplace les paramètres (m,γ,Γ, k) par (m,γ, ε, υ) qui seront plus adaptés à la

description du problème. Sans non-linéarité, la dynamique possédait un seul point fixe qui appartenait

au lieu de colinéarité. Dans le cas non-linaire, la situation devient plus complexe car ce point peut
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devenir triple. Le point fixe satisfait l’équation suivante :

y3 + 2
m

k
y2 +

(
kγ +m2 + γ (1/2γ + ε)

)

k2
y +

mγ

k2
= 0. (3.54)

Pour que le point fixe soit triple, il faut choisir υ < 0 ainsi quem et γ tels que , ε ∈]ε−, ε+[ et ε+ > 0,

avec ε± deux valeurs dépendantes de m, γ et υ (voir annexe (8.1)). Lorsque υ < 0 et ε = ε± > 0, le

point fixe n’est pas triple mais double. Autrement, le point fixe est unique.

Le point d’équilibre du système se divise également si υ ≤ −m
2

3γ
. On imagine donc que suivant

la valeur de (m,γ, ε, υ), la dynamique du système et donc la synthèse optimale vont complètement

changer. Les modifications géométriques liées à la non-linéarité étant établies, on peut détailler main-

tenant la synthèse optimale dans deux cas, un premier avec le paramètre υ positif, et un second avec

υ négatif et m et γ tels que le point fixe soit triple.

3.4.1 Cas k > 0 et point fixe simple

Ce cas est physiquement réaliste, c’est-à-dire que k > 0, ce qui correspond à un temps de relaxation

Tr positif. Les paramètres utilisés sont : T1 = 2000ms, T2 = 23ms et Tr = 13.7ms, ce qui correspond

à γ = 0.015, Γ = 1.31, k = 2.26 avec ωmax = 32.3Hz. Dans ce cas, on retrouve une synthèse proche

du cas sans non-linéarité. La trajectoire saturant le spin en temps minimum prend alors la forme

de la trajectoire verte de la figure (3.15), avec une structure de contrôle BSBS. Pour rappel, cette

structure de contrôle utilise un premier bang pour atteindre la singulière horizontale d’équation z = z0.

Ensuite, la trajectoire suit cette ligne singulière horizontale et la quitte avant le point d’admissibilité

en un point qui correspond à l’origine de la seconde trajectoire bang. Ce second bang correspond à

la trajectoire qui atteint la singulière verticale au point d’intersection avec la ligne de switch. Après

avoir suivi cette trajectoire bang, il suffit de continuer sur la ligne singulière verticale d’équation y = 0

avec un champ singulier nul pour atteindre le centre de la boule de Bloch. Sur la figure (3.15), on a

représenté la comparaison entre la solution du modèle avec effet non-linéaire à gauche et sans effet non-

linéaire à droite. La première différence visible est sur la taille de l’ensemble accessible. On a constaté

précédemment que la non-linéarité agissait telle un terme dissipatif (d’où le terme ”damping”), c’est

ce que l’on retrouve sur cette figure. L’ensemble accessible est plus petit en présence de non-linéarité.

On constate également que la forme du champ singulier est modifiée. La non-linéarité agissant comme

un terme dissipatif, le champ singulier s’adapte pour pouvoir compenser le terme supplémentaire de

dissipation. Pour finir, on observe que la structure globale de la solution est identique.

L’étape suivante consiste à implémenter expérimentalement cette solution. Cependant, pour pou-
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Fig. 3.15: (Haut)En vert, solution temps minimum et en bleu, solution intuitive dite d’inversion recouvrement.
Les paramètres utilisés sont T1 = 2000ms, T2 = 23ms et Tr = 13.7ms. A gauche, on a la solution avec
non-linéarité et à droite la solution linéaire avec k = 0. Une comparaison visuelle permet de voir des
différences dans la taille de l’ensemble accessible et dans la forme du champ singulier. Les paramètres
T1 et T2 sont identiques pour les deux cas. Les droites en pointillés sont des repères visuelles pour
différentier les trajectoires. (Bas) Lois de contrôles optimales et intuitives utilisées dans les deux
exemples.
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voir avoir un effet non-linéaire suffisamment important, il faut désinstaller le système électronique qui

permet de l’atténuer. De plus, on ne pourra pas considérer que le champ statique est homogène sur l’en-

semble de l’échantillon. Cela signifie qu’une partie de l’échantillon va percevoir un champ magnétique

plus intense que dans le reste de l’échantillon. Ceci induit une distribution de detuning, ce qui implique

que le signal macroscopique va décrôıtre plus rapidement dans la direction transverse (section (3.2.6)).

Cet effet provient du fait que microscopiquement chaque aimantation va tourner autour du champ

statique à des vitesses différentes. Le décalage angulaire de toutes les aimantations microscopiques

implique une valeur du signal macroscopique plus faible que si toutes les aimantations microscopiques

avaient été en phase.

Sur la figure (3.16), on peut observer les résultats expérimentaux. Ces expériences ont été menées

à Munich par l’équipe du professeur Steffen Glaser. On constate que les points expérimentaux corres-

pondant à la solution optimale, notamment après le premier bang, s’écartent de manière significative

de celle-ci. De plus, cet écart est lisse, c’est-à-dire qu’il n’y a pas une distribution aléatoire de points

expérimentaux autour de la solution optimale, ce qui tend à justifier le fait qu’il manque un élément

dans le modèle décrivant la dynamique du système.

Pour tenir compte de cet effet, une première approche consiste à calculer une nouvelle loi de contrôle

optimal géométrique à partir du modèle en T ∗
2 . La forme de la dynamique est la même et la dissipation

transverse T2 est remplacée par un terme de dissipation plus important noté T ∗
2 (section (3.2.6)) pour

prendre en compte l’effet macroscopique de l’inhomogénéité. Cependant, expérimentalement, cette loi

de contrôle optimal ne permet pas de compenser suffisamment cet effet. C’est ce que l’on constate sur

la figure (3.16). Il faut alors utiliser le deuxième modèle introduit dans la section (3.2.6).

Une seconde méthode pour décrire la distribution de detuning consiste à introduire une approche

microscopique dépendante de ∆ et représentative de la distribution physique des fréquences. La dy-

namique prend alors la forme suivante :





ẋ(∆) = −∆y(∆)− Γx(∆)− kx̄z(∆)

ẏ(∆) = ∆x(∆)− Γy(∆)− uz(∆)− kȳz(∆)

ż(∆) = γ(1− z(∆)) + uy(∆)− k(x̄x(∆) + ȳy(∆))

, (3.55)

où les composantes (x, y, z) du moment magnétique dépendent de la position spatiale, i.e. du detuning

∆. (x̄, ȳ, z̄) désignent les valeurs moyennes des composantes des moments magnétiques sur l’ensemble

de l’échantillon. On suppose que les paramètres dissipatifs γ et Γ ainsi que le paramètre non-linéaire

k sont constants sur l’ensemble de l’échantillon. L’interaction non-linéaire est à présent du type xixj.

Cette forme se déduit simplement. En effet, l’ensemble des moments magnétiques x̄ va induire un
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courant dans la bobine de mesure, ce courant va à son tour induire un champ magnétique qui va agir

sur les moments magnétiques microscopiques. Cela signifie que l’ensemble des spins agissent par ce

processus sur le moment magnétique considéré −→x . Pour pouvoir traiter le problème numériquement,

une solution simple consiste à discrétiser et tronquer l’intervalle de définition de ∆ ∈ [−∞,∞]. On a

alors ∆ = {∆i} avec i = {−n,−n+1, ..., n− 1, n} et n entier. Donc numériquement, la dynamique de

l’ensemble inhomogène est discrétisé en (2n+1) sous-systèmes de detuning différents couplés au travers

de l’interaction non-linéaire et du contrôle qui sont communs. L’aimantation macroscopique devient

alors : xi =

n∑

j=−n

xjigjd(∆) avec d(∆) la largeur du pas de discrétisation et gj le poids représentatif de

la distribution sur l’intervalle j. Expérimentalement, la largeur de la distribution peut être mesurée

et est égale à w(g(∆ω)) = 2π × 1.1Hz. A partir de cette valeur, on déduit T ∗
2 qui est égal [48] à

(T ∗
2 )

−1 = T−1
2 +

w(g(∆ω))

2
= 23ms.
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Fig. 3.16: (Gauche) Trajectoires théoriques (en trait plein) et points expérimentaux (losanges blancs) de la
solution de saturation en temps minimum à gauche de la boule de Bloch et de la solution d’inversion
à droite. Ici la solution optimale est déterminée à partir du modèle macroscopique tenant en compte le
terme T ∗

2 . (Droite) En haut, comparaison des trajectoires optimales du modèle macroscopique en noir
et du modèle microscopique en rouge. Les points correspondent aux points expérimentaux (losanges
blancs) de la trajectoire microscopique. En bas, évolution du contrôle optimal u permettant le contrôle
microscopique de chaque spin.

.

Du point de vue du contrôle géométrique, la taille du système devient beaucoup trop grande pour

pouvoir envisager un tir brute-force sans travail préalable. Pour cette raison, un algorithme numérique
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itératif est utilisé afin de résoudre le problème, le choix de GRAPE est effectué (cette algorithme est

détaillé dans la section (2.5.2)). Pour faciliter la convergence, l’algorithme est initialisé par la séquence

de contrôle géométrique obtenue précèdement. Ainsi l’algorithme commence le calcul avec une solution

relativement efficace.

Le système étant maintenant décrit non plus par l’aimantation macroscopique mais par l’aiman-

tation microscopique, plusieurs choix sont possibles dans la définition de la cible. On peut définir les

coûts à minimiser suivant : 



Φa = (x)2 + (y)2 + (z)2

Φb = x2 + y2 + z2
. (3.56)

La seconde définition traduit une contrainte beaucoup plus forte que la première. En effet, le premier

coût, pour être minimisé, a besoin que seul le signal global s’annule tandis que la seconde définition

nécessite que chaque aimantation microscopique s’annule. Ce coût très contraignant fait qu’il est plus

difficile pour l’algorithme de converger. Pour cette raison, dans la suite, on considérera la première

définition du coût.

Numériquement, la solution recherchée est constituée de deux contrôles : un selon l’axe x et l’autre

selon y. Pourtant un résultat non-intuitif est obtenu. Après optimisation, seul un champ de contrôle

est utilisé pour compenser l’inhomogénéité, le second étant nul. On peut supposer que ce résultat est

corrélé au choix de la solution initiale pour laquelle un des deux contrôles aussi est nul. Rappelons

que dans ce cas, ce résultat est obtenu à partir de la symétrie de révolution du système qui n’est plus

vérifiée si les detunings sont pris en compte. De plus, la forme de ce champ reste simple et proche

de la solution originale (figure (3.16) en bas à droite). La trajectoire passe au dessus de la singulière

horizontale et ensuite l’aimantation microscopique diminue selon une trajectoire verticale de haut en

bas pour rejoindre approximativement la ligne z = 0. Ensuite la trajectoire suit cette ligne pour aller

jusqu’au centre de la boule de Bloch. Il faut remarquer qu’en temps normal, la dynamique montre que

selon l’axe z, la dissipation force un retour à l’équilibre qui ne peut pas être compensé par le contrôle.

Or, pour aller au centre de la boule de Bloch, l’aimantation suit une trajectoire descendante, c’est-à-

dire qu’elle se déplace dans le sens contraire de la dissipation (z diminue). Ceci est possible uniquement

grâce à la description microscopique du signal global. Numériquement, la solution correspondant au

coût Φa en initialisant l’algorithme par un champ faible de forme aléatoire s’approche du centre de la

boule à 1× 10−9 près. Pour comparaison, la solution géométrique à l’aide des méthodes de tir permet

d’atteindre des précisions de l’ordre de 1 × 10−15. A l’aide de ce modèle, il est également possible

de trouver des solutions de saturation plus rapides que le temps minimum. Ceci provient du fait que

la contrainte Φa n’exige pas une saturation individuelle des spins mais collective. Par exemple, pour
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une optimisation basée sur un temps égal à 80% du temps minimum, on trouve Φa = 1.1 × 10−8. En

partant de la solution géométrique, il a seulement été possible, dans ce cas, de s’approcher à 0.28 de

la cible. Sur la figure (3.16), on peut également observer les points expérimentaux correspondant à la

solution GRAPE obtenue à partir de la solution géométrique. On constate que cette solution fonctionne

parfaitement et permet de saturer l’aimantation à la fin du contrôle. L’accord théorie/expérience est

une nouvelle fois très bon avec une précision de l’ordre de quelques pourcents.

Les expériences ont permis de montrer qu’il était possible de prendre en compte la non-linéarité du

système dans une loi de contrôle pour pouvoir saturer un spin en temps minimum. Cela a également

mis en lumière le fait que l’inhomogénéité est un problème très important qui doit être pris en compte

dans le modèle.

3.4.2 Cas k < 0 et point fixe triple

Dans ce nouvel exemple, on choisit les paramètres : γ = 0.6, Γ = 0.8, k = −3, m = 1, c’est-à-dire

ε = 0.2, υ = −2.92 et ε+ = 0.34 et
m2

3γ
= 0.42. Comme le paramètre k est négatif, il ne s’agit pas

d’un problème a priori physiquement pertinent car cela signifie que le temps caractéristique Tr associé

est négatif. Cependant, il existe des techniques pour modifier le signe de la constante de radiation

damping effect qui rendent tout son intérêt à ce cas [49]. On déduit des calculs précédents qu’il y aura

trois points fixes libres et six autres points fixes correspondants aux valeurs ±m. De plus, on a Γ ≤ γ
donc la singulière horizontale n’appartient pas à la boule de Bloch. Elle se situe dans la région z > 0.

La synthèse utilisera donc des contrôles bang-bang et éventuellement des contrôles singuliers nuls le

long de la singulière verticale.

La synthèse prend la forme représentée sur la figure (3.17). Le bord de l’ensemble accessible est

constitué de trajectoires bang-bang et la commutation intervient sur le lieu de colinéarité 3. Le centre

de la boule de Bloch n’est plus accessible.

La synthèse optimale est très riche. On peut observer neuf points fixes, les points bleus corres-

pondent à m = 1, les verts à m = −1 et les rouges à m = 0. On note également la présence d’une

ligne de switch en rouge (la ligne rouge prolongeant la verte). Un cut-locus est également présent en

bleu et vert. Cette ligne correspond à un lieu où, lorsqu’une trajectoire la traverse, celle-ci cesse d’être

optimale. Cela signifie qu’il existe deux trajectoires possibles pour atteindre ce lieu, une trajectoire

se terminant par un bang +m et une autre se terminant par un bang −m. Ce point est illustré par

les deux trajectoires se rejoignant sur la ligne verte. D’un côté, il faut utiliser un contrôle BB avec la

3. Dans [5], il est montré qu’en considérant une borne m sur le champ et en fixant p0 = 0, c’est-à-dire dans le cas
anormal, à deux dimensions, toutes trajectoires bang croisant le lieu de colinéarité commutent au moment de l’intersection
avec celui-ci.
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Fig. 3.17: Les points bleus, verts, rouges sont respectivement les points fixes associés à m = 1, m = −1, m = 0.
Les lignes vertes et bleues correspondent aux lieux d’overlap ou lieux de Maxwell, c’est-à-dire le lieu
où deux trajectoires se rejoignent au même endroit avec le même coût. La ligne rouge prolongeant la
ligne verte est la ligne de switch. L’ellipse rouge correspond au lieu de colinéarité.
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trajectoire AJI et de l’autre un contrôle BBB avec la trajectoire AGHI. Les trajectoires se rejoignant

sur le cut-locus bleu sont du type BB d’un côté avec la trajectoire AFK et BBSB de l’autre côté

avec la trajectoire AEDLK. S correspond à un arc singulier vertical avec u = 0. La construction de la

synthèse n’étant pas aisée, notamment la localisation de la ligne de cut-locus, le détail des fonctions de

tir à utiliser est donné en annexe (8.1). De plus, l’analyse pour construire cette synthèse est elle-même

complexe. Il y a en effet beaucoup de trajectoires à éliminer par analyse numérique et par des raison-

nements de continuité. Pour cette raison, nous ne détaillerons pas dans ce manuscrit la construction

amenant à ces structures mais seulement la localisation des différentes composantes.

On peut tout de même commenter la forme de la synthèse. Le premier point marquant est le fait

que les nouveaux points fixes peuvent être hyperboliques, c’est-à-dire qu’il repousse l’aimantation.

C’est ce que l’on constate au niveau du point fixe bleu proche de F. Deux trajectoires BB arrivent près

de lui et on constate que l’une est repoussée vers la gauche tandis que la seconde est repoussée vers la

droite. La synthèse est également riche en structure de contrôle. On retrouve des structures BB, par

exemple les trajectoires AFK et AJI mais aussi toutes les trajectoires, qui partant de A, commutent

après le point E. Il y a des trajectoires BBB, ce sont les trajectoires du type AGHI, le troisième bang

apparâıt en croisant la ligne de commutation en rouge. La dernière catégorie de trajectoire est la BBSB

comme par exemple AEDLK. Il y a un arc singulier entre D et L. Il faut remarquer que dans cette

synthèse l’utilisation de la singulière est obligatoire. En effet, si on tente de construire la synthèse

sans la considérer, on constate alors qu’une partie de la zone entourée par les lignes de cut-locus et de

commutation n’est pas accessible. Des études préliminaires en collaboration avec le groupe de Steffen

Glaser sont en cours pour essayer d’implémenter expérimentalement un cas similaire.

3.5 Optimisation du contraste en IRM

3.5.1 Introduction

En imagerie par résonance magnétique nucléaire, l’objectif étant de réaliser des diagnostics médicaux,

il est important que les images produites soient de très bonne qualité, notamment en terme de

résolution, de bruit et de contraste. Dans la présentation du principe de l’IRM (voir section (3.4)),

on comprend que l’amélioration de la résolution est possible à partir de l’utilisation de gradients de

champs magnétiques plus intenses, c’est-à-dire avec une variation spatiale de champ magnétique plus

importante. La diminution du bruit est possible en améliorant le rapport signal sur bruit. Ce paramètre

peut être amélioré en augmentant le nombre de mesures et donc le temps de capture de l’image. Le

contraste peut, quant-à-lui, être amélioré de trois façons différentes.
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La première méthode consiste à augmenter artificiellement le contraste à l’aide de méthodes de

traitement numérique. Cette technique a cependant ses limites car elle peut, par exemple, amplifier

un artefact lié à la mesure. Il est de toute façon important d’avoir la meilleure image possible avant

tout traitement numérique. Il faut récupérer le maximum d’informations et de la meilleur qualité

possible lors de la mesure car les méthodes numériques ne peuvent pas créer l’information du système

à imager, elles ne peuvent que l’amplifier. Les deux méthodes suivantes permettent d’obtenir des

images de bonnes qualités directement lors de l’acquisition.

La deuxième méthode est une augmentation chimique du contraste par l’ajout d’agent contrastant.

Ces agents sont des molécules ayant un grand nombre d’atomes et un centre métallique. Ils sont in-

jectés directement dans le patient. Leur rôle est de modifier la valeur des paramètres dissipatifs T1 et

T2 de l’organe ou du milieu où ils vont se placer. Cela permet ensuite de rendre des solutions comme

la solution d’inversion recovery plus efficaces. Seulement ceux-ci peuvent provoquer des réactions al-

lergiques sur certains patients et dans tous les cas, ces produits étant en général toxiques, il convient

d’en limiter l’usage.

Une troisième solution consiste à améliorer le contraste physiquement en utilisant une solution du

contrôle optimal. Il s’agit d’une méthode complémentaire aux deux précédentes où l’on optimise le

contraste pour un ensemble donné de paramètres de relaxation T1 et T2. C’est cette méthode bien

évidemment que l’on va traiter dans la suite de ce chapitre.

3.5.2 Contrôle géométrique du contraste

Pour traiter le problème de contraste, nous allons dans une première approche considérer un

modèle simplifié constitué de deux systèmes de nature différente. Ces systèmes seront décrits par des

paramètres dissipatifs différents mais ils seront contrôlés par le même champ magnétique. Ces systèmes

sont gouvernés par les équations de Bloch suivantes :





Ṁ i
x = − 1

T i
2

M i
y + uy(t)M

i
z

Ṁ i
y = − 1

T i
2

M i
x − ux(t)M i

z

Ṁ i
z =

1

T i
1

(M i
0 −M i

z)− uy(t)M i
x + ux(t)M

i
y

, (3.57)
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où on a introduit l’exposant i qui permet d’étiqueter le spin considéré. De la même façon, on introduit

l’équation de Bloch normalisée et indexée par i :





ẋi = −Γixi + uy(t)z
i

ẏi = −Γiyi − ux(t)zi

żi = γi(1− zi)− uy(t)zi + ux(t)y
i

. (3.58)

La séquence de contrôle de référence qui sera utilisée pour pouvoir comparer les résultats obtenus

sera une nouvelle fois la séquence d’inversion recouvrement mais également la solution de saturation

en temps minimum. Nous allons considérer le problème de contraste suivant qui consiste à saturer

une espèce chimique (annuler son moment magnétique) tout en maximisant le module du moment

magnétique de la seconde et le tout en considérant une borne m sur le contrôle. Le problème ne

comporte pas de contrainte dépendante du temps mais seulement une contrainte terminale, il s’agit

donc d’un problème de Mayer.

On note les coordonnées de chacun des deux spins qi = (yi, zi) et q = q1 ⊕ q2 = (y1, z1, y2, z2). La

dynamique du système est alors notée q̇ = f(q, u). Elle peut être décomposée comme q̇ = f1(q1, u) ⊕
f2(q2, u) avec q̇i = fi(qi, u), la dynamique individuelle de chacun des spins. Tout comme pour le

problème de la saturation en temps minimum, on considère un unique champ résonant avec la fréquence

de transition des deux spins, qui sont supposés de même fréquence. Du fait de la symétrie de révolution,

aucune généralité n’est perdue dans cette hypothèse. La dynamique de chaque spin s’écrit alors :

q̇i = F i
0 +uF

i
1 et on définit les champs de vecteurs suivant F0 = F 1

0 ⊕F 2
0 et F1 = F 1

1 ⊕F 2
1 . Les champs

de vecteurs de la dynamique de chaque spin s’écrivent F i
0 = (−Γiyi, γi(1− zi)) et F i

1 = (−zi, yi). La
formulation du problème est alors





q̇ = f(q, u)

|u| ≤ m
q1(0) = q2(0) = (0, 1)

q1(tf ) = (0, 0)

g(q) = −|q2|2 = −x22 − y22

, (3.59)

où g(q) est la condition terminale à maximiser. L’Hamiltonien de Pontryagin s’écrit alors :H = pf(q, u)

avec p = p1⊕p2 = (py1 , pz1 , py2 , pz2). Les conditions de transversalité du PMP mènent à la condition 4 :

4. Il faut remarquer qu’ici on a choisi le coût terminal g(q) = −|q2|
2 car en choisissant l’expression standard du

contraste, c’est-à-dire C =
|q1| − |q2|

|q1|+ |q2|
, en imposant de saturer q1, on vérifierait C = 1 pour tout q2. Pour trouver la

valeur optimale de q2, on a donc choisi le coût g(q) = −|q2|
2.
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p2 = p0∇qq(q) = q2 avec la normalisation standard p0 = −1/2. En considérant que le temps de contrôle

est libre, on a alors la condition supplémentaire H = 0. L’expression du problème dans l’espace des

phases (q, p) est alors : 



q̇ = f(q, u)

|u| ≤ m
q1(0) = q2(0) = (0, 1)

q1(tf ) = (0, 0)

p2(tf ) = q2(tf )

H = 0

. (3.60)

La fonction de commutation s’écrit alors :

Φ = pF1 = p1F
1
1 + p2F

2
1 . (3.61)

Sa dérivée est donnée par l’expression suivante :

Φ̇ = p [F0, F1] = p1
[
F 1
0 , F

1
1

]
+ p2

[
F 2
0 , F

2
1

]
. (3.62)

La dérivée seconde de Φ s’écrit :

Φ̈ = [F0, [F0, F1]] + us [F1, [F0, F1]] . (3.63)

En temps libre, on doit vérifier H = pF0+pF1 = 0. Or sur le lieu singulier, on a Φ = pF1 = 0. On doit

donc vérifier pF0 = 0. Il faut également vérifier les équations Φ = Φ̇ = Φ̈ = . . . = 0. Pour récapituler,

le vecteur adjoint doit être orthogonal aux champs de vecteurs suivant :





p ⊥ F0

p ⊥ F1

p ⊥ [F0, F1]

p ⊥ [F0, [F0, F1]] + us [F1, [F0, F1]]

. (3.64)

Le lieu singulier peut alors être défini par det (F0, F1, [F0, F1] , [F0, [F0, F1]] + us [F1, [F0, F1]])=0. Le

champ singulier devient alors feedback et ne dépend plus que des coordonnées q du système. Son

expression est :

us = −
det (F0, F1, [F0, F1] , [F0, [F0, F1]])

det (F0, F1, [F0, F1] , [F1, [F0, F1]])
(3.65)
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Ceci n’est vrai que dans le cas où le temps de contrôle est libre, ce qui introduit une contrainte

supplémentaire sur la valeur de l’Hamiltonien.

Le contrôle ne peut pas débuter par un arc singulier, en effet le point q(0) est un point fixe de

la dynamique engendrée par l’Hamiltonien singulier avec us(q(0)) = 0. On doit donc obligatoirement

utiliser un premier arc bang pour sortir de ce cas pathologique. En considérant uniquement un bang,

on ne peut pas contrôler la dissipation radiale, il est seulement possible d’effectuer des rotations dans

la boule de Bloch. C’est la raison pour laquelle il est raisonnable d’envisager également la présence

d’un arc singulier afin de garder une forme de contrôle de la vitesse de dissipation radiale par analogie

avec le cas de la saturation en temps minimum.

3.5.3 Résultat numérique du problème de contraste

Pour pouvoir appuyer les calculs numériques, on choisit quatre exemples tests représentatifs des

systèmes que l’on peut retrouver en imagerie médicale. Le premier est le couple eau/liquide cérébro-

spinal pour étudier le cerveau. Le second est le couple sang oxygéné/désoxygéné. Il permet de différentier

le système artériel du système veineux. Le troisième couple est constitué de la matière grise cérébrale

et de la matière blanche cérébrale encore une fois pour l’étude du cerveau. Le dernier cas est celui de

l’eau et de la graisse, par exemple, pour détecter des dépôts de graisse anormaux dans le corps du

patient.

Dans un premier temps on compare la solution IR (inversion recouvrement déjà utilisé dans le cas

de la saturation en temps minimum dans la section (3.3)) à la solution BS constituée d’un arc bang

et d’un arc singulier. Les résultats sont reportés dans le tableau (3.1). Dans ce tableau, on constate

Milieu T1(ms) T2(ms) Contraste IR Contraste Sat. Contraste (BS)

Eau 2500 2500 0.1682 0.1682(IR) 0.5354
Liquide cérébrospinal 2000 300 0.1588 0.5790 0.5799(Sat)

Sang désoxygéné 1350 50 0.0570 0.3957 0.4665
Sang oxygéné 1350 200 0.0539 0.1853 0.4731

Matière grise cérébrale 920 100 0.1146 0.0495 0.0911
Matière blanche cérébrale 780 90 0.1087 0.0514 0.1020

Eau 2500 2500 0.9997 0.9997(IR) 0.9997
Graisse 200 100 0.8950 0.9003 0.8997(Sat)

Tab. 3.1: Tableau de comparaison du contraste obtenu pour huit problèmes différents (quatre couples de pa-
ramètres dissipatifs et saturation de la première espèce puis de la seconde) ainsi que pour les solutions
d’inversion, les solutions de saturation en temps minimum et la structure bang singulière. La notation
entre parenthèse signifie que les calculs numériques ont permis de se rapprocher de la structure notée
entre parenthèse.
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que le contraste produit par la solution intuitive d’inversion (IR) est proportionnelle à la différence de

dissipation longitudinale, ce qui est conforme au comportement attendu de l’équation de Bloch. Si la

différence relative entre les paramètres dissipatifs longitudinaux T 1
1 et T 2

1 est grande, cela signifie que

selon la direction z, pendant qu’un spin se déplacera rapidement, le second se déplacera lentement. Cela

permet d’aboutir à un contraste élevé. Dans la colonne correspondant à la solution de saturation, on

retrouve que si T1 = T2 alors la solution d’inversion est la solution optimale du problème de saturation

en temps minimum.

Si le paramètre dissipatif longitudinal du spin à saturer T 1
1 est très supérieur au paramètre dissipatif

transverse T 1
2 et que l’écart relatif entre les paramètres dissipatifs transverses T 1

2 et T 2
2 est grand, alors

la solution de saturation sera efficace. Cela signifie que la première partie du pulse va permettre de

basculer les deux moments magnétiques autour 5 du point de coordonnées (1, 0) puis l’écart entre les

paramètres dissipatifs transverses implique qu’ils s’éloigneront rapidement l’un de l’autre en suivant

la singulière horizontale. On peut résumer les deux points ci-dessus :

– |T 1
1−T 1

2 | petit et
∣∣∣∣
T 1
1 − T 2

1

T 1
1

∣∣∣∣ grand alors la solution IR permettra d’obtenir un contraste important

– T 1
1 >> T 2

1 grand et

∣∣∣∣
T 2
2 − T 1

2

T 1
2

∣∣∣∣ grand alors la solution de saturation permettra d’obtenir un

contraste important

A partir de ces constats, on comprend que l’amélioration du contraste pour le système matière

grise/matière blanche est difficile à obtenir. Dans le cas eau/graisse, l’écart relatif entre les paramètres

de dissipation longitudinale est tel que la solution d’inversion autorise un contraste tellement grand

qu’il devient difficile de l’améliorer.

Cependant dans les quatre premiers cas du tableau, la solution BS présente une amélioration du

contraste de quelques pourcents à un facteur 10 (en comparant la solution d’inversion recouvrement à

la solution BS) dans le cas de la maximisation du contraste du couple sang oxygéné/désoxygéné. Les

trajectoires ainsi que les champs de contrôles obtenus sont visible sur la figure (3.18).

La solution BS donne des résultats encourageants. Il est intéressant alors de considérer des solutions

de type BSBS. En fait, des tests de points conjugués permettent de montrer que la singulière perd

l’optimalité locale. Il faut remarquer que la solution de saturation d’un spin en temps minimum est

un cas limite du problème de contraste. En effet, imaginons que l’on ait une solution du problème de

contraste en un temps tf , on peut appliquer une méthode d’homotopie (voir section (2.4.4)) sur ce

temps de contrôle en direction de la limite temps minimum. Il n’est pas possible de saturer le spin en

dessous de la limite physique établie précédemment. Néanmoins, la solution de saturation d’un spin

5. Pour rappel, la position de la ligne singulière pour un spin, c’est-à-dire le lieu où la dissipation radiale est la plus

forte est z0 = −
T2

2(T1 − T2)
. Alors si T1 >> T2, la position de la singulière tend vers z0 ≈ 0.
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Fig. 3.18: (Haut) Trajectoires du moment magnétique du sang oxygéné et du sang désoxygéné. (Bas) champs
de contrôle associés. En bleu, solution saturant le sang oxygéné et en rouge, solution saturant le sang
désoxygéné.

en temps minimum n’est pas solution du problème de contraste mais juste une limite. Pour retrouver

la solution de saturation en temps minimum, on se rend compte que l’on doit vérifier p2(t) = (0, 0).

Ceci est contradictoire avec les conditions de transversalité qui impliquent que x2(tf ) = p2(tf ).

Pour être sur le lieu singulier, il faut vérifier : Φ = pF1 = p1F
1
1 + p2F

2
1 = 0 et Φ̇ = p [F0, F1] =

p1
[
F 1
0 , F

1
1

]
+ p2

[
F 2
0 , F

2
1

]
. Or le lieu singulier associé au problème de saturation vérifie p1F

1
1 = 0 et

p1
[
F 1
0 , F

1
1

]
et est défini sur le lieu F1//

[
F 1
0 , F

1
1

]
. Pour vérifier Φ = Φ̇ = 0 et p1F

1
1 = p1

[
F 1
0 , F

1
1

]

simultanément sur le lieu singulier du problème de saturation en temps minimum, il faudrait que

F 2
1 //
[
F 2
0 , F

2
1

]
et F 1

1 //
[
F 1
0 , F

1
1

]
or ceci n’est possible que si les paramètres dissipatifs des deux systèmes

sont égaux. On déduit alors que la seule solution est p2(t) = (0, 0).

La solution de saturation n’est alors qu’une limite du problème de contraste mais pas une solution

en soi.

3.5.4 Construction de la solution BSBS

Le problème de la recherche d’une solution BSBS est intéressant du fait de la présence du pont

introduit dans la section sur la saturation d’un spin en temps minimum (section (3.3)). En effet, le

second bang a un rôle très important qui est celui d’assurer la continuité des conditions pour quitter la

singulière et y retourner (voir figure 3.19). En appelant t1 le point où on quitte la singulière et t2 le point

où la trajectoire bang retourne sur la singulière, il faut vérifier : Φ(t1) = Φ(t2) = Φ̇(t1) = Φ̇(t2) = 0.
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Fig. 3.19: Schéma représentant une trajectoire BSBS dans l’espace des phases. Σ correspond à la surface sin-
gulière et γB et γS correspondent respectivement à une trajectoire bang et à une trajectoire singulière.
Sur cette figure on peut voir l’interprétation de Φ = Φ̇ = 0. Elle correspond au fait que pour qu’une
trajectoire bang entre sur la surface singulière, la trajectoire doit arriver tangentiellement à la surface
dans l’espace des phases.

Pour commencer la résolution de ce problème, on considère d’abord le cas du temps libre. L’écriture

de la fonction de tir pour ce problème est délicate. En effet, on doit vérifier quatre conditions terminales

ainsi que quatre conditions intermédiaires. En effectuant un tir concaténant les quatre structures

supposées, alors les conditions intermédiaires ne seront pas respectées dans l’algorithme de recherche

de zéro de la fonction de tir, c’est-à-dire que pendant la résolution, la solution empruntée ne sera pas

toujours une extrémale du problème. Pour pallier à ce problème, il faut traiter le problème comme

un problème dans lequel on veut connecter deux trajectoires, l’une se propageant dans le sens normal

du temps en partant des conditions initiales et une seconde se propageant à contre temps à partir des

conditions finales 6. La fonction de tir utilisée est synthétisée dans l’annexe (8.3.1). A l’aide de cette

fonction de tir on trouve une solution BSBS saturant le liquide cérébrospinal et maximisant le moment

magnétique de l’eau. Les trajectoires et le contrôle sont présentés sur la figure (3.20).

L’étape suivante est le traitement du problème à temps fixe. Pour cela, on effectue une continuation

sur le paramètre temps. Ainsi, on peut observer aisément si le contraste est optimal et s’il est possible

de l’améliorer pour un temps différent, on constate que le contraste est meilleur pour un temps grand.

On conjecture pour le cas du sang que le maximum est obtenu pour un temps infini avec une limite

autour de 0.74. Le fait que le temps devienne infini est aisément compréhensible car le premier bang sert

uniquement à quitter le point d’équilibre instable de la dynamique singulière. Si la durée du premier

bang tend vers zéro alors après cette première impulsion, le système sera très proche de l’équilibre

avec une valeur de us voisine de zéro et il faut un temps très grand pour quitter le voisinage de cet

équilibre.

6. Le code Hampath a été amélioré pour traiter ce problème. Notamment, il gère les problèmes de tirs multiples,
c’est-à-dire que la structure du problème en n morceaux et le problème de tir est alors élargi car il faut trouver une
solution qui permette de relier tous les arcs bangs et singuliers entre eux en vérifiant les conditions de continuité de (p, q)
mais aussi de Φ et Φ̇.
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Pour finir avec le traitement numérique de ce problème, on peut appliquer la méthode de conti-

nuation aux paramètres dissipatifs. De cette façon, on peut appliquer la solution BSBS à d’autres

systèmes. Cependant, il n’a pas été possible à l’heure actuelle de relier les quatre problèmes entre eux

pour aboutir à la solution d’un autre des systèmes considérés.

A ce stade il est important de préciser que beaucoup reste à faire. En effet il faudrait arriver à

conjecturer une classification des solutions du problème en fonction des valeurs des paramètres dissipa-

tifs. Il serait important également de comprendre le rôle exact des ponts pour pouvoir éventuellement

imaginer une structure de contrôle n(BS), c’est-à-dire une concaténation de n structure (BS).

Ceci conclut l’état actuel de l’aspect théorique de l’optimisation du contraste en IRM.

3.5.5 Implémentation expérimentale

Pour valider ces premiers résultats, une série d’expériences a été menée par l’équipe du profes-

seur Steffen Glaser à Munich. Pour montrer l’efficacité des résultats, la solution du sang oxygéné et

désoxygéné est considérée dans une expérience de RMN. L’échantillon est constitué d’un petit tube

contenant le sang oxygéné qui est plongé dans un tube ayant un diamètre plus large dans lequel se

trouve le sang désoxygéné. En réalité, dans le cadre de la réalisation expérimentale, lorsque l’on parle

de sang oxygéné et désoxygéné, nous faisons référence (pour des raisons pratiques) à une solution ayant

une composition chimique telle que ses paramètres dissipatifs soient identiques à ceux du sang.

Pour une implémentation réelle en imagerie ou en spectroscopie, il faut se rappeler que les solutions

d’optimisation du contraste sont des solutions de préparation de l’échantillon. Ensuite, pour effectuer la

mesure, il faut appliquer une séquence hard-pulse afin de basculer l’aimantation dans le plan transverse

au champ statique pour effectuer la mesure en dynamique libre (voir section (3.2.3)).

La figure (3.21) montre qu’expérimentalement la solution obtenue théoriquement est efficace, les

points expérimentaux sont proches des deux trajectoires théoriques. Cette première expérience consiste

simplement en une mesure de la trajectoire pour vérifier l’accord théorie-expérience. Elle est réalisée

dans un appareil de RMN sans question d’imagerie pour l’instant. L’objectif étant d’optimiser le

contraste en IRM, il convient de tester la solution dans un cas réaliste d’imagerie comme expliqué

précédemment. Dans ce cas, la manipulation est répétée autant de fois qu’il y a de lignes dans le plan

de Fourier (voir section (3.2.4)). On a constaté que l’effet de l’inhomogénéité du champ statique et du

champ de contrôle avait un rôle très néfaste dans le cas non-linéaire (voir section 3.4). Le même effet

néfaste est présent dans notre problème d’imagerie. Sur la figure (3.22), on observe à gauche l’effet

d’une séquence hard-pulse de 90̊ sans préparation préalable, le contraste entre l’échantillon intérieur

(le sang oxygéné) et l’échantillon extérieur (le sang désoxygéné) est faible. A droite, on observe l’effet de



86 3. Contrôle optimal en Résonance Magnétique Nucléaire
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Fig. 3.20: Comparaison des solutions d’inversion (en bleu) de saturation en temps minimum (en vert) et d’op-
timisation du contraste (en rouge). (Haut) Cas de la saturation du sang désoxygéné, ici la solution
du contraste a une structure BS. (Bas) Cas de la saturation du fluide cérébrospinal, dans ce cas la
solution a une structure BSBS.
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Fig. 3.21: Trajectoire théorique (ligne pleine) et points expérimentaux (losange blanc) de maximisation du
contraste du sang désoxygéné et oxygéné. La courbe saturée à la fin du contrôle correspond au sang
désoxygéné.

la solution optimale. On constate que l’échantillon intérieur apparâıt en noir sur l’image (donc saturé)

tandis que l’échantillon extérieur lui est gris. Il faut noter que dans le bas de l’anneau extérieur, il y a

quelques arcs noirs résiduels, provenant de l’inhomogénéité du champ de contrôle. Ce dernier point fait

prendre conscience de l’importance de traiter le problème en tenant compte de l’inhomogénéité. En

effet, dans notre image un artéfact de mesure est présent et on pourrait facilement extrapoler celui-ci

en imaginant une erreur de diagnostic dans le domaine médical. On comprend donc l’importance de

lutter contre ce type d’effet en affinant le modèle. Cet artefact est ici peu visible mais il pourrait être

beaucoup plus important dans le cas d’un patient en imagerie médicale.

Fig. 3.22: (Gauche) Expérience réalisée avec une séquence hard-pulse de 90̊ sur le système sang oxygéné/sang
désoxygéné. (Droite) Expérience réalisée à l’aide de la séquence optimale amplifiée par un facteur
quinze. Remarque : ces images représentent le plan transverse au champ magnétique B0, c’est-à-
dire une coupe transversale de l’échantillon. L’échantillon est constitué de deux tubes dont un petit
à l’intérieur d’un plus gros. Ces deux tubes sont alignés dans le sens du champ statique. L’image
correspond donc à une coupe transverse de ces tubes et l’anneau noir que l’on peut observer sur ces
deux figures correspond à la structure du petit tube, c’est-à-dire le milieu séparant physiquement les
deux solutions.
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Pour rendre compte de l’effet de l’inhomogénéité dans le système, il faut introduire la distribution

de detuning du système et celle de B1, le champ de contrôle (voir section (3.4)). Ces distributions

spatiales peuvent être mesurées. On obtient les résultats présentés sur la figure (3.23). On peut voir

la distribution spatiale de l’inhomogénéité du champ statique à gauche de la figure (3.23) et l’inho-

mogénéité spatiale du champ de contrôle à droite. Pour rappel, l’inhomogénéité du champ de contrôle

ne consiste pas en un désaccord à la résonance mais en une augmentation ou diminution de l’amplitude

du champ perçu localement par l’échantillon. On constate que l’inhomogénéité du champ statique va

jusqu’à une trentaine de Hertz, soit en unité normalisée environ 0.2, ce qui est du même ordre de

grandeur que les paramètres dissipatifs Γ et γ. Le detuning va donc commencer à jouer un rôle assez

important dans la dynamique. L’inhomogénéité du champ de contrôle est comprise entre ±20%. Cet

effet est également non négligeable et on comprend mieux pourquoi des arcs sombres apparaissent sur

l’anneau extérieur de la figure (3.22) de droite. A cet endroit, le champ de contrôle est moins fort donc

l’aimantation bascule d’un angle moins grand que prévu et l’amplitude de l’aimantation transverse est

plus faible d’où l’apparition d’un arc sombre.
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Fig. 3.23: (Gauche) Inhomogénéité spatiale transvere du champ statique B0 dans un plan transversale à ce
champ. L’échelle est en Hz. (Droite) Inhomogénéité spatiale transverse du champ de contrôle. L’échelle
est relative à une valeur de référence.

Pour mieux comprendre l’influence des deux types d’inhomogénéités, il est important de tracer la

surface représentant l’influence du detuning et du facteur d’échelle du champ sur la valeur du contraste

accessible. Cette surface est représentée sur la figure (3.24). On constate alors que pour des variations

de plus ou moins cinq pourcents, la valeur du contraste est assez stable mais au-delà, elle diminue

assez rapidement. En revanche la robustesse est plutôt élevée en fonction du detuning.

Une méthode pour rendre la solution de contraste robuste envers les inhomogénéité est celle déjà

introduite dans la section (3.4.1). Au lieu de calculer la dynamique du couple de spins considéré, on

va chercher à optimiser la valeur du contraste pour un ensemble de detuning et de facteurs d’échelle.
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Fig. 3.24: Robustesse de la solution optimale en fonction du detuning ∆ et du facteur d’échelle du champ
de contrôle a. Pour le jeu de paramètres du système, l’intervalle ∆ω associé à ∆ correspond à une
variation de [−33, 33]Hz. On constate que la solution est assez robuste envers le detuning mais plutôt
sensible par rapport à l’amplitude du champ, des variations de moins de cinq pourcents sont autorisées,
c’est-à-dire a ∈ [−0.05, 0.05].

Numériquement, l’algorithme GRAPE a été utilisé (voir section (2.5.2)). L’optimisation est réalisée en

utilisant deux champs de contrôle. Deux formes de champ assez complexes sont alors obtenues avec en

revanche une très bonne robustesse vis-à-vis des deux types d’inhomogénéités. On ne présente pas la

surface obtenue car celle-ci consiste simplement en un plan homogène, i.e. la valeur du contraste est

la même sur toute la plage de paramètres choisie. Cet ensemble de paramètres est identique à celui

utilisé pour tester la robustesse de la solution géométrique obtenue.

3.5.6 Conclusion

Pour conclure, nous rappelons que ce travail constitue une étude préliminaire du problème de

contraste. Le prochain objectif sera de terminer l’étude du problème dans le cas sans inhomogénéité et

notamment d’arriver à faire une classification des structures des solutions en fonction des paramètres

dissipatifs. Ceci permettra d’accéder à un ensemble de solutions tests. Dans un second temps, il

faudra compléter le modèle pour décrire l’inhomogénéité des champs statiques et de contrôles afin de

pouvoir calculer des solutions numériquement à partir des solutions préalablement établies en ajoutant

également un second champ de contrôle et dans un dernier temps arriver à comprendre comment

résoudre le problème complet à l’aide de fonction de tir.
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Chapitre 4

Contrôle optimal de la rotation
moléculaire par champ laser

4.1 Introduction

Le chapitre commencera par un rappel du modèle décrivant la rotation moléculaire ainsi que

l’interaction avec le laser. Puis nous développerons une nouvelle technique de contrôle qui tient compte

de contraintes spectrales sur le champ laser, ce qui est important dans le cadre du contrôle et des

applications expérimentales. Les deux sections suivantes seront consacrées à la définition de nouveaux

états de la rotation qui permettent à la molécule d’exhiber de nouveaux comportements notamment

l’alignement planaire ou la rotation planaire classique. La stratégie de contrôle obtenue pour délocaliser

des molécules a été utilisée expérimentalement à Dijon par le groupe d’O. Faucher.

4.2 Contexte du contrôle moléculaire

Le contrôle des systèmes atomiques et moléculaires est apparu dans les années 80, ce domaine s’est

vite diversifié et est devenu très populaire [7, 8]. Le contrôle de la rotation moléculaire a connu un vif

engouement aux cours des années 90 avec la découverte de l’alignement de molécules en phase gazeuse

à l’aide de champs laser intenses et brefs [12, 50]. Alignement signifie ici que l’axe moléculaire (on

considère ici pour simplifier une molécule linéaire) est aligné le long d’une direction fixe du laboratoire

qui peut être, par exemple, la direction de polarisation du champ électrique. L’orientation moléculaire

se différencie de l’alignement dans le sens où l’on demande à la molécule d’être alignée mais selon un

sens donné (voir figure (4.1)). Pour pouvoir produire une orientation moléculaire, on doit considérer

une molécule hétéronucléaire, alors qu’une molécule homonucléaire suffit pour produire de l’aligne-

ment. Qualitativement cela signifie que l’on doit pouvoir distinguer les deux côtés de la molécule.

L’alignement peut être produit sous deux régimes différents : un premier régime, dit soudain [51], car

la durée du champ laser est petite devant la période rotationnelle et un second régime, dit adiabatique,

où cette durée est grande devant cette période [52, 53].

L’alignement est important du point de vue du contrôle moléculaire car celui-ci permet de fixer la
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Fig. 4.1: Illustration de l’orientation et de l’alignement moléculaire respectivement à gauche et à droite. Ces
figurent représentent les densités de probabilité des molécules orientées et alignées.

molécule par rapport aux axes du laboratoire afin de pouvoir contrôler l’état électronique ou vibration-

nel de celle-ci avec une meilleure efficacité. Pour cette raison, il est préférable de produire un alignement

en champ libre 1 afin que le système soit aligné mais que les niveaux d’énergie restent inchangés. La

première vérification expérimentale de l’alignement post-impulsion a été réalisée par Vrakking [54]. En-

suite de nombreux travaux ont été effectués notamment pour perfectionner les techniques de contrôle et

de mesure. En effet, la mesure elle-même de l’alignement moléculaire est primordiale. Une technique

couramment utilisée est l’explosion coulombienne. Celle-ci consiste à briser la molécule par photo-

dissociation et à mesurer la direction dans laquelle les fragments se dirigent préférentiellement [55].

Il existe d’autres méthodes moins destructives comme la spectroscopie rotationnelle [56] ou bien une

technique utilisant le fait qu’un échantillon de molécules alignées est anisotrope et donc biréfringent.

Cette méthode consiste à mesurer l’évolution de la biréfringence qui est proportionnelle au degré d’ali-

gnement [57]. Elle a été développée à Dijon par le groupe d’O. Faucher. Différentes références sur

les méthodes de production et de mesure ainsi que des discussions sur l’analyse de l’alignement sont

données dans les revues suivantes [58, 11].

Dans le cadre de l’orientation moléculaire, plusieurs études ont initialement été menées pour orien-

ter les molécules avec un moment dipolaire permanent dans un champ électrique statique [58]. L’orien-

tation de molécules par des processus induisant une orientation moléculaire en champ libre a ensuite

été développée. Une première technique simple consiste à utiliser des impulsions dites demi-cycle (half

cycle pulse ou HCP). Celles-ci sont caractérisées par le fait qu’elles ne contiennent qu’un demi-cycle

optique. Dans ce cas, une interaction avec le moment dipolaire permanent se produit et induit une

1. En champ libre signifie en l’absence de champ électrique.
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orientation libre [59, 60]. Cette orientation est possible car la fréquence de ce champ est l’ordre du tera-

hertz, ce qui correspond à l’ordre de grandeur des fréquences rotationnelles. Dans le cas de l’alignement

par champ soudain, la largeur typique d’une impulsion sera de l’ordre d’une dizaine de femtosecondes

et donc la largeur spectrale sera de l’ordre du terahertz. On en déduit que c’est l’enveloppe de l’im-

pulsion qui permet de contrôler la rotation. Pour revenir à l’orientation, d’autres techniques existent

telles que l’orientation à l’aide de champ du type (ω, 2ω), c’est-à-dire que le contrôle est composé d’une

impulsion laser de fréquence ω et d’une autre de fréquence 2ω. L’orientation se fait alors via l’hyper-

polarisabilité de la molécule [61]. Cette technique a été appliquée expérimentalement dans [62, 63].

Dans tous ces exemples, la fréquence de la porteuse est supposée non résonante avec les fréquences des

niveaux vibrationnels et électroniques de la molécule, qui ne seront donc pas excités. On pourra ad-

mettre avec une bonne approximation que la molécule reste dans son état électronique et vibrationnel

fondamental.

4.3 Modèle physique

Avant de décrire les différents résultats obtenus concernant la thématique du contrôle de la rotation

moléculaire, il est important de rappeler le modèle physique décrivant la rotation d’une molécule.

Il est également important de mentionner les hypothèses simplificatrices utilisées. La première est

l’approximation de Born-Oppenheimer. Elle est basée sur le fait que la masse électronique est très

inférieure à la masse du noyau. Le ratio des masses est d’environ mp/me ≈ 1800 sachant que mp,

la masse du proton, est la plus petite masse possible pour un noyau atomique standard (sans se

préoccuper des atomes exotiques tels que l’atome d’électron-positron). La faible masse de l’électron

signifie que les mouvements des noyaux seront quasi-indépendant des électrons, ceux-ci étant trop légers

pour influencer la dynamique des noyaux. Dans cette approximation, le nuage électronique s’adapte

instantanément au mouvement des noyaux. L’approximation consiste alors à séparer la dynamique

nucléaire de la dynamique électronique et à négliger les couplages entre la dynamique des noyaux et la

dynamique électronique. La vibration de la molécule décrit la façon dont les noyaux de la molécule vont

se rapprocher ou s’écarter l’un de l’autre. La seconde hypothèse (qui sera considérée dans toute la suite

du manuscrit) consiste à négliger ce mouvement de vibration. Cette approximation est justifiée par le

fait que les fréquences caractéristiques de la vibration et de la rotation sont très différentes. Ainsi, si le

champ de contrôle est constitué de fréquences permettant une excitation rotationnelle, il ne permettra

pas d’exciter les modes de vibration du système. On considèrera dans toute la suite du manuscrit que le

système se trouve dans l’état fondamental électronique et vibrationnel. Pour une molécule diatomique,
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l’ordre de grandeur des fréquences rotationnelles est le terahertz, cela correspond typiquement aux

fréquences constituant le spectre de l’enveloppe d’une impulsion gaussienne d’une largeur d’une dizaine

de femtoseconde à la picoseconde. Pour comparer, l’ordre de grandeur de la fréquence d’une transition

électronique se situe du domaine visible du spectre électromagnétique jusqu’au domaine ultraviolet.

Pour la vibration, cela correspond au proche infrarouge jusqu’à l’infrarouge lointain. Grossièrement,

un ordre de grandeur sépare les fréquences des transitions électroniques des fréquences de transitions

vibrationnelles et un autre ordre de grandeur sépare les fréquences de transitions vibrationnelles des

fréquences de transitions rotationnelles. On suppose également que la fréquence optique du champ

de contrôle n’est pas résonante avec les fréquences électroniques, vibrationnelles et rotationnelles.

En revanche, comme il a été dit précédemment, le spectre de l’enveloppe du champ de contrôle est

résonant avec les fréquences rotationnelles. Ces approximations correspondent au cas général décrivant

aussi bien les molécules linéaires que les molécules asymétriques en passant par les molécules toupies

symétriques et sphériques.

4.3.1 Dynamique libre de la rotation des molécules

Pour pouvoir introduire le modèle décrivant la rotation libre d’une molécule, il convient d’abord

d’introduire les différents repères dans lesquels on sera amené à travailler. Le premier est le repère

du laboratoire que l’on note (x, y, z), c’est un repère fixe. Le second est le repère moléculaire qui lui

est attaché aux axes moléculaires et constitue donc un repère mobile, on le notera (X,Y,Z). Pour

pouvoir décrire la position du repère moléculaire dans le repère du laboratoire, on introduit les trois

angles d’Euler (θ, ϕ, χ). Le premier angle est l’angle de nutation décrivant l’écart entre les axes z et

Z, le second est l’angle de précession décrivant l’écart entre les axes x et X. Ces deux angles repèrent

donc la position de l’axe moléculaire Z dans le repère du laboratoire. Le dernier angle est l’angle de

rotation propre qui correspond à une rotation de χ du repère moléculaire autour de son axe Z. Cet

angle permet de repérer les deux autres axes X et Y dans le repère du laboratoire. A l’aide de ces

trois angles, on peut définir une matrice de rotation permettant de passer du repère moléculaire au

repère du laboratoire. On note cette matrice R(θ, ϕ, χ) et on a :

R(θ, ϕ, χ) =




cos θ cosϕ cos χ− sinϕ sinχ cosϕ sinχ+ cos θ sinϕ cos χ − sin θ cosχ

− sinϕ cos χ− cos θ cosϕ sinχ cosϕ cosχ− cos θ sinϕ sinχ sin θ sinχ

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ


 . (4.1)
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La figure (4.2) décrit le passage du repère du laboratoire au repère moléculaire à l’aide des angles

d’Euler. Dans le repère moléculaire, le tenseur d’inertie est diagonal et on note (IX , IY , IZ) ses valeurs

Fig. 4.2: De gauche à droite, action des angles (ϕ, θ, χ) pour passer du repère moléculaire au repère du laboratoire

propres qui correspondent aux moments d’inertie. La rotation libre d’une molécule peut alors être

décrite par l’Hamiltonien suivant :

H = AJ2
X +BJ2

Y + CJ2
Z , (4.2)

avec A =
~

4πcIX
, B =

~

4πcIY
et C =

~

4πcIZ
où c est la vitesse de la lumière. On introduit également le

moment cinétique
−→
J qui a pour composantes (Jx, Jy, Jz) dans le repère du laboratoire et (JX , JY , JZ)

dans le repère moléculaire. Les composantes du moment cinétique vérifient :





JZ |j, k,m〉 = k|j, k,m〉
Jz |j, k,m〉 = m|j, k,m〉
J2|j, k,m〉 = j(j + 1)|j, k,m〉

, (4.3)

avec |j, k,m〉 la base des matrices de Wigner. Il convient alors de distinguer plusieurs cas. Le premier

est celui d’une molécule linéaire, par exemple une molécule diatomique. Dans ce cas, les axes X

et Y ne sont pas définis. La position de la molécule est décrite uniquement par la donnée de l’axe

Z. L’Hamiltonien libre 2 s’écrit H = BJ2 et le nombre quantique k n’est pas défini. En réalité, la

dynamique est alors restreinte au sous-espace de Hilbert vérifiant k = 0. Cela signifie que le moment

angulaire est orthogonal à l’axe moléculaire Z. Les niveaux d’énergie sont dégénérés (2j + 1) fois. Les

états propres constituent alors la base des harmoniques sphériques indicées par les nombres quantiques

j et m. On les note |j,m〉 et les valeurs propres associées sont Ej,m = Bj(j + 1).

2. On désigne par Hamiltonien libre, l’Hamiltonien décrivant la dynamique du système en l’absence du champ de
contrôle. Dans le langage du contrôle optimal on parlerait plutôt de dérive ou de drift.
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Le second cas est celui d’une molécule sphérique qui est isotrope dans son repère propre. Le

tenseur d’inertie est alors proportionnel à l’identité et l’Hamiltonien prend la même forme que pour

une molécule linéaire sauf que le nombre quantique k est défini. Les niveaux d’énergie sont alors

dégénérés (2j + 1)2 fois. Les valeurs propres de l’Hamiltonien sont données par E = Bj(j + 1) et les

états propres sont les états |j, k,m〉 que l’on peut exprimer en fonction des matrices de Wigner [64] :

〈ϕ, θ, χ|j, k,m〉 =
√

2j + 1

4π
Dj

m,k(ϕ, θ, χ)
∗

= exp(− imϕ) 〈j,m| exp(− i θJY ) |j, k〉 exp(− i kχ). (4.4)

Les matrices de Wigner Dj
m,k sont des matrices de rotation. Le premier élément du produit correspond

à la rotation d’angle ϕ autour de l’axe z du laboratoire. Le second terme correspond à une rotation

d’angle θ autour de l’axe noté Y . L’élément de matrice sur les états |j,m〉 et |j, k〉 est considéré car

cette rotation permet de transformer l’axe z en Z. Le dernier terme correspond à une rotation de χ

autour de Z.

Le troisième cas est celui d’une molécule toupie symétrique. Dans ce cas, seules deux composantes

de la matrice d’inertie sont identiques. L’Hamiltonien s’écrit alors : H = AJ2
X +AJ2

Y +CJ2
Z = AJ2 +

(C −A)J2
Z . La brisure de la symétrie sphérique lève la dégénérescence des niveaux d’énergies selon k.

Chaque niveau reste cependant dégénéré (2j+1) fois. Les valeurs propres sont alors E = Aj(j+1)−Ck2

et les états propres sont les mêmes que pour la molécule sphérique. En réalité, il convient de distinguer

deux cas, le cas de la molécule prolate A ≥ B = C et celui de la molécule oblate A = B ≥ C.

Ceci correspond respectivement au cas d’une molécule aplatie et d’une molécule allongée. Dans le cas

prolate, la molécule est aplatie et l’axe de symétrie est selon X. Pour cette raison, en général, on

inverse les labels des axes Z et X.

Le dernier cas est celui d’une molécule asymétrique. Toutes les composantes du tenseur d’iner-

tie sont alors différentes, IX 6= IY 6= IZ et l’Hamiltonien libre s’écrit :H = AJ2
X + BJ2

Y + CJ2
Z .

L’Hamiltonien n’est alors plus diagonal dans la base |j, k,m〉, mais il est diagonal par bloc de va-

leur m fixée. Chaque bloc est tridiagonal et la base {|j, k,m〉} n’est plus la base propre de H. On a

alors H|j, k,m〉 = aj,k,m|j, k + 2,m〉 + bj,k,m|j, k,m〉 + cj,k,m|j, k − 2,m〉 avec a, b et c des coefficients

dépendants de j, k etm. On peut retrouver la forme de ces coefficients aisément à l’aide des expressions

des composantes des moments cinétiques dans la base de Wigner. Une base avec un nombre quantique

τ peut être définie de sorte que H soit diagonal dans celle-ci. On note |j, τ,m〉 les composantes de cette

base et le nombre τ est défini comme τ = |kA| − |kC | avec kA et kC deux nombres quantiques définis
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comme la projection de J sur l’axe de symétrie de la molécule prolate (donc X) et la projection de J

sur l’axe de symétrie de la molécule oblate (donc Z). |kA| et |kC | varient de 0 à j pour une valeur de

J = j fixée. La base propre rotationnelle d’une molécule asymétrique peut alors être vue comme une

combinaison des états propres des molécules symétriques oblates et prolates. Ces définitions seront

utiles par la suite pour pouvoir faire des raisonnements qualitatifs sur la dynamique de la molécule.

4.3.2 Interaction du rotateur rigide avec un champ électrique

Jusqu’ici la dynamique libre de la molécule a été présentée, il reste à introduire les termes d’in-

teraction avec le champ électrique. Tout d’abord, il faut préciser que dans la suite, nous considérons

un champ laser classique, c’est-à-dire que le nombre de photons est suffisamment grand pour que

celui-ci ait un comportement classique. L’Hamiltonien total du système est alors dit semi-classique

dans le sens où la dynamique de la molécule est quantique tandis que la dynamique du laser est clas-

sique. Considérons une molécule diatomique hétéronucléaire. La distribution de charge électronique

autour de la molécule va alors être inhomogène et anisotrope. La molécule possède un moment dipo-

laire électrique permanent et en présence d’un champ électrique externe, le moment dipolaire de la

molécule va s’orienter dans la direction du champ. L’interaction avec le champ s’écrit alors :

H1 = −−→µ .
−→
E , (4.5)

avec −→µ le moment dipolaire électrique de la molécule. Si le champ électrique devient intense, des

effets non-linéaires peuvent apparâıtre. En effet, la distribution de charge autour de la molécule va

être modifiée par le champ, le moment dipolaire change et va à son tour interagir avec le champ. Ce

nouveau moment dipolaire est appelé moment dipolaire induit. Cela vient du fait que si l’on considère

une molécule diatomique homonucléaire alors celle-ci ne possède pas de moment dipolaire permanent

et son interaction avec le champ ne se fait que par ce processus de modification de la distribution de

charge par le champ qui induit un moment dipolaire.

Ce raisonnement permet d’introduire un développement en série de puissance du champ électrique

du moment dipolaire :

µ(
−→
E ) = µ.

−→
E +

1

2
α.
−→
E 2 +

1

6
β.
−→
E 3 + . . . (4.6)

Les différents termes composants le moment dipolaire sont des tenseurs d’ordre égal aux degrés du

champ. Pour les molécules que nous traiterons par la suite, le moment dipolaire permanent µ sera égal

à µ0, une constante, multipliée par un vecteur unitaire. Le terme d’ordre deux, la polarisabilité sera

une matrice 3× 3 diagonale dans le repère moléculaire avec pour composantes (α//, α⊥, α⊥) où α// et
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α⊥ sont respectivement les composantes de la polarisabilité sur des axes parallèle et perpendiculaires à

l’axe moléculaire. Évidemment cette forme dépend de la symétrie de la molécule. Ceci est vrai pour les

molécules linéaires, sphériques et symétriques mais pas toujours vrai pour une molécule asymétrique.

En effet, suivant les symétries de la molécule asymétrique, le tenseur de polarisabilité sera ou non

diagonal dans la base propre de la molécule considérée. Pour développer l’interaction avec le champ, il

suffit alors d’utiliser la matrice de passage définie précédemment pour faire passer le champ du repère

du laboratoire au repère moléculaire. En prenant
−→
E = (Ex, Ey, Ez), on trouve que le champ a pour

composantes dans le repère moléculaire :





EX = cos θ (Ex cosϕ+ Ey sinϕ)− Ez sin θ

EY = −Ex sinϕ+ Ey cosϕ

EZ = sin θ (Ex cosϕ+Ey sinϕ) + Ez cos θ

(4.7)

En développant l’interaction avec le champ, on trouve :

H1 = −µ0[cos θxEx + cos θyEy + cos θzEz]

−1

2
[E2

x(∆α cos2 θx + α⊥) + E2
y(∆α cos2 θy + α⊥) + E2

z (∆α cos2 θz + α⊥)

+2ExEy∆α cos θx cos θy + 2ExEz∆α cos θx cos θz + 2EyEz∆α cos θy cos θz]

, (4.8)

avec 



cos θx = sin θ cosϕ

cos θy = sin θ sinϕ

cos θz = cos θ

, (4.9)

qui représente les trois cosinus directeurs. Dans l’équation (4.8), le terme d’hyperpolarisabilité a été

négligé. Dans la suite, on considèrera que le champ est non résonant avec les fréquences rotationnelles.

Cela signifie que la fréquence de la porteuse du champ notée ω sera très supérieure aux fréquences

rotationnelles. La fréquence rotationnelle correspondant à la transition j → j + n est égale à Bn(2j +

n + 1) avec B de l’ordre du cm−1, c’est-à-dire 10−2THz tandis que la fréquence de la porteuse du

champ sera typiquement de l’ordre de 102THz. Donc pour être résonant avec le spectre rotationnel,

pour une transition j → j+1, il faudrait effectuer une transition du niveau 5000 environ vers le niveau

supérieur.

Le champ électrique peut s’écrire sous la forme
−→
E (t) = Ex cos(ωt+ ϕx)

−→u x + Ey cos(ωt+ ϕy)
−→u y +

Ez cos(ωt+ ϕz)
−→u z, avec l’ensemble des phases ϕi déterminant l’état de polarisation de la lumière. Si

le champ est non-résonant, cela signifie qu’en effectuant une moyenne sur un intervalle de temps τ tel

que
2π

ω
<< τ << Tper où Tper =

π

B
correspond à une période rotationnelle, le système ne ressent que
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l’enveloppe du champ, on a alors :





〈Ei〉 = 0

〈E2
i 〉 =

E2i
2

〈EiEj〉 =
EiEj
2

cos(ϕi − ϕj)

, (4.10)

avec 〈a〉 = 1

τ

∫ τ

0
dta(t). Ceci peut se montrer rigoureusement en utilisant la théorie des perturbations.

L’interaction avec le champ se simplifie alors :

H1 = −1

4
[E2x(∆α cos2 θx + α⊥) + E2y (∆α cos2 θy + α⊥) + E2z (∆α cos2 θz + α⊥)

+2ExEy cos(ϕx − ϕy)∆α cos θx cos θy + 2ExEz cos(ϕx − ϕz)∆α cos θx cos θz

+2EyEz cos(ϕy − ϕz)∆α cos θy cos θz]

. (4.11)

On constate qu’en prenant une polarisation circulaire dans le plan (x, y), le terme croisé s’annule, la

phase relative (ϕx−ϕy) étant égal à
π

2
. Ce terme est maximum lorsque la polarisation est linéaire, c’est-

à-dire lorsque la phase relative est égale à kπ avec k entier. Les opérateurs cos θji peuvent être projetés

dans la base des harmoniques sphériques {|j,m〉} et dans la base des matrices de Wigner {|j, k,m〉}.
Dans la base des matrices de Wigner, ces opérateurs peuvent être exprimés en une combinaison linéaire

de matrices de Wigner Dj
k,m. L’opérateur cos θz devient alors :

cos θz = D1
0,0, (4.12)

et les éléments de matrices sont :

cos θz|j,m〉 =
√

(j −m+ 1)(j +m+ 1)

(2j + 1)(2j + 3)
|j + 1,m〉+

√
(j −m)(j +m)

(2j − 1)(2j + 1)
|j − 1,m〉, (4.13)

dans la base des harmoniques sphériques et dans la base de Wigner, on trouve :

cos θz|j, k,m〉 =
√

(j −m+ 1)(j +m+ 1)(j − k + 1)(j + k + 1)

(2j + 1)(2j + 3)j2
|j + 1, k,m〉

+
mk

j(j + 1)
|j, k,m〉 +

√
(j −m)(j +m)(j − k)(j + k)

(2j + 1)(2j − 1)j2
|j − 1, k,m〉.

. (4.14)

Le reste des expressions des cosinus est rappelé en annexe avec quelques méthodes de construction

évitant les erreurs numériques, notamment dans le cas de la base de Wigner.

Le dernier point concerne la dimension de l’espace de Hilbert. Ce dernier a une dimension infi-
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nie. Pour pouvoir traiter le problème numériquement, il convient de tronquer cet espace à une va-

leur critique que l’on note jmax. En effectuant la projection de l’équation de Schrödinger sur cet

espace tronqué, une approximation est faite. Elle consiste à négliger le couplage qui existe entre le

sous-espace de Hilbert vérifiant j ≤ jmax et le sous-espace vérifiant j > jmax. Cette approximation,

nommée approximation de Galerkin, est détaillée en annexe (8.5). Notons que cette approximation

est physiquement raisonnable car l’intensité du laser utilisé est finie et le nombre de niveaux peuplés

aussi.

4.4 Algorithme monotone avec contraintes spectrales

Dans cette section, nous nous intéressons à une application du contrôle optimal à la rotation

moléculaire. Le but est de mettre en forme le champ électrique pour réaliser un certain contrôle tout

en respectant certaines contraintes spectrales imposées par la physique du problème. Nous utiliserons

des algorithmes numériques dits monotones qui ont été décrits dans la section (2.5.1). Une nouvelle

version de ces algorithmes sera développée pour satisfaire ces contraintes.

4.4.1 Description de l’algorithme

Dans la littérature, il existe de nombreuses versions d’algorithmes monotones avec de nombreux

coûts différents. Ici, nous allons nous intéresser à la prise en compte de contraintes spectrales [32, 65].

Expérimentalement, lors du contrôle d’un système quantique, il peut être utile d’interdire la fréquence

caractéristique correspondant à une transition entre deux niveaux. De plus, le contrôle par laser peut

être réalisé expérimentalement à l’aide de la technique dite de pulse-shaping pour mettre en forme

le champ [66, 67]. Pour rappel, cette technique consiste à faire passer une impulsion dans le plan de

Fourier en utilisant un réseau pour la diffracter. Ensuite, à l’aide d’un masque à cristaux liquides, son

spectre va être modulé et pour finir, un second réseau va permettre de reconstituer l’impulsion modulée.

Il est crucial de calculer une forme de champ de contrôle implémentable expérimentalement par ces

techniques de mises en forme. Cependant, l’algorithme, de par sa construction, effectue simultanément

le calcul du champ de contrôle et la propagation de l’état |ψk+1〉 (voir section (2.5.1)). Or la question

du filtrage spectral est un problème qui, par sa nature n’est pas local en temps. Par conséquent, il

ne semble pas possible d’écrire un algorithme qui au cours de la propagation et du calcul du champ

pourra également filtrer ce dernier. L’idée est alors de séparer l’algorithme en deux blocs distincts, le

premier dédié au calcul du champ et le second au filtrage.

Ce nouvel algorithme se base sur la version standard de l’algorithme monotone introduite dans
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propagation |χ〉 avec uk

propagation |ψ〉 avec uk+1

calcul uk+1

recherche de µk+1

filtrage de uk+1

Fig. 4.3: Schéma montrant les modifications à apporter à un algorithme monotone pour prendre en compte des
contraintes spectrales. Il suffit d’ajouter un bloc de filtrage à la fin de la séquence d’optimisation du
contrôle.

la section (2.5.1). L’originalité de notre méthode consiste simplement à ajouter une étape de calcul

pour filtrer le champ. Néanmoins, il y a une difficulté à surmonter. En effet, l’algorithme doit être

monotone et donc la différence de coût entre deux itérations successives doit toujours être positive.

Pour préserver cette propriété, une idée simple consiste à calculer le nouveau champ de contrôle comme

une combinaison linéaire du champ optimal et de sa version filtrée. On note alors :

ũk(t) = µuk(t) + (1− µ)F(uk(t)), (4.15)

avec µ ∈ [0, 1] et F(uk(t)) le champ filtré. Il suffit donc d’utiliser un algorithme monotone, d’intercaler

la formule ci-dessus dans le programme et d’implémenter une fonction permettant de rechercher µk+1

telle que Jk+1(µk+1)− Jk(µk) ≥ 0. La figure (4.3) présente cet algorithme avec filtrage.

La méthode de détermination de µ pour que l’algorithme soit monotone doit être précisée. On

peut envisager de nombreuses solutions. Dans la section suivante, une méthode de dichotomie a été

utilisée avec une condition d’arrêt µjk − µj−1
k ≤ ε où j est l’indice de l’itération de la dichotomie

tandis que k est l’indice de l’itération de l’algorithme et ε un seuil d’arrêt représentant la précision

de la recherche. La méthode de dichotomie nous renvoie à la fin deux valeurs. On choisit la valeur

respectant ∆J > 0. Dans la dernière section de ce chapitre, la méthode utilisée est plus brutale. Elle

consiste à discrétiser l’intervalle [0, 1] en n points. On effectue ensuite une interpolation de ces n points

et on cherche la valeur de µ telle que la valeur de la fonction interpolée soit égale à 1% du maximum

de celle-ci. L’objectif dans la suite n’est pas de discuter la méthode de recherche de µ mais de montrer

numériquement que cet algorithme fonctionne et est efficace. Il faut remarquer que numériquement,

l’algorithme est plus lourd que la version standard introduite dans (2.5.1). En effet, il faut ajouter à

l’algorithme une méthode de line-search pour déterminer µ et cela nécessite de nouvelles évaluations

du coût et donc de nouvelles propagations.
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4.4.2 Application à température nulle

Pour tester l’algorithme, on considère le problème du contrôle optimal de l’alignement moléculaire.

Pour conduire les premiers tests, la température T est fixée à 0K, on peut alors traiter le problème à

l’aide de l’équation de Schrödinger. L’état initial est |j,m〉 = |0, 0〉. On suppose que le champ est non

résonant et l’intensité du laser modérée. L’Hamiltonien du système s’écrit alors :

H(t) = BJ2 − E2
z

4
(∆α cos2 θ + α⊥), (4.16)

où le champ électrique est polarisé linéairement selon l’axe z. Les paramètres choisis sont ceux du

monoxyde de carbone CO, avec B = 1.931cm−1, ∆α = 3.92 unité atomique et α⊥ = 11.73 unité

atomique. L’opérateur cos2 θ ne couple que des états ayant une valeur de j de parité identique et ne

couple pas de niveaux ayant des valeurs de m différentes. Partant de l’état pur |0, 0〉, la dynamique va

être restreinte au sous-espace vérifiant m = 0 et j pair. L’objectif étant d’atteindre l’état d’alignement

maximum, on définit la cible dans ce sous-espace.

Dans l’espace de Hilbert complet, c’est-à-dire de dimension infinie, le maximum que la valeur

moyenne de l’observable 〈cos2 θ〉 peut atteindre est 1. Cependant, pour pouvoir traiter le problème,

nous sommes obligés de tronquer la base de travail et d’effectuer l’approximation de Galerkin (voir

section (4.3)). Dans la base tronquée, la valeur maximum que peut atteindre cette valeur moyenne

est notée λmax et correspond à sa valeur propre maximale : λmax = 〈ψc| cos2 θ |ψc〉 avec |ψc〉 l’état
propre associé. La cible est définie comme étant cet état propre [68]. Numériquement, nous choisissons

la limite jmax = 10 et jopt = 8 ce qui correspond à λopt = 0.949. L’état cible est défini dans un

sous-espace plus petit, limité par jopt, que l’espace tronqué, limité par jmax, pour éviter les effets dits

de bord liés à la projection de l’espace infini sur l’espace limité par la valeur jmax. Par exemple pour

jopt = 4, l’état cible prend la forme :

|ψc〉 ≈ 0.41|0, 0〉 + 0.74|2, 0〉 + 0.52|4, 0〉 et λ4 ≈ 0.87. (4.17)

Afin d’avoir une base de comparaison, on commence par calculer une forme de champ de contrôle avec

l’algorithme monotone sans filtrage spectral. L’algorithme est initialisé à l’aide d’un champ composé de

deux sinusöıdes de fréquences ω1 = 4B et ω2 = 10B. Le temps de contrôle choisi est égal à tf = 10Tper,

on choisit un temps long, qui est physiquement peu envisageable, dans le but de faciliter la convergence

de l’algorithme, l’objectif étant de confirmer le fonctionnement de l’algorithme. L’état cible étant défini

dans l’espace limité par jopt = 8, on peut constater qu’un champ composé des fréquences précédentes
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ne permettra pas d’atteindre la cible. On peut le vérifier sur la figure (4.4). On constate qu’à l’aide

des fréquences ω1 = 4B et ω2 = 10B, on peut effectuer un transfert de population en échelle [69],

c’est-à-dire qu’en partant du niveau |0, 0〉, on peut peupler le niveau |2, 0〉 puis partant de ce dernier

arriver sur le niveau supérieur mais pas au-delà. Pour effectuer la transition |4, 0〉 → |6, 0〉, il faut
utiliser une troisième fréquence, soit 12B (12B + 10B), soit 26B (26B + 4B). On constate que la

fréquence 26B est plus avantageuse car elle permet de générer également la transition |6, 0〉 → |8, 0〉. Il
faut remarquer que la transfert de population entre deux niveaux fera toujours intervenir au minimum

deux fréquences. Cela provient du fait que l’interaction entre la molécule et le laser se fait via le terme

de polarisabilité, c’est-à-dire avec le carrée du champ qui fait donc intervenir deux fréquences.

|0〉

|2〉

|4〉

|6〉

6B

14B

22B

30B

10B

4B

|8〉

10B

4B

26B

26B
4B

4B

Fig. 4.4: Représentation schématique des fréquences de transition entre les niveaux rotationnels (à droite en noir)
du sous-espace m = 0, j pair et des combinaisons de fréquences permettant d’effectuer une transition
entre deux niveaux consécutifs.

Sur la figure (4.5), on peut voir dans la première colonne à gauche le résultat obtenu par l’algorithme

monotone sans filtrage spectrale. La première ligne représente l’évolution temporelle du champ. On

constate que celui-ci correspond à une succession de kicks 3 quasiment régulièrement espacés d’environ

Tper/3. L’avant-dernière ligne représente l’évolution de la projection au carré de l’état du système sur

l’état cible. On constate qu’à la fin de la séquence de contrôle, l’état du système correspond à l’état

cible car la projection est proche de un. La dernière ligne représente l’amplitude spectrale normalisée

du champ de contrôle. Le spectre présente un grand nombre de fréquences espacées régulièrement de

3. Dans ce contexte, il faut comprendre le mot kick comme un coup de pied. En effet cela signifie que la largeur
temporelle de l’impulsion est faible et que l’on peut se placer en approximation soudaine. D’un point de vue classique, en
imaginant la molécule comme un bâton, cela revient à donner un coup de pied pour lui imprimer un moment angulaire
important.
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2B. Cela provient du fait que le sous-espace de travail n’inclut que les états ayant une valeur de j

pair. On constate tout de même que les fréquences 4B et 10B ont une amplitude plus intense, le reste

des fréquences permettent de construire la série d’impulsions temporelles. La seconde ligne représente

l’évolution des populations, elles évoluent de manière abrupte à chaque impulsion. On constate que

le transfert de l’état fondamental vers l’état cible se fait par une montée en échelle. Les premières

impulsions peuplent le niveau |2, 0〉, les suivantes transfèrent en partie les populations du niveau |2, 0〉
vers le niveau |4, 0〉 et ainsi de suite.

La seconde colonne correspond à l’utilisation de l’algorithme monotone avec filtrage spectrale. Le

filtre utilisé est un filtre passe bande constitué de plusieurs fenêtres centrées en 4B, 10B et 26B et

ayant une largeur spectrale de B/2. Sur la première ligne, la forme temporelle du champ parait plus

complexe. On observe une enveloppe en dessous de laquelle des oscillations plus rapides sont présentes.

L’enveloppe sinusöıdale provient du paramètre λ(t) de l’algorithme monotone, la forme choisie est

λ(t) =
λ0

sin(πt/tf )
. Sur l’avant dernière ligne, la projection obtenue au temps final est proche de un,

la cible est donc atteinte au temps final. La dernière ligne montre l’amplitude spectrale normalisée du

champ optimal filtré. On constate qu’à la fin de l’optimisation, seules les fréquences 4B, 10B et 26B

sont présentes. Ce résultat n’est pas du tout trivial. Le filtre choisi aurait pu être tel que l’algorithme

choisisse une valeur de µ constamment égal à un, ce qui aurait eu pour effet de ne jamais filtrer le

champ et donc d’exhiber tout une gamme de fréquences comme dans la première colonne. Pour finir,

sur la seconde ligne, l’évolution des populations est cette fois plus lisse avec un effet de montée en

échelle depuis l’état fondamental vers l’état cible moins prononcé.

Sur les deux premières colonnes de la figure (4.5), le champ d’initialisation était un champ composé

de deux fréquences, 4B et 10B, ceci constituait un bon point de départ. La figure (4.4) montre que l’on

a intérêt à utiliser ces fréquences. Pour cette raison, il est intéressant de refaire les mêmes calculs mais

avec un point de départ différent. Pour les deux dernières colonnes de la figure (4.5), le champ d’essai

est une gaussienne de largeur à mi-hauteur de 3ps, ce qui correspond à environ 0.35Tper. Le spectre du

champ d’essai est alors gaussien. La troisième colonne correspond au cas sans filtrage. Sur la première

ligne, le champ optimal obtenu a une forme temporelle composée d’impulsion mais cette fois, le nombre

d’impulsions nécessaires est moindre et leur espacement n’est pas régulier. De plus, seulement deux

périodes rotationnelles sont utilisées pour contrôler le système. Sur la troisième ligne, on constate que

l’état cible est atteint à environ Tper/2. La dynamique libre du système étant périodique, on observe

que la projection passe périodiquement par un. Sur la dernière ligne, l’amplitude spectrale est cette

fois très riche, avec des pics très larges. On observe tout de même un pic très marqué autour de 0B et

de 6B. Cette dernière fréquence correspond à une transition directe entre |0, 0〉 et |2, 0〉. Les transitions
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Fig. 4.5: Première ligne : champ de contrôle en fonction du temps. Deuxième ligne : évolution de la population
du système. Troisième ligne : évolution de la projection sur l’état cible. Quatrième ligne : amplitude
spectrale normalisée du champ de contrôle. (De gauche à droite) La première colonne correspond au
cas d’une optimisation sans filtrage et la seconde colonne à une optimisation avec filtrage. Ces deux cas
sont initialisés avec le champ suivant : Ei = E0(sin(4Bt)+sin(10Bt)). La troisième colonne correspond
au cas d’une optimisation sans filtrage et la quatrième colonne à une optimisation avec filtrage. Ces
deux cas sont initialisés avec un champ gaussien.

se font donc avec la combinaison des fréquences rotationnelles et d’une composante continue. Sur la

seconde ligne, on constate cette fois que le transfert de population est très abrupt et qu’il ne se fait

pas avec une montée en échelle.

Pour finir, sur la dernière colonne qui correspond au cas de l’optimisation avec filtrage spectrale

ayant pour point de départ une gaussienne, on constate que l’algorithme converge vers la même solution

que la solution de la seconde colonne, qui correspond au cas de l’optimisation avec filtrage mais avec

un champ d’essai bichromatique. Ceci est un point non-trivial. Les champs d’essai choisis sont très

différents mais les contraintes spectrales du filtre sont tels que dans les deux cas, l’algorithme converge

vers la même solution. L’algorithme monotone avec contraintes spectrales est apte à trouver des

formes de champs de contrôle respectant des contraintes précises spectralement. Du point de vue des

expériences et du contrôle par laser, il est important de savoir s’il est possible de trouver des formes

de contrôle satisfaisant non pas un filtre passe-bande mais un filtre discrétisant le spectre. Ce dernier

point permet de simuler la technique de mise en forme d’impulsion laser par pulse-shaping. C’est
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précisément ce dernier point qui est abordé dans la section suivante.

4.4.3 Application au cas du pulse-shaping

Dans cette section, on s’intéresse à l’application de l’algorithme précèdent pour la mise en forme du

contrôle par pulse-shaping. L’objectif est une nouvelle fois d’atteindre l’état d’alignement maximum

mais cette fois à température non-nulle. La dynamique est alors décrite par l’équation de Liouville :

i
∂

∂t
ρ(t) = [H(t), ρ(t)] , (4.18)

avec ρ(t) la matrice densité représentative de l’état du système et H(t) le même Hamiltonien que dans

la section précédente. L’état initial est une distribution de Boltzmann vérifiant :

ρ0 =
1

Z

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

e
−

Bj(j+1)
kBT |j,m〉〈j,m|, Z =

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

e
−

Bj(j+1)
kBT (4.19)

avec Z la fonction de partition, kB la constante de Boltzmann et T la température. L’état cible doit

être défini dans le cadre du formalisme de la matrice densité [70]. Ayant déterminé une cible ρopt qui

maximise la valeur moyenne de l’observable cos2 θ dans le sous-espace tel que j ≤ jopt, il faut définir

un filtre. L’idée de la technique de pulse shaping est d’utiliser un réseau de Bragg pour disperser

l’impulsion. Ceci revient à effectuer une transformée de Fourier. Ensuite, le faisceau diffracté passe à

travers un masque à cristaux liquide (LCD) qui permet de contrôler l’amplitude spectral du signal ainsi

que sa phase. Le nombre de pixels étant fini, cela revient à dire que l’on a modulé l’impulsion incidente

et généré un spectre discret. Ensuite, le faisceau se diffracte sur un second réseau de Bragg afin de

reconstituer l’impulsion. Ceci correspond à la transformée de Fourier inverse. Mathématiquement, en

définissant le filtre G(ω), on peut définir le champ filtré comme : Ẽ = TF−1 (G(ω)TF (E(t))).

Dans ce contexte, notre but sera de calculer un champ optimal dont le spectre sera discret et donc

implémentable expérimentalement. Nous pourrons par la suite, à partir d’une impulsion gaussienne,

trouver comment moduler le spectre de la gaussienne pour reproduire la séquence de contrôle optimal.

L’ajout de l’étape de filtrage requiert d’effectuer de nombreuses propagations et empêche de trop

augmenter la taille maximale de la base de calcul et donc la température. Les tests sont effectués

à la température T = 5K. On définit l’état cible dans l’espace tronqué par la valeur jopt = 8 et

la propagation se déroule dans un espace élargi tronqué par la valeur jmax = 10. La largeur totale

du filtre utilisé est 5∆Ek+2,k. Pour k = 5, ceci correspond à une largeur 10B soit 7.28THz pour la

molécule CO. Cette largeur est cohérente avec la largeur spectrale de mise en forme d’une impulsion.
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On choisit de mettre en forme une impulsion gaussienne correspondant à une impulsion transformée de

Fourier limite, c’est-à-dire une impulsion vérifiant ∆T∆f ≈ 0.441 avec ∆T la largeur à mi-hauteur de

l’impulsion et ∆f la largeur à mi-hauteur de l’amplitude spectrale de l’impulsion. La majeure partie

de l’énergie de l’impulsion est comprise dans une largeur de 5∆f , en choisissant une impulsion de

largeur 300fs, on trouve 5∆f ≈ 7THz. La largeur totale du filtre est ensuite divisée par le nombre de

pixels du masque. Avec le matériel actuellement disponible dans les laboratoires, le nombre de pixels

peut aller jusqu’à 640. Dans la suite, nous nous limiterons de façon arbitraire à un nombre de 256.
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Fig. 4.6: Résultats de l’optimisation avec un filtre discrétisant le spectre du contrôle pour atteindre l’état aligné
à T = 5K. En haut à gauche, évolution de la projection. En bas à gauche, la forme temporelle du champ
de contrôle. En haut à droite, l’amplitude spectrale du contrôle. En bas à droite, la phase spectrale du
contrôle.

Le filtrage est effectué sur la phase et l’amplitude du spectre. Expérimentalement, il est possible

de mettre en forme seulement la phase ou la phase et l’amplitude. On effectue des tests pour différents

nombres de pixels : 64, 128 et 256. Le temps total est fixé à tf = Tper. Ceci est plus réaliste que

dans la partie précédente, l’objectif étant de trouver cette fois une solution proche des contraintes

expérimentales. En effet, pour des temps trop longs, la dissipation (les collisions entre les molécules)

commence à jouer un rôle dans la dynamique, ce qui n’est pas désiré dans notre cas. La forme du

champ est présentée sur la figure (4.6). On constate que la forme est plutôt complexe. Cependant,

on peut constater que la forme des contrôles calculés pour 128 et 256 pixels est proche à quelques

sauts de phase près. Par exemple, autour de 0.2Tper, on constate que les champs diffèrent d’une phase

de π. Dans les trois cas, l’optimisation conduit à une projection de 99%. L’évolution temporelle de
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celle-ci est présentée en haut à gauche de la figure (4.6). La forme du champ tend à converger vers une

forme précise en augmentant le nombre de pixels du masque. Numériquement, nous avons constaté

que la convergence était plus difficile pour un nombre de pixels petit, ce qui est cohérent avec le

fait que diminuer le nombre de pixels correspond à imposer des contraintes encore plus fortes. Ces

résultats sont très encourageants. Nous pourrions envisager d’utiliser une solution de ce type avec un

dispositif expérimental réel de pulse-shaping afin de contrôler la rotation des molécules, notamment

pour déterminer une solution permettant de contrôler les états qui seront définis dans la suite du

chapitre.

4.5 Délocalisation planaire

4.5.1 Construction de l’état d’alignement planaire

L’alignement moléculaire a connu un très fort engouement ces dernières années, mais le contrôle

de la rotation moléculaire a également vu nâıtre d’autres concepts comme notamment le contrôle du

sens de la rotation [71, 72, 73, 74]. Cette partie s’intéresse à la construction d’un état spécifique de la

dynamique rotationnelle ainsi qu’à la construction d’une méthode de contrôle simple implémentable

expérimentalement. Cet état particulier a la particularité d’être délocalisé dans un plan de manière

permanente en l’absence de champ. Cela signifie que la densité de probabilité de la molécule va être

confinée dans un plan (voir figure (4.7)). De plus, on impose à cet état de rester délocalisé au cours

du temps en l’absence de champ de contrôle. Cet état est défini comme l’état minimisant la moyenne

temporelle de la moyenne quantique de l’observable cos2 θ où l’angle θ décrit l’angle d’orientation de

l’axe moléculaire par rapport à l’axe z du laboratoire.

Fig. 4.7: Illustration de la délocalisation planaire et de l’alignement moléculaire respectivement à gauche et à
droite. Ces figurent représentent les densités de probabilité des molécules délocalisée et alignée.
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Plus formellement, l’observable à minimiser pour déterminer l’état délocalisé est :

C =
1

Tper

∫ Tper

0
dt 〈ψ(t)| cos2 θ |ψ(t)〉 . (4.20)

En l’absence de champ de contrôle, l’état du système évolue selon : |ψ(t)〉 = e− i tH0 |ψ0〉 avec |ψ0〉 =
+∞∑

j=0

j∑

m=−j

cj,m|j,m〉, donc on a : |ψ(t)〉 =
+∞∑

j=0

j∑

m=−j

cj,me
− iBj(j+1)t|j,m〉. De plus, on connait l’expression

de l’opérateur cos2 θ dans la base propre de H0, la base |j,m〉 :

cos2 θ|j,m〉 = Aj,m|j + 2,m〉+Bj,m|j,m〉+ Cj,m|j − 2,m〉, (4.21)

les coefficients Aj,m, Bj,m et Cj,m sont rappelés en annexe. Il est alors possible de développer l’équation

(4.20) à l’aide de l’expression de cos2 θ et de l’expression de |ψ(t)〉. On obtient :

C =
1

Tper

∫ Tper

0
dt

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

+∞∑

j′=0

j′∑

m′=−j′

eiB[j(j+1)−j′(j′+1)]t
〈
j′,m′

∣∣ cos2 θ |j,m〉

=

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

|cj,m|2Bj,m +

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

2Re

(
Aj,mcj,mc

∗
j+2,m

Tper

∫ Tper

0
dteiB(4j+6)t

)

=

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

|cj,m|2Bj,m. (4.22)

Dans l’exponentielle, le terme (4j +6) est pair et Tper correspond à la période rotationnelle. Le terme

contenant l’intégrale s’annule donc pour toutes les valeurs de j. Pour identifier l’état délocalisé, il faut

alors déterminer l’ensemble des coefficients cj,m qui minimisent C. L’expression de Bj,m est :

Bj,m =
2j2 − 2m2 + 2j + 1

(2j − 1)(2j + 3)
. (4.23)

Or on constate que l’évolution de Bj,m en fonction de m, à j fixé, est une parabole inversée. De plus,

m vérifie la relation |m| ≤ j, on en déduit alors que Bj,m est minimisé pour les valeurs m = ±j et

Bj,j =
1

2j + 3
. D’après cette dernière expression, C sera minimisé par l’état |j, j〉 avec j → +∞. Dans

ce cas, on a C → 0. Il faut remarquer que Bj,j décrôıt rapidement quand j augmente, on peut donc

imaginer des superpositions d’états |j, j〉 correspondant à C ≈ 0 si les valeurs de j sont suffisamment

grandes.
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4.5.2 Contrôle optimal de l’alignement planaire

A présent qu’un état délocalisé a été défini, il faut chercher comment atteindre un tel état. Une

première idée consiste à utiliser un algorithme monotone avec un champ polarisé circulairement (i.e.

Φ = π/2 voir la section (4.3.2)) dans le plan (x, y) afin d’atteindre un état |j, j〉. A l’aide de l’équation

(4.11), on peut écrire l’interaction sous la forme :

H = H0 −
1

4

(
E2

x(∆α cos2 θx + α⊥) + E2
y(∆α cos2 θy + α⊥)

)
. (4.24)

La polarisation choisie étant circulaire, il n’y a pas de terme croisé et l’hamiltonien ne présente pas de

couplage entre les espaces pair et impair. En supposant que la température est nulle dans un premier

temps, l’état initial est |ψ(0)〉 = |0, 0〉. Cet état étant pair, il faut donc définir un état cible pair

également : |ψc〉 =
1√
2
(|j, j〉 + |j,−j〉) avec j pair. Le problème de contrôle est restreint à l’espace

pair vérifiant j pair et m pair. Numériquement, on trouve les résultats présentés sur la figure (4.8).

On constate que la molécule est effectivement délocalisée dans le plan (x, y). Dans les deux cas, la

valeur moyenne de l’observable cos2 θz est petite. Elle prend la valeur B = 1/(2× 8+3) ≈ 0.053 et les

deux autres valeurs moyennes prennent des valeurs de l’ordre de 1/2. L’algorithme monotone montre
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Fig. 4.8: (Haut) Évolution du carré des cosinus directeurs. (Bas) Intensité des champs de contrôle. Résultats
numériques obtenus à T = 0K en partant de l’état |0, 0〉+ et en arrivant sur l’état |8, 8〉+

que l’état délocalisé est accessible à l’aide de champ laser non résonant. En réalité, il faut modérer

nos propos. L’état cible est accessible dans le cadre de l’approximation de Galerkin, le problème de la

contrôlabilité dans la base de dimension infinie étant plus complexe [17].

L’étape suivante est de trouver un compromis entre une stratégie de contrôle simple implémentable

expérimentalement et capable d’exhiber un effet de délocalisation planaire et une solution obtenue par

contrôle optimal qui atteint l’état cible défini précédemment avec une grande efficacité.
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Une première approche possible est l’utilisation d’un algorithme heuristique tel que les algo-

rithmes évolutionnaires. Le choix de l’optimisation fréquentielle pour débuter est intéressant. En

effet, expérimentalement les techniques de pulse-shaping permettent de moduler l’amplitude et la

phase spectrale d’un champ incident afin de modifier son enveloppe temporelle [66, 67], il suffit alors

numériquement de reproduire le processus de mise en forme. Dans ce cadre, l’algorithme évolutionnaire

va chercher la meilleure combinaison de valeurs composant le spectre discret. Dans notre cas, on

considère une impulsion gaussienne selon x et y et on va chercher à moduler la phase spectrale du

contrôle. On obtient alors les résultats de la figure (4.9). On constate que temporellement, la solution

consiste à peu près à envoyer quatre impulsions, trois selon x et une plus intense selon y. Ce résultat

est une stratégie qui réapparâıt majoritairement sur l’ensemble des optimisations effectuées. L’opti-

misation en fréquence tend à montrer qu’il faut à présent effectuer une optimisation temporelle sur le

délai et l’amplitude d’un nombre fini d’impulsions. On effectue des optimisations en considérant deux
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Fig. 4.9: (Gauche) Phases discrètes mises en forme sur une base de 64 pixels. (Droite) Formes temporelles des
champs de contrôle. Le pas ∆f du filtre est fixé à 0.25THz

impulsions selon x et une impulsion selon y. Après une cinquantaine d’optimisations, on constate un

schéma fréquent, celui-ci est présenté sur la figure (4.10). Cette stratégie utilise un ratio de 2 entre

l’amplitude des impulsions selon y et x et un délai d’environ Tper/2 séparant la première impulsion

selon x de l’impulsion selon y et un délai d’environ Tper/4 entre l’impulsion selon y et la deuxième

impulsion selon x.

A présent qu’une stratégie simple du point de vue expérimental a été découverte, il faut effectuer des

tests à température non nulle afin de confirmer que cette solution est robuste avec la température. Après

de multiples essais, on constate que la solution montre une bonne robustesse à la température jusqu’à

une température d’environ 50K. Au-delà, l’effet de la troisième impulsion est négatif. Il faut alors

envisager l’utilisation d’une stratégie encore plus simple : la stratégie bi-impulsions. Cette méthode
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une impulsion selon y. Le ratio Ey/Ex est environ de deux et les délais sont environ de Tper/2 et
Tper/4

est identique à la précédente mais sans la troisième impulsion. La robustesse envers la température de

cette solution est très bonne comme le montre la figure (4.11). Les simulations sont effectuées à l’aide

de l’équation de Liouville et l’état initial est pris comme une distribution de Boltzmann :

ρ0 =
1

Z

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

e
−

Bj(j+1)
kBT |j,m〉〈j,m|, Z =

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

e
−

Bj(j+1)
kBT , (4.25)

avec Z la fonction de partition, kB la constante de Boltzmann et T la température. Pour une température

de T = 100K, 99% de la population est dans un état inférieur à j = 29. La figure (4.11) représente

l’évolution des valeurs moyennes des observables 〈cos2 θi〉 sous l’influence du champ selon x à t = 0

avec I0x = 55TW/cm2 et du champ selon y à t = Tper/2 avec I0y = 120TW/cm2. Après la phase de

contrôle, 99% de la population est dans un état inférieur à j = 77. Dans la partie basse de la figure

(4.11), les densités de probabilité ont été tracées.

Sur cette figure, la première densité de probabilité correspond à la distribution de Boltzmann. On

constate qu’elle est isotrope. C’est ce qui est observé sur l’évolution des observables. A l’instant initial

on vérifie 〈cos2 θi〉 =
1

3
pour i = {x, y, z}. La seconde densité de probabilité est alignée selon l’axe x

du laboratoire. Elle est tracée juste après l’action de l’impulsion selon x. Le troisième cas est tracé

juste après l’action de la seconde impulsion selon y. La densité de probabilité est alors alignée selon y

et confinée dans le plan (x, y), on commence à observer une délocalisation. Le dernier cas correspond

à la densité de probabilité tracée entre deux transitoires. Dans ce cas, la densité de probabilité est

délocalisée dans le plan (x, y) avec un alignement un peu plus marqué selon l’axe y, ce que l’on peut

constater sur la figure représentant l’évolution des valeurs moyennes des observables.
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Fig. 4.11: (Haut) Évolution des valeurs moyennes des observables 〈cos2 θi〉 en fonction du temps à T = 100K,
en rouge suivant x, en vert suivant y et en bleu suivant z. Les impulsions utilisées ont une intensité de
55TW/cm

2
selon x et une intensité de 120TW/cm

2
selon y. (Bas) Densités de probabilité associées

aux traits noirs verticaux du cadre supérieur. Sur la dernière figure, on constate que la molécule est
délocalisée dans le plan (x, y) et légèrement plus alignée selon y, ce que l’on vérifie au niveau de la
trace temporelle des observables.
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impulsion et après les deux impulsions. La couleur dépend de log10

( |cj,m|2
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)
. On constate que

la population est très localisée autour des lignes (j,−j) et (j, j) avec une forte localisation autour de
la valeur j = 60. Cette distribution permet de comprendre pourquoi la molécule est délocalisée.

La figure (4.12) représente, de bas en haut, les populations initiales du systèmes, les populations

après interaction avec la première impulsion et les populations à la fin de la stratégie de contrôle.

Après l’interaction avec les deux impulsions, la population forme un motif en ”V” indiquant une plus

forte population sur les états |j, j〉, le moment angulaire est donc aligné et par conséquent la molécule

est délocalisée.

Les résultats théoriques de la stratégie de contrôle bi-impulsion sont très encourageants. Le prolon-

gement naturel de cette étude conduit à la section suivante qui traite de l’implémentation expérimentale

de cette solution. Soulignons également que l’on a pu généraliser ces résultats aux cas de molécules

symétriques et asymétriques [75]. Là encore, la stratégie bi-impulsion se révèle particulièrement effi-

cace.
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4.5.3 Délocalisation planaire : Expérience

Dans cette section, les résultats expérimentaux de la délocalisation planaire sont présentés. Ce

travail a été réalisé en collaboration avec l’équipe d’expérimentateurs d’Olivier Faucher. Le protocole de

contrôle utilisé est la stratégie bi-impulsions séparées temporellement de Tper/2. La molécule considérée

est CO2. Afin de pouvoir observer un effet visible, les molécules sont refroidies par une technique

utilisant un jet-moléculaire continu de CO2. Le principe est laisser s’échapper le gaz par une tuyère

d’un diamètre de 250µm et par expansion rapide du nuage de molécules, celui-ci est refroidi. De cette

façon, le gaz atteint une température d’environ 100K. Le jet moléculaire est injecté dans une cuve

disposant de hublots autorisant l’utilisation de laser pour manipuler le système. Il faut remarquer que

les molécules gardent une certaine vitesse translationnelle. Or la taille des différents faisceaux laser

mis en jeu est finis, en général de l’ordre de 30µm. A 100K, la vitesse thermodynamique des molécules

de CO2 est d’environ 250m.s−1. Pendant une période rotationnelle d’environ 42.7ps, une molécule se

déplace d’environ 10nm ce qui est négligeable par rapport à la taille du faisceau. On peut donc négliger

la translation des molécules durant l’expérience.

L’expérience se déroule de la façon suivante : on commence par envoyer la séquence composée des

deux impulsions polarisées orthogonalement afin de délocaliser les molécules. Ensuite, une troisième

impulsion est envoyée avec un délai variable afin de pouvoir mesurer la valeur moyenne des observables

〈cos2 θi〉 pour chaque délai. Un photo-détecteur capte l’amplitude du signal de la sonde ayant traversé

l’échantillon. La mesure se fait indirectement au travers de la mesure de la biréfringence exhibée par

l’échantillon en présence d’une impulsion sonde envoyée à 45̊ par rapport aux deux axes fixes i et j

[57]. Cette méthode de détection permet de mesurer un signal Si,j proportionnel à la différence d’indice

Kerr, d’expression :

ni − nj ≈
ρ∆α

2n̄ε0
(〈cos2 θi〉 − 〈cos2 θj〉), (4.26)

avec n̄ =
1

2
(ni + nj), ε0 la permittivité du vide et ∆α = α// − α⊥, la différence des composantes

orthogonale et parallèle de la polarisabilité.

Expérimentalement une première série de mesure est effectuée en fixant la polarisation de la

première impulsion selon x et de la seconde selon y avec la sonde polarisée linéairement à 45̊ dans le

plan (x, z). Cela permet d’obtenir le signal Sx,z. Ensuite, dans la seconde série de mesure, on tourne de

90̊ autour de l’axe z l’ensemble des deux pompes. Ceci est équivalent à effectuer une rotation de -90̊

de l’axe de propagation de la sonde. Ceci est expérimentalement plus simple car il n’y a pas besoin de

modifier beaucoup le montage, il suffit juste de changer la polarisation des deux pompes se propageant

selon z (figure (4.13)). Avec cette dernière série de mesure, on obtient le signal Sy,z. Les deux signaux
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Fig. 4.13: Schéma de l’expérience : en rouge, les pompes 1 et 2 pour délocaliser les molécules, en vert, l’impulsion
sonde pour mesurer les observables et en bleu, le jet moléculaire. Le schéma de gauche correspond à
la mesure de Sx,z et le schéma de droite à la mesure de Sy,z.

ont la forme suivante : 



Sx,z ∝ 〈cos2 θx〉 − 〈cos2 θz〉
Sy,z ∝ 〈cos2 θy〉 − 〈cos2 θz〉

. (4.27)

En additionnant ces deux signaux, on obtient une quantité proportionnelle à S = 〈cos2 θx〉+〈cos2 θy〉−
2〈cos2 θz〉. Or comme les observables respectent la relation de normalisation suivante :

∑

i

〈cos2 θi〉 = 1,

i = {x, y, z}, on peut alors écrire :

S = 1− 3〈cos2 θz〉. (4.28)

Expérimentalement, le laser est un laser solide de type Ti :saphire avec une longueur d’onde de λ =

800nm pour l’onde porteuse optique et des largeurs d’impulsion de 100fs. Le taux de répétition des

impulsions est de 100Hz, cela signifie que l’expérience peut être réalisée cent fois pendant une seconde.

En pratique, chaque point de mesure est réalisé une trentaine fois. Le ratio entre les intensités Iy et

Ix est fixé à 2.2.

Sur la figure (4.14), on peut observer en haut la trace de Sx,z. On constate que pour 0 < τ < Tper/2,

les molécules s’alignent périodiquement selon x. Sur la figure du milieu, on constate qu’il y a bien une

symétrie entre les directions y et z car le signal est nul. Après la seconde impulsion, sur la figure du bas,

on constate qu’il y a bien délocalisation planaire car la valeur de (−Sx,z − Sy,z) ∝ 〈cos2 θz〉 − 1/3 est

négative. Sur la même figure, on peut observer en noir la courbe théorique permettant de reproduire les

données expérimentales. En effet, certaines contraintes expérimentales doivent être prises en compte.

L’effet de volume a également été pris en compte. Ceci s’explique par le fait que le profil transverse

d’une impulsion n’est pas nul et au point focal, le faisceau a une largeur minimale ω0, appelée beam-
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Fig. 4.14: Évolution des biréfringences au cours du temps. Les unités sont arbitraires. On constate sur la partie

du bas qu’il y a bien délocalisation de la molécule pour τ >
Tper
2

, c’est-à-dire après le contrôle par les

deux impulsions. En rouge, la trace expérimentale mesurée et en noir la trace théorique. On notera le
très bon accord théorie/expérience.

waist. Cette largeur spatiale s’accompagne d’une distribution transverse d’intensité, on a donc une

relation liant l’intensité à la position (x, y). Le signal mesuré correspond donc en réalité à la réponse

d’un échantillon représenté par une distribution volumique. L’intégrale suivante permet alors d’obtenir

un signal théorique représentatif de l’effet de volume :

− Sx,y − Sy,z ∝
∫
d3~rg(I(~r))

(
〈cos2 θz(I(~r))〉 − 1/3

)
, (4.29)

avec g la fonction représentant la distribution spatiale d’intensité. Une base de donnée contenant

l’évolution des valeurs moyennes des cosinus directeurs a été construite en faisant varier l’intensité Ix

de la première impulsion avec un ratio Iy/Ix = 2.2 fixe et une température T = 100K. Pour reproduire

la trace expérimentale à partir des données calculer numériquement, il suffit alors de sommer l’ensemble

des signaux pondérés par la distribution transverse du champ qui donne une relation entre l’intensité et

la position. De plus la mesure effectuée étant proportionnelle aux valeurs des observables, il convient

d’effectuer un ajustement de l’amplitude de la courbe moyenne théorique obtenu en la multipliant

par un facteur constant. Il est également nécessaire d’ajuster la largeur de la distribution, la largeur

spatiale de l’impulsion n’est pas connu avec une très grande précision, il convient donc d’ajuster cette

valeur. Le résultat final est en très bon accord avec les résultats expérimentaux. Cela permet de prouver

la réalité expérimentale des états de délocalisation planaire et l’efficacité de la stratégie de contrôle

dérivée précédemment.
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4.6 Roues dentées quantiques

4.6.1 Construction de l’état roue dentée

Dans la section précédente, un état rotationnel délocalisé a été construit ainsi qu’une stratégie de

contrôle simple pour l’atteindre. Dans la même idée, nous allons définir une méthode pour déterminer

des états ayant une forme de roue dentée délocalisée dans un plan et tournant autour d’un axe or-

thogonal au plan de délocalisation. Basiquement, l’idée est une nouvelle fois basée sur la définition

de la valeur moyenne d’une observable particulière. Il suffit ensuite de chercher l’état qui maximise

ou minimise cette quantité. Comme il s’agit cette fois d’une évolution dynamique, on définit la valeur

moyenne au cours du temps d’une observable dépendante du temps 〈A〉(t) et on cherche à maximiser sa

moyenne C sur une période rotationnelle. On considère que, sur ce laps de temps, seule la dynamique

rotationnelle libre de la molécule agit et qu’il n’y a aucun champ pour perturber la dynamique. On

note alors :

C =
1

Tper

∫ Tper

0
dt〈A〉(t). (4.30)

Pour déterminer l’observable à utiliser, imaginons que l’on cherche une forme de roue dentée dotée de

n dents équidistantes tournant dans le plan (x, y). Pour pouvoir décrire la rotation dans le plan (x, y),

il suffit d’utiliser l’opérateur de rotation e− iωtĴz . En utilisant cet opérateur, on peut faire tourner une

observable à la pulsation ω autour de l’axe z. Supposer que la roue possède n dents, signifie que la

molécule est orientée le long de n axes tournant à la vitesse de la roue. Pour décrire l’orientation

du système dans la direction x, on peut utiliser l’observable cos(nθx). On définit alors l’observable

dépendante du temps suivante :

cos(nθt) = e− iωtĴz cos(nθx)e
i ωtĴz . (4.31)

La moyenne temporelle de cette observable permet de décrire l’orientation du système le long de n

axes tournant à la vitesse ω autour de z.

Pour commencer le calcul, il faut projeter l’état cible |ψc〉 minimisant la quantité C dans la base

propre de l’opérateur Ĵ2 : |ψc〉 =
+∞∑

j=0

j∑

m=−j

cj,m|j,m〉. Effectuons le calcul sur un exemple simple pour

illustrer nos propos et choisissons une roue à une dent. L’orientation le long de l’axe tournant est alors

décrit par cos θx. Son expression dans la base des harmoniques sphériques est la suivante :

cos θx|j,m〉 = −aj,m|j, ,m+1〉+aj,−m|j+1,m−1〉+aj−1,−m−1|j−1,m+1〉−aj−1,m−1|j−1,m−1〉.
(4.32)
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En développant l’expression de C, on a alors :

C =
1

Tper

∫ Tper

0
dt

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

+∞∑

j′=0

j′∑

m′=−j′

c∗j′,m′cj,m〈j′,m′|ei(BĴ2−ωĴz)t cos θxe
− i(BĴ2−ωĴz)t|j,m〉. (4.33)

En utilisant l’expression des opérateurs de moment angulaire dans la base des harmoniques sphériques

et en développant le calcul, on trouve :

C =
1

Tper

∫ Tper

0
dt


 −

+∞∑

j=0

j∑

m=−j

aj,m2<(c∗j+1,m+1cj,m) cos((2B(j + 1) + ω)t)

−aj,m2=(c∗j+1,m+1cj,m) sin((2B(j + 1) + ω)t)

+
+∞∑

j=0

j∑

m=−j

aj,−m2<(c∗j+1,m−1cj,m) cos((2B(j + 1)− ω)t)

− aj,−m2=(c∗j+1,m−1cj,m) sin((2B(j + 1)− ω)t)


 .

(4.34)

Pour maximiser l’observable C, il suffit de choisir ω = ±2(J +1). Cela a pour effet d’annuler trois des

termes composant l’intégrand mais, également, de maximiser un terme en le rendant indépendant du

temps. Fixons par exemple ω = +2(J + 1), l’expression de C se simplifie et on trouve :

C = −
+∞∑

j=0

j∑

m=−j

aj,m2<(c∗j+1,m+1cj,m), (4.35)

la somme est alors indépendante de j car en choisissant ω = +2(j + 1), la valeur de j est fixée. Les

termes dépendant du temps dans la somme vont s’annuler car leurs périodes sont toutes multiples de la

période fondamentale
π

B
. L’expression de aj,m est

√
(j +m+ 1)(j +m+ 3)

(2j + 1)(2j + 3)
. Ce terme est maximum

pour m = j, la valeur de m est alors fixée et la somme disparait. Les nombres j et m étant donnés,

il reste à constater que le produit |c∗j+1cj | est maximum en choisissant cj+1 = cj =
1√
2
. L’état cible

permettant de maximiser C est :

|ψ±
j,1〉 =

1√
2
(|j + 1,±(j + 1)〉+ |j,±j〉) , (4.36)

avec la vitesse angulaire ω±
j,1 = Ej+1−Ej. De la même façon, on peut définir un état roue dentée pour

n’importe quelle valeur de n. Cet état est alors de la forme :

|ψ±
j,n〉 =

1√
2
(|j + n,±(j + n)〉+ |j,±j〉) , (4.37)
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où n correspond au nombre de lobes constituant la roue et où le signe permet de contrôler le sens de

rotation de la roue. Sa vitesse de rotation est alors : ω±
j,n =

Ej+n − Ej

n
. Il est important de remarquer

que ces états sont des combinaisons linéaires d’états planaires définis précédemment. L’origine de la

rotation peut-être comprise de manière assez simple. Un état du type |j, j〉 est un état délocalisé dans

le plan (x, y) dont la densité de probabilité associée a une forme de fleur avec j lobes (voir la figure

(4.15)). La dynamique libre du système va uniquement modifier la phase de l’état. En réalisant une

combinaison de deux états planaires, la phase de chacun évoluant à une vitesse différente, ces deux états

vont interférer de sorte que la densité de probabilité ait une rotation dans le plan (x, y). Le moment

angulaire associé à chacun des états composant la roue est orienté selon z dans la direction z > 0.

Cette déduction vient de l’interprétation du nombre m qui correspond à la projection du moment

angulaire
−→
J sur l’axe de quantification z. Les deux moments angulaires sont alors orientés le long du

même axe. Qualitativement les deux paquets d’ondes vont tourner dans le plan de délocalisation et

leurs interférences vont amener l’apparition de lobes qui tourneront dans ce même plan. On pourrait

également imaginer un état roue tel que la phase de chaque composante de la roue évolue dans un

sens opposé, le résultat est alors encore une roue mais cette fois de la forme :

| ˜ψ±
j,n〉 =

1√
2
(|j,±j〉 + |j + n,∓(j + n)〉) . (4.38)

Le nombre de lobes est alors égal à (2j − n) et le signe permet une nouvelle fois de contrôler le sens

de rotation de la roue. Dans ce cas, les moments angulaires de chaque état sont orientés dans des

directions opposées. Remarquons enfin que la combinaison de deux états roues ayant le même nombre

de dents mais une vitesse de rotation opposée donne naissance à un état ”oscillant”. Imaginons pour

cela, un état roue à deux dents, avec une combinaison linaire des états de rotation à droite et à gauche,

c’est-à-dire de la forme :

|ψ〉 = 1√
2

(
|ψ+

j,2〉+ |ψ−
j,2〉
)
=

1

2
(|j, j〉 + |j, j + 2〉+ |j,−j〉 + |j,−j − 2〉). (4.39)

La molécule s’aligne alternativement dans une direction puis dans une autre direction orthogonale

sans mouvement de rotation comme pour l’exemple de la figure (4.15)(haut). En revanche la figure

(4.15)(bas) représente l’évolution de la densité de probabilité angulaire d’un état roue.
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Fig. 4.15: Densité de probabilité des états
1√
2
(|2, 2〉+|4, 4〉) et 1

2
(|2, 2〉+|4, 4〉+|2,−2〉+|4,−4〉) respectivement

en haut et en bas. Les images de gauche à droite correspondent à t = 0, t =
T2,2
8

et t =
T2,2
4

avec

T2,2 =
2π

ω2,2

.
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4.6.2 Stratégies de contrôle

Pour pouvoir atteindre de tels états, il faut remarquer que le champ laser effectif (la somme de tous

les champs perçus par la molécule) doit être linéaire. En effet, avec un champ polarisé circulairement,

la phase relative des composantes x et y est de π/2 et dans l’Hamiltonien (4.11), le terme croisé

cos θx cos θy est absent. Or cet opérateur couple les espaces pair et impair entre eux (voir l’annexe

8.6), ce qui n’est pas le cas des opérateurs cos2 θi avec i = {x, y, z}. Ces deux espaces sont notés

± et leurs états de bases sont notés ψ± =
1√
2
(|j,m〉 ± |j,−m〉). A température nulle, l’état initial

est l’état fondamental |ψ0〉 = |j = 0,m = 0〉. Il appartient à l’espace pair tandis que l’état roue

lui est une superposition d’états appartenant aux deux sous-espaces. Il faut donc impérativement

que l’Hamiltonien couple les espaces pair et impair. Dans [76], nous avons utilisé une stratégie de

contrôle adiabatique composée de deux champs polarisés circulairement respectivement gauche et

droite. Nous ne détaillerons pas ici la méthode mais il faut remarquer que le champ effectif est un

champ polarisé linéairement tournant dans le plan (x, y) à une fréquence de l’ordre de grandeur des

fréquences rotationnelles (voir les références [77, 78, 79]). Nous avons également envisagé une approche

par contrôle optimal à l’aide d’un algorithme monotone avec deux champs polarisés linéairement selon

les directions x et y. De très bons résultats ont été obtenus. D’autres stratégies de contrôle ont été

développées pour pouvoir générer une roue moléculaire. Une méthode de contrôle simple consiste à

pré-aligner la molécule puis à envoyer une impulsion polarisée linéairement à 45̊ de l’axe d’alignement.

Cela a pour effet d’orienter le moment angulaire, c’est-à-dire que l’état de la molécule est alors une

superposition cohérente d’états vérifiant m > 0 ou m < 0 [73, 80]. L’effet de rotation de la densité

de probabilité obtenu est faible dans le sens où après un temps court cette effet n’est plus visible et

réapparait de manière périodique autour des régimes de transitoires.

4.6.3 Extension au cas des molécules symétriques et asymétriques

Pour l’instant, seuls des états roues dentées pour les molécules linéaires ont été définis. Il est

possible de faire le même raisonnement pour des molécules toupies symétrique et asymétrique. En

utilisant l’expression des observables cos θi,j dans la base des matrices de Wigner, on peut effectuer

un calcul similaire. On trouve alors les états roues suivants :

|ψ±
j,n〉 =

1√
2
(|j + n, 0, j + n〉+ |j, 0, j〉) . (4.40)

La forme de ces états peut se comprendre assez facilement. Les états |j, 0, j〉 sont des états délocalisés.
En effet, en se référant à la figure (4.16), on comprend que si k = 0, alors le moment angulaire est
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orthogonal à l’axe moléculaire Z. De plus, si m = j, alors le moment angulaire est colinéaire à l’axe

du laboratoire z. L’axe moléculaire Z est donc délocalisé dans le plan (x, y). Les états |j, j, 0〉 sont
également des états délocalisés, l’axe Z est colinéaire à

−→
J car k = j, de plus le moment angulaire est

orthogonal à l’axe z car m = 0. Des états roues ne peuvent pas être construis à partir de ce genre

d’états car les moments angulaires ne sont pas colinéaires et il n’y a pas de mouvement global de

rotation du paquet d’onde.

Fig. 4.16: Représentation de l’interprétation des nombres quantiques k et m. k correspond à la projection de−→
J sur l’axe moléculaire Z et m à la projection sur l’axe du laboratoire z. Si k = 0 et m = j alors

l’axe moléculaire Z est délocalisé et
−→
J est orienté selon z. Si k = j et m = 0, l’axe moléculaire Z est

délocalisé ainsi que le moment cinétique
−→
J .

L’extension aux molécules asymétriques est moins évidente. Pour des molécules linéaires ou symétri-

ques, le mouvement est périodique de période
π

B
car cette période est commune à toutes les fréquences

associées aux transitions rotationnelles. Cependant, pour les molécules asymétriques, il n’y a pas de

période commune à cause de l’asymétrie entre les moments d’inertie (A 6= B 6= C). Il n’est plus possible

de réaliser l’intégration de la valeur moyenne de l’observable sur un temps fini, il faut donc la réaliser
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sur un temps infini. On doit alors chercher l’état qui maximise l’observable suivante :

C = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
dt〈A〉(t). (4.41)

En pratique, ce calcul est numériquement impossible. L’idée est plutôt d’utiliser une méthode pour

éliminer les termes dépendant du temps de l’opérateur suivant :

A(t) = exp(iH0t) exp(iωĴz) cosnθ exp(− iωĴz) exp(− iH0t) (4.42)

où H0 correspond à l’Hamiltonien libre décrivant la rotation d’un molécule asymétrique (section

(4.3.1)). Après, il suffit de diagonaliser l’opérateur résultant et déterminer le vecteur propre associé à

la valeur propre maximale. L’algorithme utilisé pour ce calcul peut se résumer de la manière suivante :

1 : H̃0 = V −1H0V avec H̃0|J, τ,M〉 = λJ,τ,M |J, τ,M〉 : Diagonalisation de H0

2 : c̃os θ = V −1 cos θV : Passage dans la base propre de H0

3 : A =





Aij = 1 si c̃os θij 6= 0

0 sinon

Création d’une matrice constituée de 0 et de 1, 1 si l’élément (i,j) de c̃os θ est non-nul

4 : Ũ0(t = 1) = e− i H̃0

5 : B = Ũ0AŨ0
†
: Propagation de A

6 : C =





Cij = c̃os θij si Bij = 1

0 sinon

Si Bij = 1 ce la signifie que cette élément est indépendant du temps

7 : D2 = V −1
2 CV2 : Diagonalisation de C

8 : λmax = max[diag[D2]] et |ψ̃c〉 = V2(λmax) : Récupération de la valeur propre maximale et de son

vecteur propre associé

9 : |ψc〉 = V |ψ̃c〉 : Passage dans la base |J,K,M〉

Les états roues peuvent alors être définis comme suit :

|ψ±
j,n〉 =

1√
2
(|j + n,±(j + n), j + n〉+ |j,±j, j〉) , (4.43)

dans la base des états {|j, τ,m〉}. Le nombre n décrit encore une fois le nombre de dents tandis que

le signe permet de choisir le sens de rotation de la roue. Il convient de remarquer que de tels états

exhibent une rotation périodique car les deux états composants la roue sont des états propres de
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l’Hamiltonien rotationnel et il existe forcément une période d’évolution commune aux deux états. Ceci

aurait été génériquement faux si la roue avait été constituée de trois états propres.

Qualitativement, on peut comprendre pourquoi cette état roue existe. Si on vérifie m = j, cela

signifie que
−→
J est parallèle à l’axe du laboratoire z. De plus si τ = j, cela signifie que |kA| = j et

|kC | = 0 et que le moment angulaire est orthogonal à Z et parallèle à l’axe moléculaire X (voir section

(4.3)). Les états de la forme |j,±j, j〉 sont donc délocalisés dans le plan (x, y) et leur composition

donne un état roue dentée car leurs moments angulaires sont colinéaires.

4.7 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment mettre en forme le champ électrique d’un laser pour

contrôler efficacement la dynamique rotationnelle de molécules en phase gazeuse. Ce travail pourra se

poursuivre dans différentes directions. De manière générale, il serait intéressant de pouvoir implémenter

expérimentalement les solutions optimales que nous avons calculées à l’aide de la technique du pulse-

shaping. Le développement d’un algorithme numérique tenant compte de contraintes spectrales rend

ce projet tout-à-fait réalisable. Une première étape pourrait être la production d’états roues dentées.

Nous devons pour cela travailler à basse température car ces états ne sont pas du tout robustes vis-à-vis

de la température. Celle-ci va induire la superposition incohérente de nombreux états roues avec un

nombre de lobes et des vitesses de rotation différentes, ce qui détruira complètement l’effet de rotation

classique. D’autres perspectives à plus long terme sont basées sur l’utilisation des états planaires ou

roue dans différentes applications comme l’adsorption de molécules sur une surface [81] ou la déflection

de jets moléculaires [72].
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Chapitre 5

Contrôle optimal des condensats de
Bose-Einstein

5.1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’appliquer les techniques de contrôle optimal (géométrique et numérique)

à la création de superposition quantique d’états dans une jonction Josephson bosonique. Après un bref

rappel sur le modèle utilisé, nous utiliserons le contrôle géométrique dans un modèle semi-classique

valable pour un grand nombre de particules, puis les algorithmes monotones sur le système quantique

initial. Le but des deux contrôles sera de produire un état dit chat de Schrödinger soit en temps

minimum pour le contrôle géométrique, soit en un temps fixe et énergie minimum pour le contrôle

avec des algorithmes numériques.

5.2 Introduction du modèle

Le modèle décrivant une jonction Josephson bosonique dans un condensat de Bose-Einstein est

relativement simple. En revanche, la construction rigoureuse du modèle depuis les équations de base

est fastidieuse. Pour cette raison, dans cette section, nous nous contenterons de construire le modèle

de manière simplifiée et de donner des explications qualitatives aidant à la compréhension de la partie

concernant le contrôle. Le lecteur intéressé trouvera dans la référence [82] la dérivation complète du

modèle utilisé.

Avant de débuter notre étude, commençons par rappeler ce qu’est l’effet Josephson dans un milieu

supraconducteur. Cet effet a été proposé en 1962 par Josephson dans [83] et vérifié expérimentalement

par Anderson dans [84]. Le système physique exhibant cet effet, nommé jonction Josephson, est celui

de la figure (5.1). Cette jonction est constituée de trois parties accolées les unes aux autres. Il y a

deux milieux supraconducteurs et un milieu isolant entre les deux supraconducteurs. L’effet décrit par

Josephson est en fait divisible en deux effets :

– effet Josephson continu : en l’absence de tension aux bornes du système, un courant continu

proportionnel à la phase aux bornes de la jonction est observé.
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– effet Josephson alternatif : en présence d’une tension non nulle aux bornes, le système présente

un courant alternatif, les charges se déplacent alternativement d’un milieu supraconducteur à

l’autre.

L’interprétation de ces effets correspond à une manifestation macroscopique de la condensation de

paires de Cooper sur l’état fondamental de la jonction. Ces effets non intuitifs sont utilisés dans le

domaine de la métrologie car l’effet continu est sensible au champ magnétique et permet de mesurer

des champs magnétiques précisément (par exemple les SQUIDS [85]) et l’effet alternatif permet, quant

à lui, de faire des conversions tension courant alternatif (et vice versa) efficacement.

Fig. 5.1: Jonction Josephson constituée de deux milieux supraconducteurs séparés par un milieu isolant. Suivant
la tension appliquée, les charges se localisent dans un des deux milieux supraconducteurs ou bien
oscillent entre les deux. Cela correspond à un courant continu ou alternatif.

L’origine de cet effet étant la condensation des paires de Cooper qui sont des bosons, l’idée de

reproduire un effet similaire avec d’autres types de bosons est alors apparue, notamment avec des

atomes bosoniques froids piégés dans un double puits de potentiel 1 [86, 87]. Ce potentiel a une forme

correspondant à celui de l’effet Josephson électronique, la barrière séparant les deux puits pouvant être

vue comme l’isolant de la jonction tandis que les deux puits correspondraient aux supraconducteurs.

Alors que ces effets de condensation ont été prédits dès 1925 par Bose et Einstein, de tels condensats

n’ont été expérimentalement obtenus qu’en 1995 pour le rubidium et le sodium. Dans les années qui

ont suivies, de nombreuses autres espèces atomiques ont été condensées. Typiquement, ces expériences

nécessitent des températures très faibles de l’ordre de 10−100nK et des densités de l’ordre de 1013cm−3,

ce qui est très faible par rapport aux densités typiques d’un gaz dans des conditions de pression et de

température normales (de l’ordre de 1019cm−3). Cette dilution est nécessaire pour pouvoir observer

des effets de cohérence et limiter les interactions entre les particules. Ces effets ont été observés

1. Il est important de préciser qu’il existent deux types de jonction Josephson bosonique. la première est dites à
configuration externe. Les atomes sont piégés par un potentiel harmonique qui correspond au lieu de croisement de
deux faisceaux laser, l’interaction des atomes avec le champ laser résultant se fait via la polarisabilité de l’atomes car
le champ laser est choisi tel qu’il soit non résonant avec les niveaux électroniques des atomes. Le second type est dit à
configuration interne. Les atomes sont piégés par un champ magnétique et les atomes condensent sur les deux niveaux
hyperfins correspondant au moment angulaire totale de l’électron (la dégénérescence des niveaux hyperfins est levée par
le couplage du moment angulaire totale de l’électron ~J = ~L+ ~S avec le spin nucléaire ~I) le plus externe de l’atome.
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expérimentalement en 2005 [88, 89]. Dans les supraconducteurs, les courants sont des déplacements de

porteurs de charge, l’analogue du courant dans l’effet Josephson bosonique va donc être le déplacement

des atomes (bosoniques) entre les puits de potentiel du piège.

5.2.1 Modèle quantique

Le phénomène physique à décrire étant clarifié, nous devons maintenant introduire le modèle

décrivant la dynamique du système. De nombreuses références permettant de construire le modèle et

décrivant les condensats de Bose-Einstein sont données dans [90, 82].

L’Hamiltonien décrivant un système de bosons interagissant dans un potentiel externe s’écrit :

H =

∫
d~r

(
− ~2

2m
Ψ̂†∇2Ψ̂ + Ψ̂†VextΨ̂

)
+

∫
d~rd~r′

(g
2
Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂Ψ̂

)
, (5.1)

avec Vext le potentiel en forme de double puits (le potentiel externe) et g une constante de couplage

(la longueur de diffusion), tandis que Ψ̂ et Ψ̂† correspondent aux opérateurs de champ bosoniques qui

décrivent les taux d’occupation des différents modes du système.

Le couplage entre les deux puits a pour effet de scinder en deux le niveau fondamental. Pour

des excitations faibles et des températures très faibles, on peut considérer que ces deux états sont

découplés du reste du système. C’est ce que l’on nomme l’approximation des deux modes. Ces deux

états sont notés Φg et Φe avec respectivement g correspondant à l’état fondamental (ground-state) et

e correspondant à l’état excité. Ces deux états sont pair et impair. Il est plus pratique de faire un

changement de base de sorte que les états de base décrivent la localisation dans les puits. On note

alors : Φ1 =
1√
2
(Φg +Φe) et Φ2 =

1√
2
(Φg − Φe).

Dans l’approximation des deux modes, l’opérateur Ψ̂ peut s’écrire comme Ψ̂ = â1Φ1 + â2Φ2. En

remplaçant cette expression dans l’équation (5.1), on trouve :

H = χ

(
â†1â1 − â

†
2â2

)2

4
+ δ

(
â†1â2 − â

†
2â1

)

2
−Ω

(
− i â†1â2 + â†2â1

)

2
, (5.2)

où a1, a
†
1, a2 et a†2 sont les opérateurs de création et d’annihilation de particules dans les deux modes.

Les quantités χ, δ et ω dépendent de l’ensemble des particules et prennent les formes suivantes :





χ =
1

2
(U1 + U2)− U12

δ = E2 − E1 +
1

2
(N − 1)(U2 − U1)

Ω = −
∫

d~r
~2

2m
(∇ϕ1(~r)∇ϕ2(~r)) + ϕ1(~r)ϕ2(~r)Vext

, (5.3)
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avec : 



Ei =

∫
d~r

~2

2m
(∇ϕi(~r))

2 + ϕ2
i (~r)Vext

Ui = g

∫
d~rϕ4

i (~r)
, (5.4)

Ei sont les énergies des deux niveaux constitutif du condensat. Vext est la forme du potentiel piégeant

les atomes. g correspond à la longueur de diffusion. Ui décrit les interactions des bosons d’un mode

avec les bosons du mêmes mode. Le terme U12 qui apparait dans χ correspond à l’interaction des

bosons d’un mode avec les bosons de l’autre mode (ce terme est non nul seulement dans le cas d’un

condensat sur deux niveaux hyperfins). Le terme χ décrit alors l’interaction des atomes entre eux

tandis que le terme δ est relié à la symétrie du puits. Si le potentiel est symétrique alors les énergies Ei

relatives à la localisation dans chacun des puits sont identique et la valeur de δ est nulle. Le contrôle

de la dynamique se fait alors au travers du contrôle de la forme du potentiel et donc au travers de Ω,

de plus dans la suite on considèrera un potentiel symétrique de sorte que δ soit nul et qu’il ne dépende

pas de la forme du puits.

Lorsque le nombre d’atomes dans le puits est conservé, on peut utiliser les transformations de

Schwinger pour obtenir l’Hamiltonien suivant :

H = χJ2
z + δJz − Ω(t)Jx (5.5)

avec Jz = (â†1â1 − â
†
2â2)/2. On reconnait l’opérateur nombre â†i âi, Jz décrit donc la demi-différence

de population entre les deux puits. Les opérateurs Jx et Jy sont définis par les expressions : Jx =

(â†1â2 − â
†
2â1)/2 et Jy = − i(â†1â2 + â†2â1)/2.

En l’absence de dissipation et de perte, le nombre d’atomes dans le piège est constant et la dyna-

mique du système peut être décrite par l’Hamiltonien (5.5). L’état du système peut alors s’exprimer

dans la base de Fock {|n〉} avec n ∈
[
−N

2
,
N

2

]
, N correspondant au nombre d’atomes piégés dans

l’ensemble des deux puits. Les opérateurs Ji correspondent aux composantes usuelles du moment an-

gulaire. L’opérateur Jz s’exprime donc de manière standard dans la base de Fock : Jz|n〉 = n|n〉. Le
nombre n peut être interprété comme la différence de population entre les deux puits. Il faut remar-

quer que lorsque le contrôle Ω est nul et que le puits est symétrique (δ = 0) alors les niveaux sont

dégénérés deux fois. Si le puits devient asymétrique δ 6= 0, la dégénérescence est levée. En effet on a

EN/2 − E−N/2 = −Nδ.
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Fig. 5.2: Définition des angles θ et ϕ décrivant la position d’un point sur la sphère de Bloch.

5.2.2 Modèle semi-classique

L’état du système à l’équilibre correspond en général à une superposition d’états propres de la base

de Fock. Cet état possède des propriétés bien particulières, c’est un état dit cohérent [91, 92] (cet état

est également appelé état atomique cohérent ou état quasi-classique). La valeur moyenne quantique

d’une observable X lorsque le système est sur un état cohérent suit approximativement l’évolution de

la variable classique associée x. On vérifie alors 〈X〉(t) ≈ x(t).

On définit les coordonnées sphériques définis par les angles (θ, ϕ) comme respectivement l’angle

entre l’axe −z et l’axe courant et l’angle entre l’axe −x et l’axe courant (voir figure (5.2)). L’état

cohérent |θ, ϕ〉 s’écrit dans la base de Fock comme :

|θ, ϕ〉 =
N/2∑

n=−N/2


 N

n+N/2




1/2

αn+N/2

(1 + |α|2)N/2
|n〉. (5.6)

avec α = eiϕ(N/2+n) sinN/2+n(θ/2) cosN/2−n(θ/2). Lorsque θ = 0, on a donc z = −N
2

et tous les atomes

sont dans un puits. Pour θ = π, z =
N

2
et tous les atomes sont dans le second puits. Pour les opérateurs

de moment angulaire, on a : 〈Ji〉 = i, ∀i ∈ {x, y, z} lorsque le système est dans un état cohérent. Avec

la définition des angles (θ, ϕ), la valeur moyenne de l’opérateur de moment angulaire s’écrit alors :

〈−→J 〉 = N(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ,− cos θ)/2. Pour déterminer la dynamique décrivant l’évolution des

valeurs moyennes des observables, on commence par utiliser le point de vue de Heisenberg qui décrit

l’évolution temporelle des opérateurs. D’après ce point de vue, l’évolution de la valeur moyenne d’une
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observable A s’écrit :

i
d

dt
〈A〉 = 〈[H,A]〉+ i

∂

∂t
〈A〉. (5.7)

En supposant que l’état initial du système est un état cohérent, le système vérifie 〈Jx〉(t) ≈ x(t),

〈Jy〉(t) ≈ y(t) et 〈Jz〉(t) ≈ z(t). A partir de l’équation (5.7) et en utilisant 〈JiJj〉 = 〈Ji〉〈Jj〉 = xixj

(car le système est dans un état cohérent à l’instant initial, ensuite sous l’influence de la dynamique,

l’état cohérent tend à être détruit et cette approximation n’est plus valable), on obtient la dynamique

suivante : 


ẋ

ẏ

ż


 = δ




−y
z

0


+ 2χ




−yz
xz

0


− Ω(t)




0

−z
y


 . (5.8)

La dynamique du système étant unitaire, elle se déroule sur une sphère de rayon fixe. On introduit un

changement de coordonnées pour passer en coordonnées sphériques (θ, ϕ). Les angles utilisés sont les

mêmes que ceux utilisés pour définir les états cohérents. La dynamique s’écrit alors :


θ̇
ϕ̇


 =

χN

2


 ω sinϕ

∆+ 2cos θ + ω cot θ cosϕ


 , (5.9)

avec ∆ =
2δ

χN
et ω =

2Ω

χN
. D’un point de vue semi-classique, l’état du système est assimilé dans

ces coordonnées à un point. En revanche, d’un point de vue quantique, l’état du système peut être

visualisé sur la boule de Bloch comme une distribution définie par :

P (θ, ϕ) = | 〈θ, ϕ|ψ〉 |2. (5.10)

Cette distribution décrit la densité de probabilité de trouver le système sur un point de coordonnées

(θ, ϕ). Elle est tracée sur la sphère à partir de l’ensemble des projections de l’état du système sur les

états cohérents. Elle est centrée en (θ, ϕ) et la distribution radiale est gaussienne. La largeur de cette

distribution sur la sphère de rayon
N

2
est σ =

√
N , c’est-à-dire que lorsque le nombre d’atomes N

augmente, la largeur de la distribution augmente moins vite que le rayon de la sphère, l’état cohérent

se localisant de plus en plus autour du point de coordonnées (θ, ϕ).

Pour la suite, il est nécessaire de faire quelques calculs préliminaires. Il faut notamment déterminer

la position des séparatrices du système ainsi que la position des points fixes. Pour ces derniers, il suffit
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de chercher les coordonnées (θ, ϕ) tel que (θ̇, ϕ̇) = (0, 0), on trouve :





(
θ =

π

2
, ϕ = 0

)

(
θ =

π

2
, ϕ = π

)

(
θ = arcsin

(ω
2

)
, ϕ = π

)

(
θ = π − arcsin

(ω
2

)
, ϕ = π

)

. (5.11)

Le premier jeu de coordonnées correspond à un point fixe stable, le second est un point fixe instable

si ω < 2 et les deux derniers points sont stables et n’existent que si ω ≤ 2.
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Fig. 5.3: Trajectoires possibles sur la sphère de Bloch pour les quatre cas de figure possibles à ω fixe. De gauche
à droite et de bas en haut : ω = 0.5 < 1, ω = 1, 1 < ω = 1.25 = 1 =< 2 et ω = 2. En vert, on
peut distinguer les trajectoires dites séparatrices, en rouge les trajectoires conduisant à une asymétrie
permanente de population entre les deux puits et en bleu, les trajectoires amenant à une inversion
périodique des populations entre les deux puits. Notons que le nombre de points fixes change entre les
trois premières figures et la dernière, il passe de quatre à deux.

Considérons le point instable et calculons l’équation de la séparatrice passant par ce point. L’énergie

du système en ce point est H =
NΩ

2
. Cette énergie étant conservée le long de la trajectoire, on peut

alors écrire :
NΩ

2
=
N2χ

4
cos2 θ − NΩ

2
sin θ cosϕ. (5.12)
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On trouve alors la séparatrice suivante :

ϕ = arccos

[(
1− 1

ω
cos2 θ

)
1

sin θ

]
. (5.13)

Cette séparatrice n’existe que si ω < 2. Par la suite, une seconde trajectoire cette fois passant par les

pôles sera également utile. Par abus de langage, nous l’appellerons souvent séparatrice même si elle ne

sépare pas des trajectoires ayant des comportements différents. L’énergie aux pôles est donnée par :

H =
N2χ

4
=
N2χ

4
cos2 θ − NΩ

2
sin θ cosϕ, (5.14)

on obtient alors :

ϕ = arccos

(
sin θ

ω

)
. (5.15)

Cette description des différents comportements de la dynamique en fonction de la valeur de ω sera utile

dans la suite pour construire la solution en temps minimum permettant de générer une superposition

macroscopique d’états.

5.2.3 Information de Fisher

Pour la suite, il est également utile d’introduire l’information de Fisher. Elle se définit comme étant

égale à quatre fois la valeur propre maximale de la matrice de cohérence :

FQ = 4max
(
∆
−→
J
)2
, (5.16)

avec :

(
∆
−→
J
)2

=




〈J2
x〉 − 〈Jx〉2 〈JxJy〉 − 〈Jx〉〈Jy〉 〈JxJz〉 − 〈Jx〉〈Jz〉

〈JxJy〉 − 〈Jx〉〈Jy〉 〈J2
y 〉 − 〈Jy〉2 〈JyJz〉 − 〈Jy〉〈Jz〉

〈JxJz〉 − 〈Jx〉〈Jz〉 〈JyJz〉 − 〈Jy〉〈Jz〉 〈J2
z 〉 − 〈Jz〉2


 . (5.17)

Plus la valeur propre maximale de cette matrice est grande, plus l’état du système est une superposition

cohérente d’états. Cette quantité appartient à
[
N,N2

]
. Pour N2, l’état du système est un état de type

|chat〉. C’est précisément ce type d’état que l’on va chercher à générer par la suite. Parmi les états

chats, le plus connu est l’état dit NOON. Il correspond à une superposition quantique d’états où tous

les atomes sont dans un puits pour l’un des états et tous les atomes sont dans l’autre puits pour l’autre

état. Dans la base des deux modes, il se note
1√
2
(|N, 0〉+ |0, N〉) d’où l’appellation état NOON et

il se note
1√
2
(| −N/2〉+ |N/2〉) dans la base de Fock. Notre but est maintenant de déterminer une
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séquence de contrôle pour atteindre ce type d’états en temps minimum.

Brièvement les états de type chats dans les condensats à deux modes ont un intérêt très grand

pour le monde de la métrologie. Le fait d’avoir une superposition d’état dans chaque puit du potentiel

correspond dans une certaine mesure au fait d’avoir un faisceau laser dans un interféromètre. Si l’un

des deux puits est perturbé par l’objet à mesurer, le déphasage relatif entre les deux composantes

va être modifié. Cette modification sera mesurable expérimentalement et permettra de remonter à la

quantité à mesurer. Pour plus de détails on peut se référer aux articles suivants [93, 94, 95]. Notamment

l’article [93] montre comment le terme non linéaire χJ2
z permet de gagner en précision sur la mesure.

5.3 Contrôle optimal d’une superposition quantique macroscopique

5.3.1 Contrôle optimal géométrique

L’objectif est désormais de construire une séquence de contrôle minimisant le temps pour générer

une superposition d’états macroscopique. Le modèle que l’on considère est conservatif, il n’y a pas

de dissipation or expérimentalement cette dernière peut se révéler être très néfaste. Elle se manifeste

par un effet de décohérence mais aussi par une non conservation du nombre d’atomes dans le piège,

il peut donc y avoir des pertes d’atomes. L’objectif est alors de trouver une séquence de contrôle qui

minimise le temps pour atteindre notre cible de sorte que l’effet de la dissipation soit limité. Dans la

suite, nous serons amenés à considérer deux cibles différentes dites, chat de Schrödinger :

|chat1〉 =
1√
2
(|θ = π, ϕ〉+ |θ = 0, ϕ〉) = 1√

2
(|N/2〉 + | −N/2〉) , (5.18)

et

|chat2〉 =
1√
2
(|θ = π/2, ϕ = π/2〉+ |θ = π/2, ϕ = 3π/2〉) . (5.19)

Le premier état correspond à une superposition d’états sur lesquels tous les atomes sont localisés

dans un des deux puits, c’est-à-dire que la cible est une superposition macroscopique telle que tous

les atomes sont à la fois dans le puits de droite et dans le puits de gauche. C’est la raison pour

laquelle cet état est nommé ”chat” car comme dans l’expérience de pensée du chat de Schrödinger,

tant qu’aucune mesure n’a été effectuée, le chat est à la fois mort et vivant. Le second état correspond

à la superposition d’états où la population est répartie de façon équivalente entre les deux puits avec

une différence de phase de π.

La dynamique quantique du système est décrite par l’Hamiltonien (5.5) et la dynamique semi-

classique est décrite par (5.9). Dans un premier temps, le modèle semi-classique est utilisé pour
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Fig. 5.4: (En haut à gauche) Trajectoire semi-classique, en trait plein bleu m = 1, en vert m = 2 et en rouge
m = 100, en trait discontinu noir la ligne singulière et les autres courbes en pointillé correspondent aux
trajectoires passant par les pôles pour les différentes bornes. (En haut à droite) Distribution dans la
base de Fock de l’état initial. En dessous, on a représenté la distribution obtenue à la fin de la séquence
de contrôle classique appliquée à la dynamique quantique et en bas, la distribution correspondant à
l’état cible |ψc〉 = |chat1〉. (En bas à gauche) Logarithme décimal des champs de contrôle associés aux
trajectoires du dessus.
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construire une solution simple. L’état initial est |θ = π/2, ϕ = π〉 qui est délocalisé autour de ce

point. La moitié de la distribution se trouve sur l’hémisphère nord et l’autre moitié sur l’hémisphère

sud de la sphère de Bloch. L’étude se restreint alors à l’hémisphère nord par symétrie. Il est important

de remarquer que l’utilisation de la symétrie est uniquement possible en considérant que δ = 0, δ

étant lié à l’asymétrie du puits et à la dégénérescence des niveaux. Si δ 6= 0, il faudrait considérer un

problème avec une dimension plus grande ou directement faire un traitement numérique, la levée de

dégénérescence brisant alors la symétrie autour du point fixe (θ = π/2, ϕ = π).

Pour se ramener à un problème de dimensions deux et pouvoir appliquer les outils du contrôle

géométrique, nous allons considérer seulement un point de la distribution sur la boule de Bloch et

supposer que la dynamique des autres points sera similaire. Nous verrons dans la suite dans quelle

mesure cette approximation est vérifiée. Le but du contrôle est donc d’amener ce point sur une des

cibles définies par les états chats. Plus le nombre de particules N sera grand, plus l’approximation sera

justifiée car la distribution se localise de plus en plus lorsque N augmente. Pour utiliser le PMP, il

faut commencer par définir les champs de vecteurs
−→
F =

χN

2
(0, 2 cos θ) et

−→
G =

χN

2
(sinϕ, cot θ cosϕ),

la dynamique semi-classique s’écrit alors :


θ̇
ϕ̇


 =

−→
F + ω

−→
G. (5.20)

L’Hamiltonien de Pontryagin est donné par H = −→p .
(−→
F + ω

−→
G
)
. Le champ de contrôle maximisant

cet Hamiltonien, en considérant une borne m sur son amplitude, s’écrit alors ω = m signΦ avec

Φ = −→p .−→G . Comme dans la section (3.3), la fonction Φ est la fonction de commutation et le signe du

champ commute si celle-ci s’annule en un point. On doit également définir le lieu singulier, i.e. le lieu

où la fonction de commutation, ainsi que sa dérivée, s’annulent sur un intervalle de temps. Rappelons

que le champ singulier s’obtient en calculant la dérivée seconde de Φ. On trouve alors :

ωs = sin θ cosϕ, (5.21)

avec ωs le champ singulier. Le lieu singulier est déterminé par l’équation suivante :

det
(−→
G,
[−→
F ,
−→
G
])

= 2 sin2 ϕ sin2 θ − 2 cos2 θ = 0. (5.22)

Avant de décrire la solution optimale, commençons par décrire une solution déjà existante dans la

littérature, la solution de Micheli [15]. Cette solution consiste à utiliser un champ de contrôle constant
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ω = 1. Sur la figure (5.3) en haut à droite, on observe en vert une ligne séparatrice passant par le point

initial (θ = π/2, ϕ = π). D’un point de vue quantique le paquet d’onde étant délocalisé autour de ce

point, sous l’effet d’un champ constant le paquet d’onde va se séparer en deux et suivre la séparatrice

jusqu’aux pôles. La distribution sur la sphère de Bloch est alors délocalisée le long de la séparatrice

avec une densité plus forte à chaque pôle comme sur la figure (5.10) du milieu. Dans son article, Micheli

a montré que la durée du contrôle était :

Tc ≈
1

χ

ln (8N)

N
. (5.23)

Ce protocole de contrôle va servir de base de comparaison dans la suite. Cependant, il faut remarquer

que la solution temps minimum pour la borne m = 1 est bien la solution de Micheli. En effet, si l’on

regarde la figure (5.3) en haut à droite, la seule trajectoire permettant d’accéder au pôle nord est la

séparatrice. De plus, le champ singulier appartient à l’intervalle [−1, 1] et il décroit lorsque ϕ augmente

en partant du point sur la singulière la plus proche autour du point initial. La trajectoire singulière

est située sous la séparatrice et ne l’intersecte pas. Il n’y a alors pas d’autre possibilité que d’utiliser

la séparatrice pour atteindre les pôles. Passons ensuite à l’analyse du problème lorsque la borne est

supérieure à 1, c’est-à-dire que l’on se trouve dans le cas de la figure (5.3) en bas à droite et en bas à

gauche. Sur celle-ci, les seules trajectoires permettant d’atteindre les pôles sont les trajectoires vertes

passant par ceux-ci. L’objectif à présent est de se déplacer du point initial vers un point de cette

trajectoire en minimisant le temps total du contrôle. On observe la forme du lieu singulier en pointillé

sur la figure (5.4), on constate que le lieu singulier intersecte la trajectoire séparatrice et qu’il n’est pas

possible de rallier les trajectoires passant par les pôles à l’aide de bang. Il est alors naturel d’utiliser

le champ singulier. De plus, sachant que d’un point de vue quantique le paquet d’ondes est délocalisé

autour du point fixe (θ = π/2, ϕ = π), nous choisissons comme point de départ un point appartenant

à un cercle de rayon σ autour de ce dernier. Il est possible de calculer analytiquement le temps de

contrôle. Pour calculer ce temps minimum, il faut utiliser l’équation de la singulière, de la dynamique

et la forme du champ singulier. On a alors les trois équations suivantes :





0 = sin2 ϕ sin2 θ − cos2 θ

ϕ̇ =
χN

2
(2 cos θ − ω cot θ cosϕ)

ωs = sin θ cosϕ

. (5.24)
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En remplaçant la forme de la singulière et du champ singulier dans la dynamique, on trouve :

Tsing =
2

χN

∫ ϕ1

ϕ(0)

dx√
sin2 x(1 + sin2 x)

, (5.25)

avec ϕ1 la valeur de la coordonnée ϕ associée au point d’intersection entre la ligne singulière et

la séparatrice. Le temps, noté Tsing, correspond au temps passé sur la singulière pour rejoindre la

séparatrice. Pour le bang on peut effectuer un calcul similaire, il suffit d’utiliser la dynamique θ̇ et

l’équation de la séparatrice :





θ̇ =
χN

2
(2 cos θ − ω cot θ cosϕ)

0 = sin2 θ − ω sin θ cosϕ
. (5.26)

En combinant ces équations, on peut identifier l’intégrale décrivant le temps Tsep passé sur la séparatrice

Tsep =
2

χN

∫ π

θ1

dx√
ω2 − ω sin2 x

. (5.27)

Le point d’intersection entre la singulière, que l’on note (θ1, ϕ1), peut être calculé à partir des deux

équations définissant les deux courbes :





sin2 θ − ω sin θ cosϕ = 0

sin2 ϕ sin2 θ − cos2 θ = 0
. (5.28)

A partir de ce système d’équations, on identifie le point d’intersection. Il a pour coordonnées :





θ1 = arcsin

√
ω2 − ω

√
ω2 − 1

ϕ1 = arccos

(
sin θ

ω

) . (5.29)

Plusieurs choix s’offrent à nous dans la définition de ϕ0. Dans son article, Micheli a considéré un

nombre d’atomes déjà grand, le rayon de la sphère est alors suffisamment important pour que les

distances euclidienne et géodésique se confondent 2. Localement, la sphère est isomorphe à un plan.

De plus, la valeur de ϕ change suivant que l’on considère un point de départ sur la singulière ou sur

la séparatrice ω = 1. Les différents points de départ sont résumés dans le tableau (5.1).

Pour déterminer la position du point initial, il faut considérer la largeur σ du paquet d’ondes

semi-classique et utiliser l’équation décrivant soit le lieu singulier, soit la séparatrice. Il y a deux

2. la distance géodésique correspond à la longueur de l’arc de cercle séparant deux points tandis que la distance
euclidienne correspond à la longueur de la ligne droite les séparant
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distance euclidienne distance géodésique

singulière





ϕ = arcsin

(
±
√

1− a2
1 + a2

)

θ = arccos


±

√
sin2 ϕ

1 + sin2 ϕ








ϕ = arcsin


±

√
sin2R

2 sin2 θ




θ = arccos

(
±
√

1

2
sin2R

)

séparatrice à ω = 1





ϕ = arccos

(
± R√

2

)

θ = arcsin

(
±2−R2

2 sin θ

)





ϕ = arccos
(
±(1− sin2R)1/4

)

θ = arcsin


±

√
1− sin2R

cos2 ϕ




Tab. 5.1: Les différentes conditions initiales utilisées. On note a =
2−R2

2
et R2 =

1

N
.

Fig. 5.5: Schéma définissant les distances euclidienne et géodésique.

possibilités : utiliser le lieu distant de σ avec une distance géodésique sur la sphère ou une distance

euclidienne comme sur la figure (5.5).

Sur la figure (5.5) ces deux possibilités consistent soit à choisir d = R ou g = R. Les deux distances

suivantes sont alors définies par :

(
−→
S −−→S (0))2 = R2 = 2(1− cosϕ sin θ) (distance euclidienne) (5.30)

sin2R = sin2 θ sin2 ϕ+ cos2 θ (distance géodésique). (5.31)

Il est finalement possible de trouver quatre conditions initiales différentes comme dans le tableau (5.1).

En utilisant un des deux jeux de coordonnées du tableau (5.1), on peut calculer le temps total de
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la solution géométrique Bang-Singulière, noté Tmin, et on a 3 :

Tmin =
2

χN

∫ ϕ1

ϕ(0)

dx√
sin2 x(1 + sin2 x)

+
2

χN

∫ π

θ1

dx√
ω2 − ω sin2 x

. (5.32)

La valeur du temps de contrôle dépend du point initial considéré. On peut évaluer numériquement

cette formule, par exemple en choisissant comme point de départ la distance géodésique, on obtient

le résultat de la figure (5.6). Cette figure représente l’évolution du temps minimum en fonction de

l’amplitude maximum de ω et du nombre d’atomes N . On constate que le temps de contrôle diminue

quand N augmente et qu’il est dépendant de ω surtout pour de faibles amplitudes. Pour pouvoir

Fig. 5.6: Évolution du temps minimum pour générer le premier état chat en fonction de ω et N .

comparer le temps minimum de la solution optimale avec le temps minimum de Micheli, les temps de

la solution de Micheli avec les distances euclidienne et géométrique sont considérées. Il faut utiliser

l’évolution dynamique de ϕ, utiliser ω = 1 et la forme de la séparatrice cosϕ = sin θ. Le temps suivant

est alors déterminé : ∫ 3π/2

ϕ(0)

2dx

χN sinx
= t. (5.33)

La primitive de l’expression sous l’intégrale est :

2

χN
ln

(
1− cosx

sinx

)
. (5.34)

3. Si la borne est infinie, le déplacement le long de la séparatrice est instantanée et le temps minimum dépend alors
seulement du temps mis pour parcourir le lieu singulier de ϕ0 à ϕ = 3π/2.
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Fig. 5.7: Évolution de la durée du contrôle en fonction du nombre d’atomes N . Les lignes rouge et verte
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pointillé représente, quant-à elle, la solution optimale pour la borne m = 1× 106. La petite fenêtre est
un agrandissement autour de l’origine.

Pour la distance euclidienne et géométrique, on trouve alors :





teuc = − 2

χN
ln
(√

2N −
√
2N − 1

)

tgeo = − 2

χN
ln

(
1−√cos σ√
1− cos σ

) , (5.35)

avec σ = 1/
√
N , euc correspondant au cas euclidien et geo au cas géodésique. En effectuant le

développement limité de ces expressions lorsque N → ∞, dans les deux cas, la formule de Micheli

Tc ≈
1

χ

ln (8N)

N
est retrouvée. Sur la figure (5.7), la comparaison numérique du temps de la solution de

Micheli pour les deux distances et de la solution optimale pour ω = 1× 106 est présentée. On constate

que le temps de toutes les solutions évolue en 1/N quand ω devient grand et que, pour une borne

grande, un gain de temps est effectivement constaté.

Remarquons que l’étude du cas ω < 1 n’a pas été conduite. Le temps de contrôle deviendrait

plus grand, ce qui n’est pas recherché expérimentalement. Malgré tout, nous pouvons faire quelques

constats. La solution serait une solution bang constituée de plusieurs commutations. Numériquement,

on peut conjecturer que le nombre de commutations est obtenu approximativement en arrondissant

1/ω à la valeur entière la plus proche. L’utilisation de commutations se comprend qualitativement.

Une commutation revient à transformer ϕ en ϕ+π. En analysant la figure (5.3), on voit qu’en utilisant

un premier bang, il suffit de laisser évoluer le système jusqu’à un maximum de θ puis de changer le
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signe du contrôle pour se retrouver sur une nouvelle trajectoire telle que θ augmente à nouveau. Ceci

n’est qu’une explication qualitative. Pour trouver la solution temps minimum, il faudrait faire une

étude complète, voire éventuellement construire la synthèse optimale, afin de s’assurer que la solution

trouvée est temps optimal.

Un raisonnement similaire au précèdent permet de trouver la solution temps minimum reliant l’état

|chat2〉 qui a pour coordonnées (θ = π/2, ϕ = 3π/2) et (θ = π/2, ϕ = π/2). Une nouvelle fois, par

symétrie, seulement la moitié du paquet d’onde est considérée. Parmi cette distribution, seulement un

point sera utilisé pour construire la séquence optimale. Comme dans le cas précédent, l’utilisation de

la singulière permet de rejoindre une trajectoire bang qui permet d’atteindre la cible. Cette fois, le

signe du bang est négatif, la séquence de contrôle est de type singulière bang. La forme du champ de

contrôle obtenue est visible sur la figure (5.8) ainsi que les trajectoires associées. On remarque une

nouvelle fois que lorsque la borne tend vers l’infini, il faut utiliser la singulière jusqu’à la séparatrice.

Le parcours le long cette dernière a une durée nulle lorsque la borne est infinie. La limite du temps

minimum prend alors la forme de l’équation (5.25).

5.3.2 Contrôle optimal par algorithme numérique

Jusqu’ici nous avons décrit comment obtenir la solution semi-classique et donner la limite du temps

minimum quand la borne du contrôle tend vers l’infini. Cependant, fondamentalement, le système reste

quantique et il est donc nécessaire de vérifier l’action du champ semi-classique sur le système. Dans

le cas quantique, en choisissant χ = 1 et N = 300, la projection sur l’état |chat1〉 après le temps Tc,

définit par l’équation (5.23), est de 0.1394, et l’information de Fisher FQ (voir section (5.2)) obtenue

est d’environ
N2

2
. La projection est plutôt faible, même si l’information de Fisher est de l’ordre de

grandeur de N2. Cela signifie que même si l’état est éloigné de la cible, une superposition d’états est

quand même produite à l’aide de notre séquence de contrôle. Les résultats sont assez similaires pour

les autres valeurs de la borne et pour l’état |chat2〉. L’ensemble des résultats est synthétisé dans le

tableau (5.2).

|chat1〉 |chat2〉
m 1 2 100 1 2 100

χt(×10−3) 25.9 24.6 23.6 25.5 24.6 23.6
P 0.139 0.122 0.116 0.091 0.100 0.116

FQ/N
2 0.636 0.596 0.587 0.514 0.547 0.586

Tab. 5.2: Résultats numériques obtenus en appliquant la solution semi-classique sur le système quantique pour
les bornes m = 1, 2 et 100. La durée du contrôle (χt), la projection (P ) et l’information de Fisher
(FQ/N

2) sont données pour les états |chat1〉 et |chat2〉.
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Les séquences de contrôle semi-classiques sont certes simples mais la projection sur la cible reste

assez faible. Il faut donc envisager une approche numérique pour trouver une séquence de contrôle

à même de conduire efficacement le système sur la cible. La taille du système choisie N = 300 nous

interdisant d’envisager une approche par fonction de tir, un algorithme monotone est alors utilisé. Les

formules utilisées sont celles de la section (2.5.1) :





uk+1 =
1− λη1
1 + λη1

ũk −
η1

1 + λη1
Ak,k+1

ũk =
1− λη2
1 + λη2

uk −
η2

1 + λη2
Ak,k

, (5.36)

avec Ak,k′ = −2 Im(〈ψk(t)|χk′(t)〉 〈χk′(t)|H1 |ψk(t)〉), en notant H = H0 + ωH1 avec H0 = χJ2
z et

H1 =
χN

2
Jx. On a choisi la forme du potentiel telle que la paramètre δ soit nul. Dans ce cas la taille

de l’algèbre de Lie engendré par les opérateurs J2
z et Jx n’est pas de rang plein et le système n’est

pas controlable. Numériquement cela se traduit par une réelle difficulté à trouver une solution. Il y

a alors deux solutions la première est de prendre un paramètre δ non nul et la seconde, celle que

l’on présente, consiste à initialiser l’algorithme par une solution relativement efficace dés le départ.

L’idée est alors d’utiliser la solution géométrique semi-classique pour initialiser l’algorithme monotone.

Les paramètres du système sont les mêmes que pour la partie semi-classique, χ = 1 et N = 300. Le

paramètre n est introduit et est défini comme étant le rapport entre la durée du contrôle et le temps

minimum Tc. Le calcul du contrôle est effectué pour n = 1, 5 et 10. Pour n > 1, on utilise le champ

de contrôle semi-classique ”dilaté” 4 d’un facteur n pour initialiser l’algorithme. On obtient alors les

résultats du tableau (5.3). Les paramètres de l’algorithme utilisés sont (λ = 10−6, η1 = η2 = 103)

pour n = 1 et (λ = 5 × 10−4, η1 = η2 = 2). Sur la figure (5.9), la forme du champ de contrôle,

l’évolution de la projection et de l’information de Fisher sont présentées. Pour le temps minimum,

c’est-à-dire n = 1, une projection de seulement 0.255 est obtenue, cela correspond tout de même à

une amélioration par rapport à la solution semi-classique. Le champ de contrôle devient très grand

vers la fin pour se rapprocher de la cible. Pour atteindre la cible avec une meilleure précision, il est

nécessaire d’augmenter le temps de contrôle jusqu’à n = 10. Pour n = 10, la projection finale sur

l’état cible est de 0.994. Il est intéressant de noter que la forme du champ reste assez proche d’un

bang avec quelques modulations. Cette remarque est encore plus frappante pour le contrôle numérique

permettant d’atteindre l’état |chat2〉. En effet, le champ de contrôle obtenu présente des modulations

par rapport à la solution semi-classique mais ces modulations apparaissent autour de la commutation

calculée dans le cas semi-classique. Il est également important de noter que si l’on regarde l’évolution

4. Ici dilaté signifie que le rapport entre la durée du contrôle et la durée du contrôle singulier est conservé, même si
la durée totale est augmentée d’un facteur donné.
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|chat1〉 |chat2〉
n 1 5 10 1 5 10

P 0.255 0.880 0.994 0.245 0.903 0.989

FQ/N
2 0.650 0.951 0.997 0.632 0.946 0.996

Tab. 5.3: Mêmes résultats que dans le tableau (5.2) mais pour le contrôle quantique. Le paramètre n représente
le rapport entre la durée du contrôle et le temps minimum Tc.

de la distribution P (θ, ϕ) au cours du temps, la distribution suit dans un premier temps la trajectoire

semi-classique m = 1 puis au moment de la commutation, suit la trajectoire semi-classique m = −1.
La solution géométrique nous a donc permis d’obtenir la structure globale et grossière de la vraie

solution quantique. Les détails de cette dernière ont été construis à l’aide d’un algorithme monotone

à partir de cette première solution.

5.4 Discussion

Dans la section précédente, nous avons pu construire une solution géométrique basée sur le modèle

semi-classique. Cela a permis d’accéder à la durée caractéristique du contrôle. Ensuite, un algorithme

monotone a été utilisé pour construire une solution permettant d’atteindre l’état cible plus fidèlement.

Les temps caractéristiques dans une expérience sur les gaz d’atomes froids sont de l’ordre de la millise-

conde, et la possibilité de mise en forme du champ est assez large. Comparé au temps caractéristique

de la dynamique, le contrôle peut commuter rapidement, cela signifie que les contrôles obtenus sont

expérimentalement réalistes. Couramment, le paramètre Ω est compris dans l’intervalle [0, 2π × 2KHz]

et χ ≈ 2π×0.13Hz. A ce stade, en prenant N = 300, on trouve pour ω = 100, Ω = 2π×1.95KHz (voir

l’équation (5.9)). Maintenant, il faut se poser la question de l’influence de la dissipation. Dans ce type

d’expérience, il existe plusieurs sources de décohérence et de dissipation qui ont un effet extrêmement

néfaste sur le système. La principale source de décohérence est due à la perte d’atomes du piège [96] et

au bruit de phase [97]. Ce dernier a pour origine des fluctuations dans les énergies des deux modes de

la jonction Josephson Bosonique. Une perspective intéressante de cette étude serait la prise en compte

de ces effets de dissipation dans le modèle afin de trouver une séquence de contrôle plus proche des

expériences pour pouvoir envisager une implémentation réelle. Il faut dissocier la dissipation due à

la décohérence notée τdec de celle due à la dissipation τdiss, qui provient de la relaxation des com-

posantes de la superposition. Ces deux temps sont généralement bien distincts. La décohérence peut

être décomposée en trois parties. La première correspond aux pertes à un corps liées à la dispersion

due aux impuretés. Ces pertes ont un temps caractéristique τ−1
dec ∝ N . Ensuite, il y a les pertes à

deux corps avec un temps caractéristique τ−1
dec ∝ N2 due à la collision atome-atome. Le dernier effet
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Fig. 5.9: (En haut) Évolution du champ de contrôle ω obtenu à l’aide d’un algorithme monotone initialisé par
la solution géométrique. La figure du dessous représente l’évolution de la projection sur l’état cible
pendant la séquence de contrôle. (En dessous) Évolution de l’information de Fisher en fonction du
temps. Pour les trois autres figures, de gauche à droite et de haut en bas, les temps de contrôles sont
t = tmin, 5tmin, 10tmin et à nouveau 10tmin. La cible utilisée est |ψc〉 = |chat1〉 pour les trois premiers
cas, c’est-à-dire une superposition d’états telle que tous les atomes soient à la fois dans le puits de
droite et dans le puits de gauche. Pour le dernier cas, l’état cible est |ψc〉 = |chat2〉.

Fig. 5.10: (De gauche à droite) Distribution P (θ, ϕ) de l’état initial, de l’état obtenu après utilisation de la
séquence de contrôle géométrique et de l’état obtenu après utilisation de la séquence de contrôle
quantique.
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est la dissipation à trois corps [98] avec un temps caractéristique τ−1
dec ∝ N3. Le temps caractéristique

de formation de notre état est de l’ordre de 1/N tandis que la dissipation est en 1/N2 et 1/N3, cela

signifie qu’en pratique le nombre d’atomes dans la cavité doit être limité afin d’éviter une dissipa-

tion trop forte. Typiquement la dissipation τdiss est de l’ordre de 0.1s pour χ = 2π × 0.13Hz, alors

que pour N = 300, on trouve Tmin = 0.0289s < 0.1s. Néanmoins, la décohérence reste très rapide :

τdec ∝ τdiss/300 ∝ 0.33ms ce qui est donc cent fois inférieur au temps de contrôle. Pour pouvoir utiliser

notre protocole, il est nécessaire de diminuer l’influence de la dissipation d’un facteur 100 ou bien de

trouver un nouveau protocole tenant compte de la dissipation [99] afin de limiter son influence durant

la génération de la superposition macroscopique.



Chapitre 6

Comparaison du contrôle optimal
géométrique avec d’autres méthodes de

contrôle

6.1 Comparaison des méthodes de contrôle optimal géométrique et

numérique

Cette section s’intéresse à la comparaison des méthodes de contrôle optimal géométrique et numéri-

que. Il est nécessaire de bien faire la distinction entre ce que l’on va appeler par la suite géométrique et

numérique. Numérique signifie ici que l’on va utiliser un algorithme numérique itératif qui va conver-

ger vers une extrémale du problème tandis que géométrique signifie qu’une analyse géométrique du

problème a été faite préalablement afin de déterminer la structure de l’ensemble des extrémales du

problème. Dans ce dernier cas, il suffit alors de chercher un moment initial p(0) tel que l’extrémale

associée vérifie les contraintes aux bords et la structure dérivée de l’analyse géométrique. Le problème

de la saturation sera utilisé comme cas d’étude en temps minimum puis en énergie minimum.

Le système physique considéré pour la comparaison est le système correspondant à un spin 1/2

dissipatif, comme dans le chapitre 2. Le contrôle est supposé résonant avec la fréquence de transition

entre les deux niveaux et par symétrie de rotation autour de z, on peut se ramener à un système à

deux dimensions. La dynamique s’écrit alors :





ẏ = −Γy + uz

ż = γ(1− z)− uy
. (6.1)

L’algorithme numérique utilisé pour effectuer la comparaison est l’algorithme GRAPE défini dans la

section (2.5.2). Le premier exemple de comparaison sera le cas de la saturation de l’aimantation en

temps minimum puis nous étudierons la saturation du spin en énergie minimum [100].
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6.1.1 Cas du temps minimum

Le problème de la saturation en temps minimum par les méthodes géométriques a déjà été étudié

dans la section (3.3). Le résultat est un contrôle ayant une structure bang singulière bang singulière,

notée BSBS. Pour les algorithmes numériques, le traitement du problème consiste à utiliser la fonc-

tionnelle de coût :

ΦT = 1−
√
y2 + z2. (6.2)

L’algorithme GRAPE cherche à maximiser le coût en un temps fixe tf . Maximiser ce coût revient à

saturer le spin, c’est-à-dire que l’aimantation doit atteindre le point de coordonnées (y = 0, z = 0) qui

correspond au centre de la boule de Bloch. Un premier test consiste simplement à utiliser l’algorithme

GRAPE en fixant tf = tmin. Sur la figure (6.1) du milieu, on peut voir la comparaison de la trajectoire

optimale obtenue par la méthode géométrique en trait plein et la trajectoire obtenue par GRAPE en

trait discontinu. Sur cette figure, les trajectoires des systèmes avec les paramètres (T1 = 740ms, T2 =

60ms) et (T1 = 740ms, T2 = 246ms) sont tracées respectivement à gauche et à droite de la boule de

Bloch. Les trajectoires obtenues par les deux méthodes sont très similaires, on constate que la solution

GRAPE est lissée. L’algorithme ne prenant pas en compte spécifiquement le lieu singulier, il ne peut

pas exhiber de singulière. Cependant, la trajectoire GRAPE est très proche de la ligne singulière (qui

est pour rappel la projection du lieu singulier de l’espace des phases (x, p) sur l’espace physique x).

Sur la figure (6.1a), la solution géométrique, qui utilise une méthode de tir arrive à 5.34 × 10−16 du

centre de la boule tandis que la solution GRAPE se rapproche à 2.25× 10−13. Pour le cas de la figure

(6.1b), la solution géométrique se rapproche à 9.88×10−15 du centre tandis que GRAPE se rapproche

à 6.13 × 10−8 de celui-ci.

Une seconde approche possible est l’utilisation de l’algorithme GRAPE pour balayer un ensemble

de temps de contrôle différents, la figure (6.1) du haut est alors obtenue. Sur celle-ci, on observe

l’évolution du logarithme décimal de Φt en fonction de t. On constate une variation abrupte du coût

au voisinage du temps minimum. Le temps minimum obtenu numériquement est de 204.3ms contre

203.7ms pour le temps minimum géométrique. Cette valeur numérique est définie comme l’abscisse de

la droite où intervient la variation abrupte de l’évolution de Φt (la ligne pointillée).

Il convient d’apporter quelques précisions permettant de mieux comparer les avantages de chacune

des méthodes. Le système hamiltonien est résolu à l’aide d’une méthode de type Runge-Kutta d’ordre

4-5. Cela permet ensuite d’obtenir la forme du champ de contrôle. Il faut se rappeler que malgré la

possibilité de mise en forme de champ très abrupte, il n’est pas possible de discrétiser le champ de

contrôle en dessous d’une certaine limite. En d’autre termes, on doit utiliser un nombre de points
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finis afin de décrire le champ. La propagation de la dynamique à l’aide des équations de Hamilton

est réalisée sur une grille de 500000 points. Ensuite, pour reproduire les résultats expérimentaux, on

discrétise le champ sur un nombre de points plus petit. En pratique, le champ est discrétisé avec un

pas de l’ordre de la µs. Dans notre cas, on discrétise le champ à l’aide de 5000 points. Pour finir, on

effectue une propagation en considérant le champ constant sur un pas de temps à l’aide de la solution

exacte obtenue en posant u(t) = u. Sous forme matricielle, cette solution s’écrit :

X(t) = eA(u)t(X(0) +A−1(u)B), (6.3)

avec une dynamique gouvernée par une équation de la forme Ẋ = A(u)X +B. Cette discrétisation en

un nombre fini de points est problématique d’un point de vue de pratique. La solution géométrique est

constituée de quatre arcs, or le pas de temps va être commun aux quatre intervalles. Génériquement,

le pas de temps ne sera pas un diviseur commun pour les quatre segments, il s’en suit une perte de

précision sur les trois temps de commutation. Pour passer à 5000 points, une moyenne du champ de

contrôle est réalisée sur chaque intervalle, la distance par rapport au centre de la boule de Bloch de la

solution géométrique passe alors à 1.15 × 10−3 et 5.70 × 10−3 pour chaque cas. Notons qu’il est bien

sûr possible de trouver un nombre de points plus adéquat de sorte que la discrétisation ait un effet

moins néfaste. Par exemple, en choisissant 5839 points la distance passe à 2.24× 10−4 pour le premier

cas. Pour cet exemple, la méthode purement numérique possède un avantage. L’optimisation étant

déjà effectuée sur un nombre de points fixé (pour le tir l’intégration est faite à l’aide d’une méthode

d’intégration à pas variable), elle permet de trouver une solution qui expérimentalement sera plus

précise et directement adaptée aux nombres de points expérimentaux du spectromètre. Ceci conclut

la comparaison entre les méthodes géométrique et numérique dans le cas de la saturation en temps

minimum.

6.1.2 Cas de l’énergie minimum

Dans cette section, la comparaison des deux méthodes pour le cas de la saturation en énergie

minimum est traitée. Dans [100], il est montré que les singulières ne jouent aucun rôle dans ce problème,

on considère alors seulement des extrémales régulières.

Les résultats obtenus pour les deux méthodes sont encore une fois très similaires, les résultats sont

synthétisés dans le tableau (6.1). La partie supérieure du tableau compare les deux méthodes pour le

jeu de paramètres (T1 = 740ms, T2 = 60ms) mais en faisant varier le temps de contrôle d’un facteur

K défini comme tf = Ktmin, avec tf la durée du contrôle fixée et tmin le temps définit dans la section
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(3.3). Les tests sont effectués pour K = 1.1, 1.5 et 2, les trajectoires obtenues sont visibles sur la figure

(6.2) en haut à gauche. Les trajectoires des deux méthodes sont très similaires. Pour ce problème, les

trajectoires des deux méthodes sont lisses. Cela vient de l’absence de borne sur le champ. La partie

basse du tableau (6.1) montre l’influence des paramètres dissipatifs. Les résultats restent une nouvelle

fois comparables. La précision de la méthode géométrique est donnée deux fois : à gauche il s’agit de la

précision obtenue en résolvant les équations de Hamilton à l’aide d’une méthode de type Runge-Kutta

tandis que la valeur de droite correspond à la propagation discrète à l’aide du champ discrétisé sur

un nombre de points plus faible. Avant de continuer notre étude sur les comparaisons des différentes

méthodes, il convient de détailler un peu le comportement de la solution en énergie minimum. Sur la

figure (6.2), on constate que lorsque le temps de contrôle augmente, l’énergie diminue et tend vers une

valeur fixe. Cette convergence se comprend par le fait que lorsque le temps de contrôle augmente, la

valeur du champ de contrôle à l’instant initial tend vers 0 et la solution tend donc vers un point fixe

de la dynamique. Si le champ de contrôle est quasi-nul à l’équilibre, il faut alors un temps infini pour

quitter ce point.

Méthode GRAPE GM

K 1.1

Énergie 3.1876 3.1272

Distance 5.37 × 10−12 1.85 × 10−12|1.04 × 10−8

K 1.5

Énergie 1.8967 1.8963

Distance 1.51 × 10−12 4.99 × 10−13|2.90 × 10−8

K 2

Énergie 1.8789 1.8781

Distance 3.24 × 10−12 8.18 × 10−13|5.43 × 10−8

δγ 0.4742

Énergie 1.8780 1.8798

Distance 4.22 × 10−11 1.34 × 10−14|1.36 × 10−6

δγ 0.2373

Énergie 1.3034 1.3031

Distance 1.16 × 10−11 6.05 × 10−14|4.11 × 10−7

δγ 0

Énergie 0.5879 0.5881

Distance 4.75 × 10−11 3.68 × 10−14|1.21 × 10−7

Tab. 6.1: (Haut) Comparaison des méthodes géométrique (colonne GM) et numérique (colonne GRAPE) pour
différentes durées de contrôleK = tf/tmin = 1.1, 1.5 et 2. (Bas) Comparaison des deux méthodes pour
différentes valeurs de δγ avecK = 10 fixé. Le paramètre δγ est défini par δγ = 2π/ωmax(T1−T2)/T1T2.
La longueur D =

√
y2 + z2 est la distance par rapport au centre de la boule de Bloch.

A l’inverse lorsque le temps de contrôle diminue et tend vers la valeur du temps minimum alors
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l’énergie du contrôle explose et tend vers l’infini. Ce comportement se comprend dans le cas du traite-

ment du temps minimum avec une borne infinie sur le contrôle [101]. Lorsque l’on fait évoluer la valeur

de la borne vers l’infini, l’énergie des bangs peut être négligée car le produit durée fois bornes, t×m,

pour se déplacer vers la singulière est constant 1. Il faut donc s’intéresser à la singulière horizontale.

L’énergie de la singulière verticale est nulle car le contrôle singulier associé est également nul. L’énergie

nécessaire pour se déplacer le long de la singulière horizontale peut être exprimée comme suit :

E =

∫ t1

t0

dtus(t)
2 =

∫ 0

−
√

1−z20

dy

ẏ
us(y)

2, (6.4)

avec

us =
T2 − 2T1

2T1(T1 − T2)
1

y
, (6.5)

le contrôle singulier le long de la singulière horizontale. t0 et t1 sont respectivement les temps initial

et final le long de cette trajectoire. En l’absence de borne, le point d’admissibilité tend vers y = 0. Or

autour de cette valeur, ẏ = −Γy − u2sz0 est de l’ordre de −usz0 car us évolue comme 1/y. L’intégrant

de l’énergie évolue alors lui aussi en 1/y et l’énergie a donc une divergence logarithmique quand y → 0.

Un minimum d’énergie apparait pour un temps fini, ce minimum est de l’ordre de la limite quand le

temps tend vers l’infini. Il faut également remarquer que lorsque le temps de contrôle tend vers l’infini,

la forme du champ de contrôle est conservée et seulement déplacée vers la droite. Ce comportement est

déduit de la figure (6.2). En bas à droite, la courbe en trait plein représente l’évolution du maximum

du contrôle en fonction du temps de contrôle tandis que la courbe en trait discontinu représente

l’évolution de la position du maximum. On constate que le maximum se déplace vers les temps grands

en augmentant le temps de contrôle pendant que la valeur du maximum diminue. Pour finir, il convient

de remarquer que pour choisir une valeur du temps de contrôle, on peut trouver un compromis entre

l’énergie E et le temps de contrôle tf . Le produit tf × E présente un minimum pour une durée de

contrôle finie. L’ensemble des figures montrant l’évolution du problème en énergie en fonction de la

durée du contrôle sont réalisées à l’aide d’une méthode d’homotopie (cf section (2.4.4)) sur le paramètre

K.

1. Dans la limite où la valeur de la borne devient grande par rapport aux termes dissipatifs, ces derniers peuvent
être négligés. L’action du contrôle est unitaire et n’engendre que des rotations. Or l’évolution de x est décrite par

x(t) = x0 exp (tuB) avec B =

(

0 −1
1 0

)

. On peut alors faire le changement θ = tu. Pour effectuer une rotation de θ,

il suffit de considérer un temps de contrôle inversement proportionnel à la valeur de la borne et l’énergie du contrôle ne
dépend alors que de l’angle et plus du temps de contrôle.
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6.1.3 Conclusion

Chacune des deux méthodes présentent des avantages indéniables. Les méthodes numériques telles

que GRAPE ont l’avantage d’utiliser un contrôle constant par morceaux, ce qui décrit mieux la si-

tuation expérimentale dans un système en RMN. De plus, on peut utiliser une propagation exacte

entre deux pas de temps. La méthode numérique aura donc l’avantage de construire une solution

qui adaptera le champ en fonction de la taille de la discrétisation. L’inconvénient est que la solu-

tion dépend alors de la discrétisation choisie. Ceci n’est pas possible pour la première approche, le

problème géométrique n’étant pas défini comme constant par morceaux. Néanmoins, il a l’avantage

de pouvoir s’adapter facilement à des méthodes d’homotopie. En effet, ayant résolu un problème

de contrôle géométrique par une méthode de tir, il est ensuite aisé de trouver la solution d’autres

problèmes à l’aide des méthodes d’homotopies, qui permettent de trouver d’autres solutions en faisant

varier continûment les paramètres du système. Notons que ces deux méthodes sont complémentaires,

les méthodes géométriques permettent de bien comprendre la forme de la solution, au contraire des

méthodes numériques qui fonctionnent un peu comme des bôıtes noires et trouvent des formes de

contrôle qui peuvent être compliquées. Ces dernières ont tout de même l’avantage de fonctionner

pour des systèmes de grandes dimensions tandis que les méthodes géométriques sont restreintes à

des systèmes de plus basses dimensions. La complémentarité des deux approches est illustrée par le

couplage que l’on peut réaliser entre les deux méthodes. Ce couplage pourrait être envisagé de deux

façons. Tout d’abord les méthodes numériques pourraient permettre de se rapprocher au plus près

d’une extrémale, puis utilisant la solution numérique pour initialiser le tir, on pourrait imaginer trou-

ver la solution de systèmes de plus grandes dimensions. Cette idée est utilisée en mécanique spatiale

où en général un coût régularisant le problème est utilisé pour approximer la solution optimale et

détecter les temps de commutation du contrôle, puis un tir est effectué pour déterminer précisément

ces temps. Il faut remarquer que dans ce manuscrit nous avons déjà abordé à deux reprises l’idée

inverse. Celle-ci consiste à utiliser un modèle simplifié pour déterminer une solution simple à partir de

la méthode géométrique. Cette dernière sert alors à initialiser la méthode numérique pour l’appliquer

au modèle complet (voir sections (3.4) et (5.3)).

6.2 Comparaison avec le contrôle local

L’objectif de cette section est de comparer les résultats du problème de saturation de l’aimantation

en temps minimum de la méthode géométrique et de la méthode de contrôle local généralisé. Il faut

préciser que dans la littérature, on peut trouver la dénomination de contrôle local ou contrôle de
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Lyapunov [102, 103, 104, 17]. Ce type de méthode est très utilisé dans le cadre du contrôle quantique

de systèmes avec un grand nombre de niveaux. Avant de débuter notre analyse, rappelons les principes

du contrôle local.

6.2.1 Introduction au contrôle local

Le contrôle local utilise la dérivée temporelle d’une observable convenablement choisie pour mettre

à jour le champ localement au cours du temps afin de faire crôıtre la valeur moyenne de l’observable

vers son maximum de façon monotone. C’est-à-dire qu’au cours de l’évolution du système, le champ va

être mis à jour en analysant la forme de la dérivée de la valeur moyenne de l’observable à maximiser

[105]. Pour illustrer nos propos, choisissons de maximiser la valeur moyenne de l’observable P . Dans

le formalisme de la matrice densité, le problème est alors le suivant :





V (t) = tr(Pρ(t))

ρ̇(t) = − i[H0 + u(t)H1, ρ(t)]
, (6.6)

avec pour objectif de trouver u(t) tel que V (t) atteigne sa valeur maximale. Dans la littérature du

contrôle local, V (t) est souvent appelée fonction de Lyapunov. La valeur moyenne de l’observable P que

l’on cherche à maximiser sera dans la suite la projection sur une cible donnée. La dérivée temporelle

de l’observable V est alors :

V̇ (t) = − i tr(P [H0, ρ(t)]) − iu(t) tr(P [H1, ρ(t)])

= 2 Im(tr(PH0ρ(t))) + 2u(t) Im(tr(PH1ρ(t))) ,

car P = P †, H0 = H†
0 et H1 = H†

1. En choisissant la forme de contrôle suivante :

u = K sign(Im(tr(PH0ρ(t))))
Im(tr(PH0ρ(t)))

Im(tr(PH1ρ(t)))
et K > 1, (6.7)

la dérivée de la valeur moyenne de l’observable à maximiser sera positive à chaque instant (V̇ (t) ≥ 0∀t).
En pratique, il suffit d’utiliser un schéma d’intégration de type Runge-Kutta en remplaçant l’expression

du contrôle dans l’équation de la dynamique pour propager la condition initiale ρ(0) dans le temps. Des

démonstrations sur la convergence de la dynamique vers le maximum de V ainsi que les conditions

nécessaires pour assurer cette convergence peuvent être trouvées dans le livre [105] ainsi que dans

les références citées à l’intérieur. Il faut tout de même préciser que ces méthodes, effectuant une

optimisation locale, peuvent rapidement être limitées si elles sont appliquées à un système présentant
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beaucoup de maximum locaux. La dynamique peut alors se retrouver piégée sur ces maximums. L’étude

de ces derniers a été réalisée récemment dans le cadre du control landscape par l’équipe de H. Rabitz

[106, 107].

Ce bref résumé constitue la base du contrôle local, cependant l’utilisation des dérivées d’ordres

supérieurs pour accélérer ou faciliter la convergence vers le maximum de V a aussi été proposée [108].

Comme nous allons le voir, le cas de la saturation par contrôle local est un cas particulier pour cette

approche qui nous oblige à utiliser des conditions au second ordre pour pouvoir déterminer la forme du

contrôle. Ce type de contrôle n’est pas réalisable en tenant seulement compte de la dérivée première.

6.2.2 Comparaison des méthodes de contrôle optimal et local

Le problème de la saturation du spin en temps minimum est à nouveau choisi. On contraint le

champ à rester borné, c’est-à-dire que son amplitude ne peut pas dépasser une limite, notée m. On

rappelle que la dynamique en présence de dissipation et pour un champ résonant a la forme suivante :





ẏ = −Γy + uz

ż = γ(1− z)− uy
. (6.8)

L’objectif étant de saturer le spin, on peut utiliser la fonctionnelle V =
1

2
(1 − x2 − y2 − z2). Dans le

formalisme de la matrice densité, cette fonctionnelle correspond à la distance dans l’espace de Hilbert

tr
(
(ρ− ρc)2

)
, ce qui est différent du coût utilisé couramment dans le cadre du contrôle quantique qui

est tr(ρρc). Ce dernier correspond au produit scalaire, ce que l’on peut vérifier en passant dans les

coordonnées de la boule de Bloch : ρ = 11 +
∑

i

xiσi avec σi les matrices de Pauli. Dans le cas de la

saturation, c’est-à-dire pour annuler la norme de l’aimantation, l’utilisation du produit scalaire n’a

pas de sens et il faut considérer la distance.

Pour utiliser la méthode du contrôle local, il faut calculer la dérivée temporelle de V par rapport

au temps. On trouve alors :

V̇ = Γy2 − γ(1− z)z. (6.9)

Cette quantité est indépendante de u car celui-ci n’induit que des transformations unitaires (l’action du

contrôle est une rotation pure). V̇ étant indépendant de u, V est invariant sous l’action du contrôle.

Cela signifie que le contrôle servira seulement à déterminer le lieu où la dissipation (la partie non

unitaire) doit agir pour atteindre le centre de la boule. En d’autres termes, il ne peut pas modifier V

de manière directe mais seulement de manière indirecte. Il faut donc utiliser la dérivée seconde de V

par rapport au temps afin de déterminer la façon de faire varier le contrôle [108]. La dérivée seconde
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de V s’écrit comme suit :

V̈ = −2Γ2y2 − γ2(1− 2z)(1 − z)− uy(2Γz + γ(1− 2z)), (6.10)

V̈ correspond à la courbure temporelle de V (t). Pour maximiser V , il suffit de maximiser la dérivée V̇ ,

cela revient à choisir u(t) tel qu’à chaque instant la dérivée seconde V̈ soit maximale. L’utilisation de

la dérivée seconde explique le qualificatif de contrôle local généralisé. Il s’agit en réalité d’un contrôle

quasi local car la dérivée seconde est considérée et donc deux pas de temps sont utilisés pour déterminer

le contrôle. L’expression de V̈ peut être décomposée de la façon suivante :

V̈ = ν + uµ, (6.11)

avec ν la courbure en absence de champ et µ une fonction dépendante de la position. Pour maximiser

la dérivée V̇ , il suffit alors de choisir u = m signµ, avec m la borne du contrôle. Cependant, il faut

faire attention au cas µ = 0 et distinguer le cas instable du cas stable. Par exemple, à l’équilibre

(ou plus généralement sur le lieu y = 0) µ = 0, l’instabilité signifie qu’en se déplaçant d’une petite

quantité, le contrôle local va trouver une forme de contrôle telle que µ = 0 ne soit pas conservé. Dans

le cas stable, la forme du contrôle va permettre de conserver µ = 0. Ce propos est illustré par la

figure (6.3), qui montre que µ = 0 sur les deux lignes du plan (y, z), y = 0 et z = z0. Notons que ces

lignes correspondent aux lignes singulières du problème de contrôle optimal de la section (3.3). On

appelle B un point de coordonné (y, z) sur une de ces lignes et A un point voisin de B de coordonnée

(y + εy, z + εz). Ces lignes sont stables si (εy, εz).(ẏ, ż)(A) > 0 et instable si (εy, εz).(ẏ, ż)(A) < 0.

c’est-à-dire que la ligne est stable si en s’écartant de la ligne, le vecteur vitesse pointe en direction de

celle-ci.

Numériquement, en appliquant la méthode de contrôle local précédente, on obtient le résultat de la

figure (6.4) à gauche, en bleu le champ obtenu oscille rapidement lorsque le système passe autour de la

singulière. Cela signifie que l’aimantation se déplace autour de la ligne singulière avec un mouvement

de va et vient. Comme le pas de temps est fini, µ ne pas être exactement nul. En choisissant un pas

de temps très petit pour intégrer, une fréquence très rapide apparâıt. Cette fréquence rapide peut être

moyennée en utilisant une moyenne glissante pondérée par une fonction gaussienne. On note alors :

ū(t) =

∫ T

0
dτu(τ)f(t− τ), (6.12)
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Fig. 6.3: Champ de vecteur (ẏ, ż) le long de plusieurs trajectoires (y(t), z(t). On constate que la ligne verticale
est instable tandis que la ligne horizontale est stable.
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Fig. 6.4: (Gauche) Comparaison du champ u en bleu et du champ moyenné ū en rouge. (Haut-droite) Trajectoire
géométrique en rouge et trajectoire obtenue par contrôle local en bleu. L’encart correspond à un
agrandissement de la zone autour de l’origine. (Bas-droite) Loi de contrôle associée aux trajectoires
ci-dessus. Les paramètres utilisés sont T1 = 61.9ms et T2 = 8.9ms.
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avec f(t) = exp

(
−
(
t

σ

)2
)
. Après le filtrage, la fréquence rapide est éliminée et la forme de contrôle

en rouge sur la figure (6.4) à gauche est obtenue. Les oscillations en moyenne ne s’annulent pas

et une forme comparable à la forme du champ singulier apparâıt, c’est ce que l’on peut vérifier en

bas à droite de la figure (6.4) où la courbe bleu correspond au contrôle local et la courbe rouge

correspond au contrôle issu de l’analyse géométrique. De t = 0.35 à t = 0.65, les deux courbes se

recouvrent parfaitement. En diminuant le pas de temps servant à l’intégration, la fréquence du champ

non moyenné tend vers l’infini. Dans la limite d’un pas de temps infinitésimal, les fluctuations de µ

vont s’annuler et on obtient un point d’équilibre stable. On peut rechercher la valeur de ū(t) telle que

µ = 0 soit conservé. Pour être sur un point stable, il suffit de vérifier les conditions µ = 0 et µ̇ = 0.

On trouve à partir de µ = 0 la singulière verticale y = 0 et horizontale z =
−γ

2(Γ− γ) . A l’aide de la

seconde condition, on trouve u =
γ(2Γ− γ)
2(Γ− γ)

1

y
, c’est-à-dire la forme du champ singulier obtenue par

contrôle géométrique dans la section (3.3).

Dans la section (3.3) la singulière horizontale a été interprétée comme le lieu où la vitesse de

dissipation radiale est maximale. Or le contrôle local cherche à augmenter V le plus rapidement

possible (car il suit il tente de maximiser la courbure V̈ ). Cela justifie le fait qu’il utilise le lieu

singulier. Néanmoins, ce dernier point pourrait être problématique. Imaginons un système physique

possédant une singulière verticale et une singulière horizontale mais avec une singulière horizontale

lente, alors dans ce cas, le contrôle local tomberait dans un piège et suivrait une solution se déplaçant

lentement en direction de la cible.

Sur la figure (6.4) en haut à droite, on peut voir les trajectoires associées à chaque méthode,

avec en bleu, la trajectoire obtenue par contrôle local et en rouge, la trajectoire obtenue par l’analyse

géométrique. On constate que les deux trajectoires aboutissent au centre de la boule de Bloch, seule

la trajectoire locale utilise la ligne singulière jusqu’à la limite d’admissibilité, c’est-à-dire u = m. C’est

ici la différence majeure entre le contrôle local et l’analyse géométrique du problème dans le cadre du

PMP. Le contrôle local va uniquement regarder localement dans quelle direction se diriger pendant

que, dans le cas du contrôle optimal, on peut construire géométriquement la solution dans un espace

élargi par la variable adjointe. Dans cet espace, concaténer des arcs de trajectoires signifie qu’il doit y

avoir continuité de (x, p) en passant d’un arc à l’autre. Ainsi, pour pouvoir entrer et suivre la singulière,

il faut vérifier que la fonction de commutation Φ soit nulle ainsi que sa dérivée. On obtient alors une

solution qui nous oblige à quitter la singulière avant l’admissibilité. La différence des durées de contrôle

est alors d’environ 5 × 10−4 pour une durée de contrôle de la solution géométrique de 0.95098. En

revanche, expérimentalement, l’erreur entre les deux méthodes serait négligeable car la précision des
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Fig. 6.5: Même représentation que dans la figure (6.4) mais avec les paramètres T1 = 61.9ms et T2 = 6.2ms.
Dans ce cas le contrôle local n’atteint pas la cible.

expériences est de l’ordre de quelques pourcents.

Sur la figure (6.5), les paramètres dissipatifs ont été modifiés afin de mettre en évidence une

autre différence. Dans ce cas, on a T1 = 61.9ms et T2 = 6.2ms. On constate alors que la trajectoire

obtenue par contrôle local n’est pas identique à la trajectoire obtenue par la méthode géométrique

au niveau du point d’admissibilité. En effet, la trajectoire de contrôle local continue jusqu’au point

d’admissibilité puis utilise un bang. Le fait de ne pas quitter la singulière ne l’autorise pas ensuite à

trouver une solution pour aller au centre de la boule, la trajectoire s’approche seulement à 8×10−2 de

la cible. Expérimentalement, la précision d’une expérience étant de l’ordre du pourcent, l’erreur serait

négligeable mais on pourrait imaginer chercher un jeu de paramètres tel que cette erreur soit encore

plus grande.

Sur la figure (6.6), les paramètres dissipatifs sont les mêmes que sur la figure (6.5), la différence

se situe au niveau du point initial. Sur la dernière figure, le point de départ est le point d’équilibre

(y = 0, z = 1) tandis que, sur la première, le pôle sud (y = 0, z = −1) est choisi comme condition

initiale. A nouveau la différence est négligeable et se situe seulement sur le lieu où la trajectoire quitte

la singulière horizontale.
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Fig. 6.6: Même représentation que dans la figure (6.5) mais en partant du pôle sud (y = 0, z = −1) au lieu du
point d’équilibre (y = 0, z = 1). Dans ce cas, le contrôle local n’atteint pas la cible.

6.2.3 Conclusion

Nous avons pu mettre en avant au travers de cette étude les avantages du contrôle géométrique.

Ce dernier, travaillant dans un espace plus large que la méthode de contrôle local, lui permet de

trouver des solutions plus globales et non accessibles en l’état par une analyse locale de l’évolution de

l’observable. Le contrôle local peut même passer à côté de la cible sans pouvoir l’atteindre. Une étude

plus poussée permettrait d’éclairer un peu plus les limites de la méthode de manière quantitative.

Il serait également souhaitable de perfectionner la méthode afin de pouvoir atteindre la cible à coup

sûr. Néanmoins, il ne faut pas oublier que les méthodes de contrôle local possèdent l’avantage de

pouvoir fonctionner sur des systèmes de taille beaucoup plus grande par rapport aux méthodes de

tir combinées à l’analyse géométrique. Une perspective envisageable serait comme dans la section

précédente, d’imaginer l’utilisation d’une combinaison avantageuse de ces deux méthodes afin d’obtenir

la précision d’une méthode de tir et la possibilité de contrôler un système de grande taille.
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Chapitre 7

Conclusion

Tout au long de ces cinq chapitres, plusieurs aspects du contrôle optimal des systèmes quantiques

ont pu être abordés. Deux cas très différents ont été étudiés dans les chapitres 2 et 3. Le premier chapitre

traitait le contrôle des systèmes quantiques à dynamique lente (par rapport à la durée caractéristique

de mise en forme du contrôle) et le second, le cas d’une dynamique rapide.

Dans le chapitre 2, les méthodes de contrôle optimal géométrique ont pu être appliquées à la

dynamique des systèmes de spins. Ceci nous a permis d’obtenir dans le domaine de la spectrométrie

RMN et de l’IRM de nouvelles séquences de contrôle pour préparer un échantillon. Le problème de

la saturation de l’aimantation en temps minimal a été abordé et résolu dans le cas d’un spin en

résonance avec le contrôle mais également quand le système présente une non-linéarité. Ce résultat

est non-trivial car du point de vue du contrôle optimal, le concept de pont entre deux trajectoires

singulières a été mis en évidence. Pour mémoire, ce pont est une trajectoire bang qui permet de passer

d’une singulière à une autre. Ce résultat a ensuite pu être utilisé en imagerie dans le traitement de la

maximisation du contraste entre deux espèces chimiques ayant des paramètres dissipatifs différents.

Le dernier point de cette étude a été l’implémentation expérimentale systématique avec un accord

théorie/expérience extrêmement probant. Enfin, il faut souligner que les systèmes à dynamique lente

autorisent l’utilisation de séquence de contrôle à variation abrupte de type bang-bang.

Le chapitre 3 se démarque du précèdent par la dynamique rapide du système considéré. Les

contrôles étant des lasers avec des durées courtes, ils ne permettent pas une mise en forme temporelle

du contrôle. Pour cette raison, notre premier travail a été l’introduction d’un nouvel outil permettant

de construire un champ de contrôle respectant la contrainte de mise en forme spectrale de l’enveloppe

de l’impulsion laser, la mise en forme indirecte se réalisant dans le plan de Fourier. Un algorithme

monotone généralisé a été développé afin de pouvoir traiter ces problèmes avec des contraintes spec-

trales. Le résultat est intéressant car il permet, soit d’éliminer une fréquence indésirable de l’impulsion

pour, par exemple, interdire une transition directe entre deux niveaux, soit d’imposer des contraintes

spectrales fortes liées aux techniques de pulse-shaping. Les outils de contrôle optimal permettant de

trouver une forme de contrôle qui est efficace mais assez complexe, il est important d’envisager des
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stratégies de contrôle beaucoup plus simples comme une combinaison d’impulsions gaussiennes en

phase et/ou ayant un délai relatif ainsi qu’un ratio d’intensité adapté. C’est ce type de stratégie qui a

été développée et utilisée pour pouvoir atteindre l’état moléculaire délocalisé dans un plan. En effet,

nous ne nous sommes pas restreints dans ce chapitre au contrôle optimal, c’est-à-dire rechercher des

formes de champ de contrôle optimisant un critère donné. De nouveaux concepts liés à la rotation

moléculaire ont été développés. Le premier est le concept de délocalisation planaire et le second, qui

généralise le premier, correspond à un état pour lequel la densité de probabilité de la molécule forme

une roue dentée en rotation autour de l’axe orthogonal au plan de délocalisation. Ces études ont per-

mis de développer les méthodes d’identification d’états cibles, ces états étant définis comme des états

maximisant ou minimisant la valeur moyenne quantique d’une observable donnée. Le dernier point à

mentionner est la mise en pratique expérimentale de la stratégie de contrôle permettant de délocaliser

une molécule dans un plan. Un résultat expérimental très probant a été obtenu malgré la température

relativement élevée de l’échantillon. Ce dernier point montre l’intérêt de notre solution qui est donc

robuste vis-à-vis de la température.

Le chapitre 2 a permis d’introduire des outils de contrôle géométrique dans le cadre du contrôle

quantique tandis que le chapitre 3 envisageait plutôt l’utilisation de méthodes numériques. Le chapitre

4 réunit ces deux approches dans le cadre du contrôle en temps minimum de la création d’une super-

position macroscopique d’états dans un condensat de Bose-Einstein. Une utilisation complémentaire

de ce type avait déjà été mentionnée dans le chapitre 2 lors du traitement de la saturation de l’ai-

mantation en temps minimum en présence de non-linéarité. Pour construire la séquence de contrôle

adéquate, un modèle semi-classique dérivé du modèle quantique a été utilisé. Le modèle semi-classique

étant de dimension deux, l’analyse géométrique du problème de contrôle en temps minimum est alors

possible. Cela permet d’une part d’obtenir une estimation du temps de contrôle à utiliser dans le cas

quantique mais également d’avoir une première solution de contrôle, qui par la suite, sert à initialiser

un algorithme monotone. Le temps minimum du problème semi-classique évolue comme 1/N avec N

le nombre de particules dans le condensat. Ensuite, des séquences de contrôle plus complexes ont été

construites pour pouvoir atteindre l’état cible avec une fidélité de 99%. Ce chapitre met donc en avant

la complémentarité des deux approches. La première permettant de construire une solution simple et

relativement efficace, mais également d’avoir des résultats analytiques donnant des estimations pour

le problème quantique. La seconde permet de trouver des formes de champ de contrôle efficaces mais

plus complexes à partir des résultats du contrôle géométrique.

Le dernier chapitre, quant-à lui, permet de conclure avec une comparaison entre le contrôle

géométrique et deux autres méthodes de contrôle. Dans un premier temps, une étude comparant les
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résultats des méthodes de contrôle géométrique et numérique a été effectuée. Le résultat de cette com-

paraison ne donne un avantage à aucune des méthodes, chacune ayant ses forces et ses faiblesses. Cette

partie se conclut par une analyse de leur complémentarité. Dans le domaine du contrôle quantique,

cette complémentarité devra être exploitée autant que possible. La seconde comparaison est réalisée

entre une méthode de contrôle local généralisée et le contrôle géométrique. L’étude est menée sur

l’exemple de la saturation en temps minimum. Encore une fois, une conclusion sur la complémentarité

des méthodes est faite. Cependant, il faut remarquer qu’une étude locale ne permet pas d’obtenir la

solution globalement optimale même si les deux solutions sont proches. Cela n’est possible que par

l’utilisation du contrôle géométrique et du Principe du Maximum de Pontryagin.

Cette thèse a permis d’introduire et d’appliquer de nouvelles techniques de contrôle optimal sur

des systèmes quantiques. Elle a permis de mettre en lumière les différences majeures existant entre les

systèmes où le contrôle peut être mis en forme en temps ou en fréquence. Traiter une grande variété

de systèmes quantiques nous a permis d’aboutir au fait que le couplage des méthodes de contrôle était

un point important, les chapitres 4,5 ainsi que le chapitre 3, le mettent fortement en valeur. Dans

ce dernier chapitre, une stratégie de contrôle simple est établie en couplant les résultats de contrôle

obtenu avec des méthodes déterministes et une méthode heuristique (un algorithme évolutionnaire).

De nombreuses pistes sont envisageables pour poursuivre ce travail. La première est une colla-

boration avec des expérimentateurs pour tester les résultats qui ne l’ont pas été. Notamment, un

objectif sera de déterminer un champ de contrôle à l’aide de l’algorithme monotone avec contraintes

spectrales pour pouvoir atteindre un état roue. La solution pourrait alors être implémentée à l’aide

des méthodes de pulse-shaping. Ces états sont extrêmement sensibles à la température mais il existe

expérimentalement des méthodes pour refroidir les molécules dans l’état rotationnel fondamental. Un

tel projet serait stimulant du point de vue théorique et expérimental. Un tel travail est envisagé en

collaboration avec le groupe de H. Stapelfeldt, au Danemark.

L’implémentation des solutions obtenues dans le cas de la manipulation d’un condensat de Bose-

Einstein à deux composantes serait aussi intéressante. Préalablement, il sera nécessaire de chercher des

séquences de contrôles calculées à partir de modèle prenant en compte la dissipation [99]. La dissipation

correspond ici à la perte de particules au cours du temps. Une dérivation d’un modèle semi-classique

serait très intéressant pour pouvoir traiter le problème dissipatif d’un point de vue géométrique car

une analyse numérique pur n’apporterait que peut d’informations sur l’origine de la forme du contrôle.

Ce dernier point est très intéressant pour donner une interprétation physique à l’origine de la forme

du contrôle. Ce travail pourrait être réalisé par un des groupes d’expérimentateurs de Heidelberg qui

a déjà réalisé des expériences similaires [109, 93] mais sans utiliser des résultats de contrôle optimal.
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Du point de vue du contrôle optimal, dans le chapitre 4, nous avons proposé une méthode de cou-

plage entre les méthodes numériques et géométriques. Un développement dans cette direction serait très

bénéfique dans le cadre du contrôle quantique. La résolution de problème de contrôle optimal dans ce

domaine est complexe, car souvent, le nombre de dimensions est trop élevé pour effectuer une approche

géométrique et seule une approche numérique est considérée. Cependant, l’analyse géométrique permet

d’extraire plus d’informations. Le couplage des méthodes de contrôle optimal géométrique/numérique

a été abordé, il serait intéressant d’envisager l’approche réciproque numérique/géométrique. Cela per-

mettrait de pouvoir déterminer les limites physiques de la solution de contrôle et également de bénéficier

de tous les outils de contrôle géométrique existant tels que les tests d’optimalité du second ordre des

solutions. Pour pouvoir effectuer ce couplage plus facilement, il faudrait que les problèmes traités

sous les deux points de vue soient identiques du point de vue mathématique. Il est donc nécessaire

de développer des algorithmes numériques prenant en compte des contraintes sur la borne du champ

de manière propre, c’est-à-dire que la saturation du contrôle doit être intrinsèque à l’algorithme et

qu’elle ne se fasse pas à l’aide d’un test booléen sur la valeur du champ. Une approche par algo-

rithme monotone pourrait être envisageable en utilisant un nouveau coût permettant de régulariser le

problème.

Une autre piste à poursuivre est celle du contrôle optimal dans les systèmes RMN/IRM. Dans les

sections (3.4) et (3.5), les problèmes d’inhomogénéité du champ sont apparus comme extrêmement

pénalisants. Un traitement numérique pur du problème donne de bons résultats mais aucune informa-

tion sur l’origine de la structure du contrôle n’est apportée et il est impossible de faire une classification

des solutions obtenues. Un problème simplifié pourrait être envisagé avec quelques spins afin d’effec-

tuer une approche géométrique du problème. Pour obtenir un champ robuste (i.e. indépendant de la

distribution de detuning, voir section 3.5), on pourrait envisager de trouver une solution large bande,

c’est-à-dire qu’elle aurait le même effet sur une certaine plage de detuning [39]. Cette question est cru-

ciale car la section (3.5) traitant le contraste a révélé que, dans ce genre de système, l’inhomogénéité

est courante et, de plus, la forme de la distribution dépend fortement de l’appareil et des conditions

expérimentales.

Jusqu’à présent, des résultats préliminaires ont été obtenus pour le problème de contraste. Pour

pouvoir imaginer une implémentation dans un logiciel commercial d’IRM, il faudrait pouvoir établir

une classification des solutions en fonction des valeurs des paramètres dissipatifs. De plus, les solutions

trouvées devront être robuste vis-à-vis de l’inhomogénéité, ce qui n’est pas le cas des solutions actuelles.

Un travail difficile mais motivant sur ce thème reste donc à accomplir.

Pour terminer, nous sommes également intéressés par un nouveau modèle à quatre dimensions,
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comme pour le contraste. Autant du point de vue de l’information quantique que du point de vue de

la RMN, le transfert d’excitation du spin nucléaire d’une espèce chimique vers une autre est très impor-

tant. En RMN, ce transfert d’excitation est la base de la spectroscopie bidimensionnelle. Dans le cadre

de l’information quantique, ce problème correspondrait au transfert d’informations d’un qubit vers un

second qubit. Ce problème traité en temps minimum permettrait dans le cadre de la spectrométrie 2D

de diminuer le temps d’acquisition du spectre. Ce dernier point n’est donc pas le prolongement d’une

tâche déjà réalisée mais une application des outils de contrôle géométrique à un nouveau système pour

tenter d’en découvrir ses limites.
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Chapitre 8

Annexe

8.1 Détermination des points fixes de l’équation de Bloch

non-linéaire

On étudie dans cette section les points fixes de l’équation de Bloch non-linéaire (voir section 3.4).

Les quatre paramètres qui permettent de caractériser un système de spin dissipatif en présence de

non-linéarité sont : m, γ, Γ, k et Γ = γ/2 + ε avec ε ≥ 0. La position des points fixes est caractérisée

par l’équation :

y3 + 2
m

k
y2 +

(
kγ +m2 + γ (1/2γ + ε)

)

k2
y +

mγ

k2
= 0. (8.1)

On pose : 



b = 2
m

k

c =

(
kγ +m2 + γ (1/2γ + ε)

)

k2

d =
mγ

k2

. (8.2)

Pour que cette équation possède trois solutions réelles, les conditions suivantes doivent être vérifiées :





b2 − 3c ≥ 0

∂f(x±)

∂x
= 0

f(x+)f(x−) ≤ 0

x± =
−b±

√
b2 − 3c

2

. (8.3)

La première équation est équivalente à :

k ≤ 1

3

m2 − 3/2γ2 − 3γε

γ
. (8.4)

Ceci revient à poser : k = A+ υ avec υ ≤ 0. L’équation f(x+)f(x−) devient :

a1ε
2 + a2ε+ a3 = 0, (8.5)
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avec : 



a1 = 54γ2m2

a2 = 54γ3m2 − 4γm4 − 36m2γ2υ

a3 =
27

2
γ4m2 + 6m2υ2γ2 +

2

27
m6 − 2γ2m4 +

4

3
m4υγ + 8υ3γ3 − 18m2γ3υ

. (8.6)

Ceci permet alors d’identifier ε±. Le paramètre a1 étant négatif, on en déduit que la condition

f(x+)f(x−) est vérifiée si ε ∈ [ε−, ε+]. Les conditions pour que l’on ait trois points fixes sont :





ε ∈ [ε−, ε+]

υ ≤ 0
. (8.7)

Il faut noter que si ε = εpm alors les deux points fixes supplémentaires sont dégénérés et que si υ = 0

alors il n’y a qu’un point fixe. Pour résumer, on a :

1. un point fixe si :

{
υ ≥ 0 (8.8)





υ < 0

ε 6∈ [ε−, ε+]
(8.9)





υ < 0

ε+ < 0
. (8.10)

2. deux points fixes si : ε = ε+ > 0.

3. trois points fixes si : 



υ < 0

ε ∈ [ε−, ε+]

ε+ > 0

. (8.11)

Pour finir, il faut mentionner que le point d’équilibre est divisé en trois points si υ ≤ −m
2

3γ
.

8.2 Construction de la synthèse optimale dans le cas non-linéaire

Dans cette annexe, on détaille les différents calculs numériques à effectuer pour pouvoir construire

la synthèse optimale pour l’équation de Bloch dissipative, non-linéaire et résonante avec le champ. On

a :
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y

z

A

B

C

D

E
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H

I
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K

L
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−0.5

0

0.5

1

Fig. 8.1: Les points bleus, verts, rouges sont respectivement les points fixes associés à m = 1, m = −1, m = 0.
Les lignes vertes et bleues correspondent au cut-locus. La ligne rouge prolongeant la ligne verte est la
ligne de switch. L’ellipse rouge correspond au lieu de colinéarité.
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1. Recherche du point D (trajectoire BB(t1, t2), c’est-à-dire la trajectoire AED) :

S(t1, t2) = (Φ(t2), y(t2)) . (8.12)

2. Recherche de la ligne de switch (trajectoire BB(t′1, t
′
2), c’est-à-dire des trajectoires du type

AGH). On effectue une continuation en utilisant t′1 comme paramètre et le couple (t1, t2) comme

condition initiale :

St′1 = Φ(t′2) (8.13)

3. Recherche du point en dessous de A (recouvrement ou par abus de langage overlap des trajectoires

BBS(t1, t2, t3), AEDA’ et BB(t4, t5), AFA’). La fonction de tir utilisée est :

S(t3, t4, t5) = (t1 + t2 + t3 − t4 − t5, yBBS(t3)− yBB(t5), zBBS(t3)− zBB(t5)). (8.14)

4. Recherche de la ligne d’overlap entre les trajectoires BB(t4, t5) et BB(t1, t2, t
′
3, t

′
4). On choisit t′3

comme paramètre de continuation (variation de t3 à 0) et on utilise la fonction de tir suivante :

St′3(t
′
4, t4, t5) = (t1 + t2 + t′3 + t′4 − t4 − t5, yBBSB(t

′
4)− yBB(t5), zBBSB(t

′
4)− zBB(t5)), (8.15)

avec les trajectoires BBSB du type AEDLK et BB du type AJK.

5. Recherche de la seconde ligne d’overlap entre les trajectoires BB(t4, t5) du type AJI et BBB(t1, t
′
2, t

′
3)

du type AGHI. On choisi t4 comme paramètre de continuation (départ de t2) et on utilise la

fonction de tir suivante paramétrée par t4 :

St4(t
′
2, t

′
3, t5) = (t1 + t2 + t′3 − t4 − t5, yBBB(t

′
3)− yBB(t5), zBBB(t

′
3)− zBB(t5)). (8.16)

8.3 Fonction de tir du problème du contraste

8.3.1 Légende

On détaille dans cette section la résolution numérique du problème de contraste dans le cas de

la structure Bang-Singulière-Bang-Singulière. Les flèches rouges correspondent à une propagation en

avant (0 → t) et les flèches vertes à des propagations en arrière (0 → −t). Le texte bleu correspond

aux données du problème, le rouge aux inconnus et le vert aux équations.
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8.3.2 Fonction de tir en temps libre

y1(0) = 0

z1(0) = 1

y2(0) = 0

z2(0) = 1

py1(0)

pz1(0)

py2(0)

pz2(0)

Φ(t1) = Φ̇(t1) = 0

py2(t1)

pz2(t1)

z(t2) = z(t3)→ 8 éq.

y1(tf ) = 0

z1(tf ) = 0

y2(tf ) = py2(tf )

z2(tf ) = pz2(tf )

py2(tf )

pz2(tf )

Φ̇(tf ) = 0 → py1(tf )

H = 0 → pz1(tf )

t1bang

t2

sing.

t4

sing.

t3 bang

L’objectif de cette fonction de tir est de résoudre le problème posé dans le chapitre (3). Dans ce

chapitre, nous avons cherché une solution ayant une structure BSBS. Seulement, pour réaliser le tir,

se pose la question de la continuité de la solution dans l’espace des phases. On reformule le problème

pour pouvoir le résoudre. Au lieu de chercher à vérifier des conditions finales, on propage en avant la

première partie BS et en arrière la seconde partie BS.

En haut à gauche, on propage en avant les conditions initiales de l’espace (q1, q2) (ligne bleu). Pour

pouvoir rentrer sur le lieu singulier, on impose de vérifier Φ(t1) = ˙Φ(t1) = 0, cela permet de déterminer

p2(t1), (p2(0) est déterminé à l’aide d’une propagation arrière). A ce stade p1(0) reste inconnu. On

propage alors la solution le long de la singulière.

Ensuite en bas à gauche, on utilise tout ce qui est connu au temps final, à savoir H = 0, Φ = Φ̇ = 0,
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ainsi que q1 =
−→
0 et les conditions de transversalités sur p2. Cela permet de n’avoir que p2(tf ) inconnu

à l’instant final. Il suffit alors de chercher p1(0), p2(tf ) ainsi que t1, t2, t3 et t4 tels que l’on vérifie

z(t2) = z(t3).

8.3.3 Fonction de tir en temps fixe

y1(0) = 0

z1(0) = 1

y2(0) = 0

z2(0) = 1

py1(0)

pz1(0)

py2(0)

pz2(0)

Φ(t1) = Φ̇(t1) = 0

py2(t1)

pz2(t1)

z(t2) = z(t3)
∑

i

ti = T

y1(tf ) = 0

z1(tf ) = 0

y2(tf ) = py2(tf )

z2(tf ) = pz2(tf )

pz1(tf )

py2(tf )

pz2(tf )

Φ̇(tf ) = 0→ py1(tf )

t1bang

t2

sing.

t4

sing.

t3 bang

Le principe est identique à la section précédente. Seules les conditions terminales sont modifiées.

En effet, le temps étant fixé, la condition H = 0 n’est plus valable, cela rajoute une inconnue à l’instant

tf . Le fait de fixer le temps ajoute aussi une équation à la fonction de tir, on a

4∑

i=1

ti = T .
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8.4 Split-Operator

Dans cette annexe, une approximation de l’opérateur d’évolution est présentée. Supposons un

hamiltonien dépendant du temps de la forme H(t) = H0 + u(t)H1. La méthode du split-operator

suppose ceci :

U(t+∆t, t) = e− iH(t+∆t
2
)∆t = e−

iH0∆t

2 e− i u(t+∆t
2
)H1∆te−

iH0∆t

2 +O(∆t3). (8.17)

L’intérêt de cette méthode est que lors de la propagation, il est possible de prédiagonaliser H0 et H1

afin de les exponentier. Ainsi dans la boucle de propagation, il suffit seulement de faire des produits

de matrices, il n’y a plus d’exponentiation à réaliser de matrice dans la boucle. Supposons que l’on ait

H1 = V1D1V
†
1 et H0 = V0D0V

†
0 , avec D1 et D0 deux matrices diagonales, alors on a :

U(t+∆t, t) = V0e
−

iD0∆t

2 V †
0 V1e

− iD1∆tV †
1 V0e

−
iD0∆t

2 V †
0 (8.18)

Voici un exemple de code évitant des calculs superflus utilisant l’équation ci-dessus.

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
[V0 D0 ] = eig (H0 ) ; %−−−− p r é d i a g on a l i s a t i o n

[V1 D1 ] = eig (H1 ) ;

eH0 = V0∗exp(−0.5∗1 i ∗dt∗D0)∗V0 ’ ;
A = eH0∗V1 ; %−−−− p r é c a l c u l des p rodu i t s de matr ices

B = V1’∗ eH0 ;

%−−−−%
ps i = ps i0 ; %−−−− i n i t i a l i s a t i o n de l ’ é t a t du système

for i 1 = 1 :N−1 %−−−− bouc le sur l e temps

p s i = B∗ p s i ; %−−−− produ it matrice−vecteur
p s i = exp(−1 i ∗dt∗diag (D1 ) ∗ . . .

(u ( i 1+1)+u( i 1 ) ) / 2 ) . ∗ p s i ; %−−−− produ it vecteur−vecteur
p s i = A∗ p s i ; %−−−− produ it matrice−vecteur

end

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−%
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Cette méthode peut être généralisée pour des hamiltoniens plus complexes tel que H = H0 + u1H1 +

u2H2, on peut vérifier avec Maple que l’approximation suivantes est également d’ordre de O(∆t3) :

U = e−
iH0∆t

2 e−
iu1H1∆t

2 e− iu2H2∆te−
i u1H1∆t

2 e−
iH0∆t

2 , (8.19)

ce qui numériquement sera efficace en prédiagonalisant H0, H1 et H2.

8.5 Approximation de Galerkin

Dans cette partie, on rappelle comment lorsqu’un espace de Hilbert est infini, il est possible de

se retreindre à un espace de dimension fini. Cette approximation est utilisée pour traiter le contrôle

par champ laser de la dynamique rotationnelle moléculaire. Pour cela il faut introduire le projecteur

P permettant de projeter un opérateur défini sur l’espace de Hilbert complet sur l’espace de Hilbert

tronqué. On introduit également le projecteur suivant Q = 1− P qui lui permet de projeter le même

opérateur sur l’espace de Hilbert complémentaire de l’espace tronqué. On peut alors décomposer l’état

du système |ψ〉 comme suit :

|ψ〉 = |ψP 〉+ |ψQ〉, (8.20)

On peut l’imaginer sous forme vectorielle de la façon suivante :

|ψ〉 =


 ψP

ψQ


 , (8.21)

L’hamiltonien du système H peut alors être décomposé de la façon suivante :

H = PHP + PHQ+QHP +QHQ (8.22)

Cette décomposition est facile à visualiser sous forme matricielle :

H =


 HP,P HP,Q

HQ,P HQ,Q


 . (8.23)
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avec HP,P = PHP , HP,Q = PHQ, HQ,P = QHP et HQ,Q = QHQ. La dynamique du système peut

alors séparer se simplement en deux équations différentielles couplées :





i
∂

∂t
|ψP 〉 = HP,P |ψP 〉+HP,Q|ψQ〉

i
∂

∂t
|ψQ〉 = HQ,Q|ψQ〉+HQ,P |ψP 〉

. (8.24)

L’approximation de Galerkin consiste à négliger le terme |ψQ〉 dans la dynamique du système tronqué

|ψP 〉.

8.6 Projection des opérateurs cos θ dans la base des harmoniques

sphériques {|j,m〉}

On rappelle ici l’expression des éléments de matrice dans la base des harmoniques sphériques de

principaux opérateurs utilisés dans le cadre de rotation moléculaire. Pour simplifier, on note les cosinus

directeurs sous la forme : 



cos θx = sin θ sinϕ

cos θy = sin θ cosϕ

cos θz = cos θ

. (8.25)

On pose :

aj,m =

√
(j −m+ 1)(j +m+ 1)

(2j + 1)(2j + 3)
et bj,m =

1

2

√
(j +m+ 1)(j +m+ 2)

(2j + 1)(2j + 3)
. (8.26)

L’expression des cosinus directeurs dans la base des harmoniques sphériques est :





cos θx|j,m〉 = −bj,m|j + 1,m+ 1〉+ bj,−m|j + 1,m− 1〉
+bj−1,−m−1|j − 1,m+ 1〉 − bj−1,m−1|j − 1,m− 1〉

cos θy|j,m〉 = i [+bj,m|j + 1,m+ 1〉+ bj,−m|j + 1,m− 1〉
−bj−1,−m−1|j − 1,m+ 1〉 − bj−1,m−1|j − 1,m− 1〉]

cos θz|j,m〉 = aj,m|j + 1,m〉 + aj−1,m|j − 1,m〉

. (8.27)

Remarque :numériquement l’indexation des opérateurs se fait à l’aide de k = j(j + 1) + m + 1. Les

formules inverses sont : j = round
√
k − 1. Ceci est vrai car on sait que j2 ≤ k − 1 ≤ (j + 1)2 car

−j ≤ m ≤ j. La formule inverse pour retrouver m est simplement m = k − 1− j(j + 1). L’expression
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du carré des cosinus directeurs est alors :





cos2 θx|j,m〉 = a1|j + 2,m+ 2〉 − a2|j + 2,m〉+ a3|j + 2,m− 2〉−
a4|j,m+ 2〉+ a5|j,m〉 − a6|j,m− 2〉+
a7|j − 2,m+ 2〉 − a8|j − 2,m〉+ a9|j − 2,m− 2〉

cos2 θy|j,m〉 = −a1|j + 2,m+ 2〉 − a2|j + 2,m〉 − a3|j + 2,m− 2〉+
a4|j,m+ 2〉+ a5|j,m〉 + a6|j,m− 2〉−
a7|j − 2,m+ 2〉 − a8|j − 2,m〉 − a9|j − 2,m− 2〉

cos2 θz|j,m〉 = ajaj+1|j + 2,m〉 +
(
a2j + a2j−1

)
|j,m〉 + aj−1aj−2|j − 2,m〉

, (8.28)

en posant 



a1 = bj,mbj+1,m+1

a2 = bj,mbj+1,−m−1 + bj,−mbj+1,m−1

a3 = bj,−mbj+1,−m+1

a4 = bj,mbj,−m−2 + bj−1,−m−1bj−1,m+1

a5 = b2j,m + b2j,−m + b2j−1,−m−1 + b2j−1,m−1

a6 = bj,−mbj,m−2 + bj−1,m−1bj−1,−m+1

a7 = bj−1,−m−1bj−2,−m−2

a8 = bj−1,−m−1bj−2,m + bj−1,m−1bj−2,−m

a9 = bj−1,m−1bj−2,m−2

. (8.29)

On peut également exprimer le terme croisé cos θx cos θy :

cos θx cos θy =
1

2
( ˆcosθx ˆcosθy + ˆcosθy ˆcosθx)

cos θx cos θy|j,m〉 = i [−a1|j + 2,m+ 2〉+ a3|j + 2,m− 2〉+ a4|j,m+ 2〉−

a6|j,m− 2〉 − a7|j − 2,m+ 2〉+ a9|j − 2,m− 2〉] (8.30)

Les carrés des opérateurs cosinus directeurs ne couplent pas les espaces symétrisés paires et impaires

entre eux. Ces espaces sont définis comme :

|ϕ±
j,m〉 =

1√
2
(|j,m〉 ± |j,−m〉) . (8.31)

On peut le vérifier en calculant le terme de couplage entre |ϕ+
j,m〉 et |ϕ−

j′,m′〉 et en utiliser les relations
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suivantes : 



aj,m1 = aj,−m
3

aj,m4 = aj,−m
6

aj,m7 = aj,−m
9

aj,m2 = aj,−m
2

aj,m5 = aj,−m
5

aj,m8 = aj,−m
8

. (8.32)

Il est important de remarquer que dans l’espace de Hilbert complet, les opérateurs cos θx et cos θy

commutent. En revanche, dans une base de dimension finie (en projetant l’espace de Hilbert sur un

sous-espace délimité par une valeur j = jm), ils ne commutent plus. On trouve alors pour seul élément

non-nul :

〈jm,m| [cos θx, cos θy] |jm,m〉 =
−im

2jm + 1
(8.33)

8.7 Relation de passage entre espace {j,m} et espace symétrisé.

L’objectif de cette section est de permettre de diviser l’espace de Hilbert en un maximum de

sous-espaces découplés afin d’alléger les calculs numériques. Les symboles ± signifient : + paire et −
impaire. Exemple {+++} : {Espace paire,j paire, m paire}.

Espace ”+”, m ≥ 0

(j,m) (0,0) (2,0) (2,2) (4,2) (4,4) (2,1) (4,1) (4,3) (1,0) (3,0) (3,2) (1,1) (3,1) (3,3)

k 1 2 3 4 5 1 2 3 1 2 3 1 2 3

+ + + ++− +−+ +−−
Espace ”−”, m > 0

(j,m) (2,2) (4,2) (4,4) (2,1) (4,1) (4,3) (3,2) (1,1) (3,1) (3,3)

k 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3
−++ −+− −−+ −−−

Tab. 8.1: Organisation des indices (j,m) dans l’espace totalement symétrisé, c’est-à-dire l’espace symétrisé et
en plus découpé selon la parité de j et m. Ce tableau sert de support pour vérifier que les formules de
passage d’un espace à l’autre sont justes.

Passage de l’espace |j,m〉 à l’espace symétrisé :
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+++ : j′ =
jp
2

; m′ =
mp

2

+ +− : j′ =
jp
2
− 1 ; m′ =

mi − 1

2

+−+ : j′ =
ji − 1

2
; m′ =

mp

2

+−− : j′ =
ji − 1

2
; m′ =

mi − 1

2

−++ : j′ =
jp
2
− 1 ; m′ =

mp

2
− 1

−+− : j′ =
jp
2
− 1 ; m′ =

mi − 1

2

−−+ : j′ =
ji − 3

2
; m′ =

mp

2
− 1

−−− : j′ =
ji − 1

2
; m′ =

mi − 1

2

. (8.34)

L’indexation de l’espace symétrisé se fait alors avec l’indice : k =
1

2
j′
(
j′ + 1

)
+m′ + 1. Attention ces

relations sont valables pour jmax paire.

Passage de l’espace symétrisé à l’espace |j,m〉 :





+++ : jp = 2j′ ; mp = 2m′

++− : jp = 2
(
j′ + 1

)
; mi = 2m′ + 1

+−+ : ji = 2j′ + 1 ; mp = 2m′

+−− : ji = 2j′ + 1 ; mi = 2m′ + 1

−++ : jp = 2
(
j′ + 1

)
; mp = 2

(
m′ + 1

)

−+− : jp
(
j′ + 1

)
; mi = 2

(
m′ + 1

)

−−+ : ji = 2j′ + 1 ; mp = 2
(
m′ + 1

)

−−− : ji = 2j′ + 1 ; mi = 2m′ + 1

. (8.35)

Remarque : Attention ici, on a les relations de passages pour diviser l’espace {j,m} en huit sous-

espace. Ces relations sont valables dans le cas où l’hamiltonien du système ne couple pas les espaces

paires/impaires, ni les espaces jp/ji et ni les espacesmp/mi (Par exemple, les opérateurs cos θi couplent

les espaces jp/ji et mp/mi).
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8.8 Projection des cosinus directeurs dans la base {|j, k,m〉}

Les notations de Zare [64] sont utilisées dans tout ce qui suit. Les conventions utilisées sont

{X,Y,Z} pour les composantes du repère lié au laboratoire et {x, y, z} pour les composantes du

repère lié à la molécule. Les 9 cosinus directeurs peuvent être exprimés en fonction des matrices de

Wigner Dj
m,k :





cos θx.X = − sinϕ sinχ+ cos θ cosϕ cos χ =
1

2

[
D1

1,1 −D1
1,−1 −D1

−1,1 +D1
−1,−1

]

cos θx.Y = − cosϕ cos χ+ cos θ sinϕ cosχ =
i

2

[
D1

1,1 −D1
1,−1 +D1

−1,1 −D1
−1,−1

]

cos θx.Z = sin θ cosχ =
1√
2

[
D1

0,−1 −D1
0,1

]

cos θy.X = − sinϕ cosχ− cos θ cosϕ sinχ =
i

2

[
−D1

1,1 −D1
1,−1 +D1

−1,1 +D1
−1,−1

]

cos θy.Y = cosϕ cos χ− cos θ sinϕ sinχ =
1

2

[
D1

1,1 +D1
1,−1 +D1

−1,1 +D1
−1,−1

]

cos θy.Z = sin θ sinχ =
i√
2

[
D1

0,−1 +D1
0,1

]

cos θz.X = sin θ cosϕ =
1√
2

[
D1

−1,0 −D1
1,0

]

cos θz.Y = sin θ sinϕ = − i
2

[
D1

1,0 +D1
−1,0

]

cos θz.Z = cos θ = D1
0,0

. (8.36)

L’expression des matrices de Wigner en fonction des angles d’Euler est :

Dj
m,k = exp (−imϕ)djm,k(θ) exp (−ikχ), (8.37)

avec djm,k = 〈j,m| exp (−iθjY )|j, k〉. Ensuite, afin d’exprimer les cosinus directeur dans la base {|j, k,m〉},
on doit utiliser les relations suivantes permettant d’exprimer les matrices de Wigner dans la base men-

tionnée :

|j, k,m〉 =
√

2j + 1

4π
Dj

m,k(ϕ, θ, χ)
∗ = (−1)m−k

√
2j + 1

4π
Dj

−m,−k(ϕ, θ, χ)

∫
Dj3

m3,k3
Dj2

m2,k2
Dj1

m1,k1
= 8π2


 j1 j2 j3

m1 m2 m3




j1 j2 j3

k1 k2 k3


 .

L’expression des symboles 3-j en fonction des coefficients de Clebsh-Gordan est :


 j1 j2 j3

m1 m2 m3


 = (−1)j1−j2−m3(2j3 + 1)−

1
2 〈j1,m1; j2,m2|j3,−m3〉 .
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Le symbole respecte les règles de sélection :
∑

i

mi = 0 et |j1− j2| ≤ j3 ≤ j1+ j2. La formule de Racah

permet de déterminer l’expression des coefficients de Clebsh-Gordan :

〈j1,m1; j2,m2|j3,m3〉 =

[
(2j3 + 1)(s − 2j3)!(s − 2j2)!(s − 2j1)!

(s+ 1)!

× (j1 +m1)!(j1 −m1)!(j2 +m2)!(j2 −m2)!(j3 +m3)!(j3 −m3)!

] 1
2

×
∑

ν

(−1)ν/ [ν!(j1 + j2 − j3 − ν)!(j1 −m1 − ν)!(j2 +m2 − ν)!

× (j3 − j2 +m1 + ν)!(j3 − j1 −m2 + ν)!] .

Dans la formule ci-dessus, la somme sur ν se fait pour toutes les valeurs de ν tel que chaque factorielle

soit fonction d’un entier strictement positif.

Il est alors possible de trouver un élément de la matrice Dj
m,k :

〈j3, k3,m3|Dj2
m2,k2

|j1, k1,m1〉 = (−1)m1−k1
√

(2j3 + 1)(2j1 + 1)


 j1 j2 j3

−m1 m2 m3




 j1 j2 j3

−k1 k2 k3




Ensuite pour calculer le carré des cosinus directeurs, la formule suivante est nécessaire :

Dj1
m1,k1

Dj2
m2,k2

=
∑

j3

(2j3 + 1)


 j1 j2 j3

m1 m2 m3




j1 j2 j3

k1 k2 k3


Dj3

m3,k3
. (8.38)

Dans cette formule, la somme sur j3 est faite sur toutes les valeurs admises par les symboles 3-j,

c’est-à-dire pour |j1 − j2| ≤ j3 ≤ j1 + j2. Prenons l’exemple du calcul de cos2 θz.Z :

cos2 θz.Z =
(
D1

0,0

)2
=

1

3
D0

0,0 +
2

3
D2

0,0.

Numériquement, il est aisé d’implémenter la formule (8.38). Cela permet de décomposer les opérateurs

cosn θi,J en fonction des matrices de Wigner. A partir de la formule (8.36), on peut évaluer l’expression

des matrices de Wigner dans la base |J,K,M〉. Cependant il faut remarquer que dans ces formules, il

y a de nombreux produits factoriels, il convient alors numériquement de décomposer les formules de

façon efficace pour éviter d’avoir à diviser des grands nombres par des grands nombres, cela diminuerait

la précision du calcul.
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8.9 Expression des opérateurs de moment angulaire dans la base

de Wigner

Afin d’éviter toute confusion, il est utile d’écrire les expressions des composantes du moment

cinétique dans les repères du laboratoire et de la moléculaire :





j2|j, k,m〉 = j(j + 1)|j, k,m〉

jX |j, k,m〉 =
1

2

√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j, k,m + 1〉+ 1

2

√
j(j + 1)−m(m− 1)|j, k,m − 1〉

jY |j, k,m〉 = − i
2

√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j, k,m+ 1〉+ i

2

√
j(j + 1)−m(m− 1)|j, k,m − 1〉

jZ |j, k,m〉 = m|j, k,m〉

jx|j, k,m〉 =
1

2

√
j(j + 1)− k(k + 1)|j, k + 1,m〉+ 1

2

√
j(j + 1)− k(k − 1)|j, k − 1,m〉

jy|j, k,m〉 =
i

2

√
j(j + 1)− k(k + 1)|j, k + 1,m〉 − i

2

√
j(j + 1)− k(k − 1)|j, k − 1,m〉

jz|j, k,m〉 = k|j, k,m〉
(8.39)

8.10 Expression de quelques matrices D1
m,k

〈
j′, k′,m′

∣∣D1
0,0 |j, k,m〉

〈j − 1, k,m|D1
0,0 |j, k,m〉 = +

√
(j −m)(j +m)(j − k)(j + k)

(2j − 1)(2j + 1)j2

〈j, k,m|D1
0,0 |j, k,m〉 = +

mk

j(j + 1)

〈j + 1, k,m|D1
0,0 |j, k,m〉 = +

√
(j −m+ 1)(j +m+ 1)(j − k + 1)(j + k + 1)

(2j + 1)(2j + 3)(j + 1)2

〈
j′, k′,m′

∣∣D1
1,0 |j, k,m〉

〈j − 1, k,m− 1|D1
1,0 |j, k,m〉 = +

√
(j +m− 1)(j +m)(j − k)(j + k)

2(2j − 1)(2j + 1)j2

〈j, k,m− 1|D1
1,0 |j, k,m〉 = − k

j(j + 1)

√
(j −m+ 1)(j +m)

2

〈j + 1, k,m− 1|D1
1,0 |j, k,m〉 = −

√
(j −m+ 1)(j −m+ 2)(j − k + 1)(j + k + 1)

2(2j + 1)(2j + 3)(j + 1)2
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〈
j′, k′,m′

∣∣D1
−1,0 |j, k,m〉

〈j − 1, k,m+ 1|D1
−1,0 |j, k,m〉 = +

1

j

√
(j −m− 1)(j −m)(j − k)(j + k)

2(2j − 1)(2j + 1)

〈j, k,m+ 1|D1
−1,0 |j, k,m〉 = +

k

j(j + 1)

√
(j +m+ 1)(j −m)

2

〈j + 1, k,m+ 1|D1
−1,0 |j, k,m〉 = − 1

j + 1

√
(j +m+ 1)(j +m+ 2)(j − k + 1)(j + k + 1)

2(2j + 1)(2j + 3)

〈
j′, k′,m′

∣∣D1
0,1 |j, k,m〉

〈j − 1, k − 1,m|D1
0,1 |j, k,m〉 = +

1

j

√
(j −m)(j +m)(j + k − 1)(j + k)

2(2j − 1)(2j + 1)

〈j, k − 1,m|D1
0,1 |j, k,m〉 = − m

j(j + 1)

√
(j − k + 1)(j + k)

2

〈j + 1, k − 1,m|D1
0,1 |j, k,m〉 = − 1

j + 1

√
(j +m+ 1)(j −m+ 1)(j − k + 1)(j − k + 2)

2(2j + 1)(2j + 3)

〈
j′, k′,m′

∣∣D1
0,−1 |j, k,m〉

〈j − 1, k + 1,m|D1
0,−1 |j, k,m〉 = +

1

j

√
(j −m)(j +m)(j − k − 1)(j − k)

2(2j − 1)(2j + 1)

〈j, k + 1,m|D1
0,−1 |j, k,m〉 = +

m

j(j + 1)

√
(j − k)(j + k + 1)

2

〈j + 1, k + 1,m|D1
0,−1 |j, k,m〉 = − 1

j + 1

√
(j +m+ 1)(j −m+ 1)(j + k + 2)(j + k + 1)

2(2j + 1)(2j + 3)

〈
j′, k′,m′

∣∣D1
1,1 |j, k,m〉

〈j − 1, k − 1,m− 1|D1
1,1 |j, k,m〉 = +

1

2j

√
(j +m+ 1)(j +m− 1)(j + k)(j + k + 1)

(2j − 1)(2j + 1)

〈j, k − 1,m− 1|D1
1,1 |j, k,m〉 = +

1

2j(j + 1)

√
(j −m+ 1)(j +m)(j − k + 1)(j + k)

〈j + 1, k − 1,m− 1|D1
1,1 |j, k,m〉 = +

1

2(j + 1)

√
(j −m+ 1)(j −m+ 2)(j − k + 1)(j − k + 2)

(2j + 1)(2j + 3)
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〈
j′, k′,m′

∣∣D1
1,−1 |j, k,m〉

〈j − 1, k + 1,m− 1|D1
1,−1 |j, k,m〉 = +

1

2j

√
(j +m)(j +m− 1)(j − k)(j − k − 1)

(2j − 1)(2j + 1)

〈j, k + 1,m− 1|D1
1,−1 |j, k,m〉 = − 1

2j(j + 1)

√
(j −m+ 1)(j +m)(j + k + 1)(j − k)

〈j + 1, k + 1,m− 1|D1
1,−1 |j, k,m〉 = +

1

2(j + 1)

√
(j −m+ 1)(j −m+ 2)(j + k + 1)(j + k + 2)

(2j + 1)(2j + 3)

〈
j′, k′,m′

∣∣D1
−1,1 |j, k,m〉

〈j − 1, k − 1,m+ 1|D1
−1,1 |j, k,m〉 = +

1

2j

√
(j −m)(j −m− 1)(j + k)(j + k − 1)

(2j − 1)(2j + 1)

〈j, k − 1,m+ 1|D1
−1,1 |j, k,m〉 = − 1

2j(j + 1)

√
(j −m− 1)(j −m)(j + k − 1)(j + k)

〈j + 1, k − 1,m+ 1|D1
−1,1 |j, k,m〉 = +

1

2(j + 1)

√
(j +m+ 1)(j +m+ 2)(j − k + 1)(j − k + 2)

(2j + 1)(2j + 3)

〈
j′, k′,m′

∣∣D1
−1,−1 |j, k,m〉

〈j − 1, k + 1,m+ 1|D1
−1,−1 |j, k,m〉 = +

1

2j

√
(j −m− 1)(j −m)(j − k − 1)(j − k)

(2j − 1)(2j + 1)
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8.11 Expression des carrés des cosinus directeurs.

A l’aide de l’expression décrivant le produit de matrices de Wigner, on peut écrire l’expression des

carrés des cosinus directeurs :
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of mixed-state quantum systems by a train of short pulses. Physical Review A, 72(3) :032704,

2005.

[71] Y Khodorkovsky, K Kitano, H Hasegawa, Y Ohshima, and IS Averbukh. Controlling the sense

of molecular rotation : Classical versus quantum analysis. Physical Review A, 83(2), February

2011.

[72] E Gershnabel and IS Averbukh. Controlling molecular scattering by laser-induced field-free

alignment. Physical Review A, 82(3), September 2010.

[73] S Fleischer, Y Khodorkovsky, Y Prior, and IS Averbukh. Controlling the sense of molecular

rotation. New Journal of Physics, 11, October 2009.

[74] J Floss, E Gershnabel, and IS Averbukh. Motion of spinning molecules in inhomogeneous fields.

Physical Review A, 83(2), February 2011.
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Développement de nouvelles techniques de contrôle optimal en dynamique

quantique : de la Résonance Magnétique Nucléaire à la physique moléculaire

Résumé : L’objectif de cette thèse est d’appliquer la théorie du contrôle optimal à la dynamique de systèmes

quantiques. Le premier point consiste à introduire dans le domaine du contrôle quantique des outils de contrôle

optimal initialement développés en mathématique. Cette approche a ensuite été appliquée sur différent types de

systèmes quantiques décrit par une grande ou une petite dimension. La première partie du manuscrit introduit

les différents outils de contrôles utilisés avec une approche adaptée à un public de physiciens. Dans la seconde

partie, ces techniques sont utilisées pour contrôler la dynamique des spins en RMN et IRM. La troisième partie

s’intéresse au développement de nouveaux algorithmes itératifs de contrôle optimal appliqués au contrôle par

champ laser de la dynamique rotationnelle des molécules linéaires en phases gazeuse ainsi qu’au développement

d’une stratégie de contrôle simple permettant de délocaliser une molécule dans un plan. La quatrième partie

traite le contrôle en temps minimum d’un condensat de Bose-Einstein à deux composantes. La dernière partie

permet de comparer qualitativement et quantitativement les différentes méthodes de contrôle optimal utilisées.

Les seconde et troisième parties ont également bénéficier de l’implémentation expérimentale des solutions de

contrôle optimal obtenues.

Mots clefs : contrôle optimal, contrôle quantique, principe du maximum de Pontryagin (PMP), imagerie par

résonance magnétique (IRM), résonance magnétique nucléaire (RMN), alignement moléculaire, contrôle local,

algorithme monotone, algorithme de Krotov, GRAPE, jonction Josephon bosonique

Developement of new techniques of Optimal Control in Quantum Dynamics :

from Nuclear Magnetic Resonance to Molecular Physics

Abstract : The goal of this thesis is to apply the optimal control theory to the dynamics of quantum systems.

The first part aim at introducing the tools of optimal control in quantum control which were initially developed

in mathematics. This approch has been applied on different kinds of quantum system with small and large

dimensions. The first part of this manuscript introduces the optimal control tools which are used with a point

of view suited to a public of physicists. In the second part these techniques are used to control the dynamics of

spins in NMR and MRI. The third part deals with the development of new iterative algorithms applied to the

control by laser fields of the rotational dynamics of linear molecules in a gaz phases and the development of a

simple control strategy allowing to delocalize a molecule in a plan. The fourth part treats the time-minimum

control of a two-component Bose Einstein condensate. The last part compares the different optimal control

methods used qualitatively and quantitatively. The solution found in the second and third parts have been also

applied experimentally.

Key Words : Optimal Control, Quantum Control, Pontryagin Maximum Principle (PMP), Magnetic Reso-

nance Imaging (MRI), Nuclear Magnetic Resonance (NMR), Molecular Alignment, Local Control, Monotonic

Algorihtm, Krotov Algorithm, GRAPE, Bosonic Josephson Junction (BJJ)
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