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Résumé

Dans ce travail de thése, nous développons une notion de mesure de Gibbs pour le flot géodésique
tangent aux feuilles d'un fibré feuilleté au dessus d’'une base négativement courbée. Nous dévelop-
pons également une notion de mesure F-harmonique et prouvons qu'il existe une correspondance
bijective entre les deux.

Lorsque la fibre est un espace projectif CP!, que 'holonomie est projective, et qu'il n’y a pas de
mesure transverse invariante, nous prouvons l'unicité de ces mesures, et ce pour tout potentiel Hol-
der sur la base. Dans ce cas, nous prouvons également que la mesure F-harmonique se réalise comme
limite pondérée de grandes boules tangentes aux feuilles, et que leurs mesures conditionnelles dans
les fibres sont des limites de moyennes pondérées sur les orbites du groupe d’holonomie.
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1. PRESENTATION DU PROBLEME

1| Présentation du probleme

Depuis le développement de la dynamique hyperbolique, la théorie des feuilletages s’est avérée
étre un outil puissant permettant aux dynamiciens d’étudier les propriétés qualitatives de certains
systemes. Nous adoptons dans cette thése un point de vue différent : nous ne considérerons pas les
feuilletages venant des systemes dynamiques, mais en tant que systéemes dynamiques. Plus précisé-
ment, c’est au niveau ergodique que nous placerons notre discussion.

La théorie ergodique est classiquement définie comme 1'étude statistique des trajectoires d'un
systeme dynamique sur le long terme. De facon plus prosaique, elle est souvent vue comme 1'étude
des mesures de probabilité laissées invariantes par un difféomorphisme, ou un flot, d'une variété
compacte. Une telle définition de I'objet d’étude est cohérente, car ces systemes laissent toujours in-
variante une mesure de probabilité.

Ceci n’a plus aucune raison d’étre le cas pour un feuilletage. Avant d’expliquer pourquoi, rap-
pelons qu'un feuilletage & d’une variété compacte M est une partition en sous-variétés connexes
immergées de méme dimension (les feuilles), qui localement ressemble a une partition triviale : celle
d’un espace euclidien RP*? par les sous-espaces R” x {x}, x € R%. Lorsque p = 1, le feuilletage est
donné par les courbes intégrales d’'une équation différentielle sur M. Passer en dimension supérieure
présente clairement de nombreuses difficultés. Tandis que la topologie des feuilles de dimension 1
est bien comprise (les courbes sont des cercles ou des droites), celle des feuilles de dimension plus
grande peut étre trés compliquée : méme dans le cas de la dimension 2, 'ensemble des bouts d'une
feuille peut étre homéomorphe a un ensemble de Cantor. En d’autre termes, il n'y a en dimension 1
que deux facons d’aller a I'infini sur une courbe intégrale : aller dans le futur et aller dans le passé.
Alors que sur une feuille de dimension supérieure il peut y avoir une infinité non dénombrable de
facons d’aller a I'infini.

Lorsque deux sous-variétés locales plongées de dimension k, T; et T, sont transverses au feuille-
tage, et rencontrent une méme feuille L, nous pouvons, en glissant le long des feuilles “suffisamment
voisines” de L tout en suivant un chemin tracé sur L qui relie deux points d’intersection x; € Ln Tj,
i = 1,2, définir une transformation d’holonomie (ou transformation de Poincaré) le long de c, défi-
nie sur un petit voisinage de x;. En choisissant n petites transversales locales a &, T1, T», ..., T, dont
l'union 9 rencontre toute feuille, nous pouvons naturellement munir 9~ d’'un systeme dynamique
appelé pseudogroupe d’holonomie, qui est constitué des différentes applications d’holonomie. C’est
un pseudogroupe : il est consititué de difféomorphismes locaux et est stable par composition (la out
elle est définie) et par inversion. Lorsque le feuilletage est transverse a une fibration, ’holonomie est
en fait donnée par un vrai groupe de difféomorphismes de la fibre.

Lexistence systématique d’'une mesure invariante par I’action d'un groupe sur un espace compact
impose de tres fortes restrictions sur ce groupe : c’est la moyennabilité. De méme, en général, 1'ac-
tion d’'un pseudogroupe sur un espace compact ne préservera aucune mesure de probabilité. Nous
sommes donc immédiatement confrontés a une difficulté. Comment généraliser alors dans notre
cadre I'étude des mesures invariantes par le flot d'un champ de vecteurs ?

En 1983, Garnett a proposé une approche tres intéressante a ce probleme : voir [Gar]. Son idée
consiste a partir a I'infini dans les feuilles en suivant des chemins Browniens. L'étude statistique du
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CHAPITRE . INTRODUCTION

feuilletage se rameéne alors a celle des chemins typiques que I'on peut tracer dans ses feuilles. Plus
précisément, lorsque les feuilles d'un feuilletage sont munies d'une métrique Riemannienne, il est
possible de définir un Laplacien, ainsi qu'un opérateur de diffusion de la chaleur, dans les feuilles.
Une mesure harmonique est alors une mesure qui est invariante par diffusion de la chaleur feuille-
tée, ou, c’est équivalent, qui s’annule sur tous les Laplaciens de fonctions continues et C?> dans les
feuilles. L'intérét de telles mesures est, d'une part, que lorsque les feuilles sont de dimension 1, elles
coincident exactement avec les mesures invariantes. D’autre part, elles généralisent de la notion de
mesure transverse invariante par holonomie : lorsque I’on a une telle mesure, il est toujours possible
de la combiner avec le volume dans les feuilles, de facon a obtenir une mesure harmonique que 'on
appelle totalement invariante. Enfin et surtout, de telles mesures existent toujours.

A premiere vue, la définition de mesure harmonique est profondément analytique, et n’a pas de
liens évidents avec la dynamique topologique. En dépit de cela, cette théorie a connu plusieurs suc-
ces. Deux exemples frappants sont :

- la classification topologique donnée par Ghys (voir [Gh]) des feuilles typiques pour les mesures
harmoniques d’un feuilletage par surfaces de Riemann, dont Cantwell et Conlon ont donné un
analogue topologique pour les feuilletages minimaux;

— ladichotomie de Deroin-Kleptsyn (voir [DK]) pour les feuilletages transversalement conformes:
ou bien il existe une mesure transverse invariante par holonomie, ou bien le feuilletage & a un
nombre fini d’ensembles minimaux, chacun d’entre eux portant une unique mesure harmo-
nique ergodique, dont 'exposant de Lyapunov transverse pour le mouvement Brownien est
négatif, et dont 'union des bassins d’attraction est totale.

Néanmoins, une question typique est toujours ouverte. Dans [GLW], Ghys, Langevin et Walczak
ont défini une notion d’entropie topologique transverse pour les feuilletages. Nous ne rentrerons pas
dans le détail. Tout juste dirons-nous que c’est une bonne notion d’entropie. En effet, d'une part elle
généralise la notion classique d’entropie topologique des flots. D’autre part il y a une interprétation
claire de 'annulation de cette entropie. Si elle s’annule, c’est qu’il y a une mesure transverse inva-
riante par holonomie, sinon, et si le feuilletage est de codimension 1, c’est qu’il existe une feuille
ressort (c’est 'analogue du “jeu de ping-pong” des actions de groupes). Il n'y a cependant toujours
pas a ce jour de notion d’entropie de mesure qui permettrait d’approcher I'entropie transverse. Men-
tionnons également la trés intéressante notion d’entropie transverse du flot géodésique feuilleté déve-
loppée par Langevin et Walczak [LW].

Un feuilletage a de 'entropie si nous savons que suffisamment de feuilles se séparent, ne serait-
ce que dans une direction. Or, comme le laisse entendre le théoréme de Deroin-Kleptsyn, en I'ab-
sence de mesure transverse invariante, '’holonomie le long d’'un chemin Brownien a tendance a étre
contractante : il semblerait que les mesures harmoniques ne détectent pas les directions ot les feuilles
se séparent.

C’estle probléeme d’approcher I'entropie topologique par une certaine entropie mesurée qui avait
motivé cette theése, et qui reste assez largement ouvert. A cause de la difficulté rencontrée, nous avons
été conduits a nous intéresser a d’autres mesures naturelles pour les feuilletages que les seules me-
sures harmoniques.

Nous nous intéressons dans la suite au cas ol foutes les feuilles sont courbées négativement. Nous
pouvons imaginer d’autres manieres d’aller a I'infini dans les feuilles. Nous pourrions par exemple

demander a suivre les géodésiques : existe-t-il des mesures qui décrivent le comportement de la plu-
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part (c’est-a-dire d'un ensemble de mesure de Lebesgue positive) des géodésiques dans les feuilles ?
C’est un analogue des mesures SRB que nous demanderions alors. La question est particuliéerement
pertinente lorsque les feuilles sont courbées négativement, le flot géodésique feuilleté possédant alors
une certaine forme d’hyperbolicité dans les feuilles.

Nous pourrions également imaginer un analogue multidimensionnel des moyennes de Birkhoff.
Une feuille L peut étre revétue par une variété L compléte simplement connexe a courbure pincée
entre deux constantes négatives —b?> < —a®. Nous pouvons procéder ainsi. Considérons le volume
normalisé restreint 2 une grande boule de rayon R > 1 dans L, et projetons cette mesure quelque
part sur L. Nous obtenons ainsi une famille de mesures qui décrit le comportement asymptotique
des grandes boules tangentes aux feuilles. Que dire des points d’accumulation d’'une telle famille de
mesures ?

Il y a dix ans, Bonatti et Gémez-Mont, en collaboration avec Viana et Vila, dans une série de trois
papiers [BG, BGV, BGVil], se sont intéressés a ces mesures, limites de grands disques, dans le cadre
des feuilletages transverses a une fibration projective en CP' au dessus d’une surface hyperbolique.
IIs étaient parvenus a prouver la dichotomie suivante : soit il existe une mesure transverse invariante
par holonomie, soit il existe une unique mesure qui est limite de grands disques dans les feuilles.
Il s’avere que dans ce cas, la mesure ainsi construite décrit également le comportement de presque
toute géodésique, et de presque tout chemin Brownien tangents aux feuilles. Ce fait était assez mi-
raculeux, et un lien entre mesures harmoniques et flot géodésique feuilleté est alors apparu. Dans
une prépublication récente [BGM], ce lien a amené Bonatti, Gbmez-Mont et Martinez a introduire
une nouvelle notion faible d’hyperbolicité : I’ hyperbolicité feuilletée. Enongons a présent une consé-
quence des résultats de cette these :

Théoréme 1. Supposons que (I1, M,X,CP', %) soit un fibré feuilleté projectif au dessus d’'une surface
Riemannienne compacte courbée négativement Z, et dont les feuilles sont localement isométriques a
la base. Supposons de plus que le groupe d’holonomie p(m (X)) ne laisse invariante aucune mesure de
probabilité sur CP'. Alors les assertions suivantes sont vraies :

— il existe une unique mesure harmonique pour & ;

— il existe une unique mesure SRB pour le flot géodésique feuilleté de & ;

— il existe un unique point d’'accumulation des mesures d’aire normalisées de grands disques tan-

gents aux feuilles de & .

De plus, lorsque la courbure de % est variable, et lorsque la représentation est fuchsienne ou quasi-
fuchsienne, la mesure harmonique, la projection sur M de la mesure SRB, et la limite des grands disques,
sont mutuellement singulieres.

Plus intéressante peut-étre que ce théoreme lui-méme est la preuve unifiée que nous en donnons.
Chacune des trois mesures obtenues au théoréme 1 correspond a un certain potentiel Holder dans la
base, et nous pouvons relier deux problemes qui semblent pourtant assez différents :

— la théorie ergodique du flot géodésique feuilleté, en particulier une notion de mesure de Gibbs

dans ce contexte;

— donner des exemples de cocycles qui se réalisent comme cocycles de Radon-Nikodym de me-

sures transverses quasi-invariantes par le pseudogroupe d’holonomie.

Nous ne développons la notion de mesure de Gibbs pour des potentiels généraux que dans le cas
des suspensions : pour la développer dans le cas plus général des feuilletages a feuilles de courbure
négative, il faudrait pouvoir transposer les travaux de Ledrappier [L3] du contexte des revétements
de variétés compaces a celui des revétements de variétés se réalisant comme feuille d'un feuilletage
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d’'une variété compacte. Nous développons cette notion de mesure de Gibbs dans I’espoir d’étre a
méme d’établir des liens nouveaux entre dynamique topologique des feuilletages et théorie ergo-
dique.

Avant d’expliquer les résultats, nous voulons faire une remarque sur la derniére partie du théo-
reme. Nous n’'avons traité que le cas facile des représentations fuchsiennes et quasi-fuchsiennes,
c’est-a-dire le cas ot la représentation d’holonomie est fidele discréte et préserve une courbe de Jor-
dan dans CP! ainsi que les deux composantes connexes du complémentaire. Dans ce cas le fait que
les trois mesures dont il est question dans le théoréeme 1 soient singuliéres est une application assez
directe des travaux de Ledrappier et Katok (voir [L2, Kal, Ka2]) entrainant que sur le cercle a 'infini
d’'une surface Riemannienne compacte a courbure négative variable, les classes harmonique, de visi-
bilité, et de Patterson-Sullivan, sont deux-a-deux mutuellement singulieres.

En revanche, nous ne prétendons pas prouver un résultat de rigidité, et nous affirmons que pour
des représentations plus générales, un tel résultat n’est pas conséquence immédiate des travaux de
Ledrappier et Katok. Par exemple, que se passe-t-il lorsque la représentation transite a travers un
groupe libre ? Nous pouvons par exemple, lorsque X est de genre 2, engendrer 71 (X) par quatre élé-
ments a, b, ¢, d, assujettis a la relation [a, b][c,d] = Id, et envoyer ce groupe sur un groupe libre a
deux générateurs en envoyant b et d sur I'identité. Il est alors possible de réaliser le groupe libre (a, c)
comme un groupe de Schottky, ou ce qui semble plus compliqué, comme un groupe libre engendré
par une dynamique Morse-Smale et une rotation irrationnelle du cercle. Nous pouvons alors poser
une question qui semble encore tout-a-fait ouverte :

Question. A-t-on en général un phénomene de rigidité, c’est-a-dire, sous les hypotheses du théo-
reme 1, et lorsque la courbure de la base est variable, les trois mesures que 1'on obtient sont-elles
toujours mutuellement singulieres ?

Dans le cas particulier de la représentation de Schottky décrite plus haut, nous espérons que la ré-
ponse soit positive, car les orbites peuvent alors étre codées de maniere trés naturelle. Dans le cas non
discret, o1]’on regarde 'action jointe d'une dynamique elliptique et d'une dynamique hyperbolique,
le probléme semble nettement plus dur a appréhender.

2 | Limite de grands disques

Cas de la courbure constante. En courbure constante, le théoreme 1 est di a Bonatti et GOmez-
Mont, [BG]. Il s’avere de plus que les mesures décrites dans ce théoréme coincident. Largument est
le suivant. Les feuilles sont a courbure —1 : I'aire des grands disques croit de maniere exponentielle.
En particulier la totalité de la masse se concentre au bord, et nous pouvons voir qu'une mesure limite
de grands disques est en fait limite de grands cercles. Mais la translation le long des grands cercles
converge vers le flot horocyclique. Nous pouvons ainsi voir qu'une limite de grands disques tangents
aux feuilles peut étre vue comme projection d’'une mesure invariante par le flot horocyclique instable
feuilleté. Nous avons donc a prouver I'unique ergodicité du flot horocyclique feuilleté.

Le reste de la preuve utilise le travail de Bonatti, Gémez-Mont et Viana sur les exposants de Lya-
punov. Il s’agit de voir le flot géodésique feuilleté G; comme un cocycle projectif au dessus du flot

géodésique g, sur T'B. Cest-a-dire que le flot géodésique feuilleté envoie fibre sur fibre comme une
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homographie A;(w) = (Gyv, : Viw— Vg,(w), w € T'B, Vi = (DI~ (w). Nous pouvons alors consi-
dérer les exposants de Lyapunov de ce cocycle, définis sur un Borélien de probabilité totale, par les
formules suivantes :

1 _ 1 1.
¥ () = lim —log(l|A; (1)) et ¥ (v) = lim —log(|A,(») |I™Y).
t—oo t t—oo

Le théoreme clé prouvé par Bonatti, GGmez-Mont et Viana est la dichotomie suivante :

— soit il existe une mesure sur CP! invariante par I'action du groupe d’holonomie;

- soit 'exposant de Lyapunov maximal y* est positif sur un Borélien & de mesure pleine pour

tout état de Gibbs du flot géodésique.

Ainsi, nous avons deux sections de Lyapunov o : & — T'% qui commutent avec les flots géodé-
siques, ot commute avec les flots horocycliques instables, et 0, avec les flots horocycliques stables.
Nous avons alors deux mesures ;f—', invariantes par Gy, obtenues en relevant la mesure de Liouville
par les sections o*. La premieére, u* est invariante par le flot horocyclique instable feuilleté, et la se-
conde, 17, par le flot horocyclique stable feuilleté. Il est de plus possible de montrer que ce sont les
seules mesures invariantes et ergodiques pour G; qui se projettent sur le mesure de Liouville.

Il reste a prouver que p* est'unique mesure invariante par le flot horocyclique instable feuilleté.
Prenons-en une autre, singuliére. Elle se projette sur la mesure de Liouville car le flot horocyclique est
uniquement ergodique en bas. En tirant en arriere cette mesure par Gy, nous trouvons a la limite une
mesure qui se projette sur la mesure de Liouville, qui est invariante par G; et par le flot horocyclique
instable feuilleté (car ce dernier commute avec G;), et qui est singuliere par rapport a u*. C’est donc
1~ , et on trouve que - est invariante par G, ainsi que par les deux flots horocycliques feuilletés.
Or les flots horocycliques et géodésique engendrent tout PSL,(R) : seule la mesure de Liouville est
invariante par I'action jointe de ces trois flots. La mesure u~ doit donc étre obtenue en combinant la
mesure de Liouville dans les feuilles et une mesure transverse invariante, ce qui contredit 'hypothese.

Courbure variable. Lorsque la base est a courbure variable, les trois mesures que 1’on considére
n'ont aucune raison de coincider. Pour obtenir, en 'absence de mesure invariante par holonomie,
I'unicité de limites de grands disques, nous pouvons raisonner de la méme facon, et on se retrouve
amenés a prouver 'unique ergodicité du flot horocyclique instable. Malheureusement, contraire-
ment au cas de la courbure constante, la mesure de Liouville n’est plus invariante par le flot ho-
rocyclique. Pire, il n'y a pas de mesure invariante a la fois par les flots géodésique et horocyclique.
Cependant, nous pouvons reparamétrer le flot horocyclique par la mesure de Margulis et prouver
l'unique ergodicité du flot de Margulis feuilleté. Pour prouver ceci, il s’agit de raisonner comme pré-
cédemment, et de remonter la mesure d'entropie maximale, qui, elle, est invariante a la fois par le
flot géodésique et par le flot de Margulis, et qui de plus est un état de Gibbs. Limportant a noter est
qu’a reparamétrage pres dans les feuilles instables, si ’on remonte au fibré unitaire tangent la mesure
limite de grands disques, nous obtenons une mesure de Gibbs, c’est-a-dire une mesure invariante par
le flot géodésique dont les mesures conditionnelles dans les horocycles instables sont données par les
mesures de Margulis. C’est ce raisonnement qui est a ’origine de notre maniére de traiter les mesures
de Gibbs pour le flot géodésique feulleté.

3 | Mesures harmoniques et mesures de Gibbs

Il y a, dans cette these, différents niveaux de généralité. Dans ce qui suit seulement, le contexte
est le plus général : nous demandons a ce que la variété close M soit feuilletée par &, qui est muni
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d’'une métrique Riemannienne feuilletée, variant contintiment avec le parametre transverse, de sorte
que toutes les feuilles soient courbées négativement. Le pincement de la courbure des feuilles, ainsi
que le minorant du rayon d’injectivité sont alors uniformes.

Mesures harmonques et flot géodésique feuilleté. Dans une série de deux papiers [Ma, BMar], dont
I'un en collaboration avec Bakhtin, Martinez est parvenue a prouver que, pour tout feuilletage & par
surfaces de Riemann hyperboliques, il existe une correspondance bijective entre les mesures harmo-
niques pour ., et les mesures sur le fibré unitaire tangent T'.% qui sont invariantes par l’action jointe
des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés. Nous présenterons une preuve plus courte de
ce théoreme dans la suite. Quand la courbure des feuilles n’est pas constante, il n'y a plus de lien clair
entre le flot horocyclique et les mesures harmoniques.

En revanche, il y a toujours un lien entre mesures harmoniques et flot géodésique feuilleté. Les
mesures harmoniques se caractérisent par le fait qu’elles ont une désintégration équivalente a Le-
besgue dans les feuilles de &, et que les densités locales sont des fonctions harmoniques positives.
Or, en courbure négative, une fonction harmonique positive s’écrit de maniere unique en intégrant
le noyau de Poisson contre une mesure de Borel finie sur la sphére a I'infini :

h(z) :/~ k(o,z;¢)dn(),
L(oco)

oil o0, z appartiennent a L, le revétement universel Riemannien de la feuille L, ¢ appartient 4 la sphére
al'infini L(co), et k: L x L x L(co) — (0, 00) est le noyau de Poisson (voir le chapitre IV). Il est alors pos-
sible de “dérouler” la fonction harmonique en considérant la mesure sur 7' L = L x L(co) obtenue en
intégrant contre 7 les mesures k(o, z; f)Lebzx{E}.

En effectuant ce raisonnement feuille a feuille, nous voyons qu'’il est possible de remonter cano-
niquement a T'.% les mesures harmoniques (il faut néanmoins faire attention a ce que la définition
de la mesure soit cohérente avec '’holonomie du feuilletage). La mesure ainsi obtenue n’est pas inva-
riante par le flot géodésique : nous devons, comme précédemment, la reparamétrer dans les feuilles
instables. Comment faire ?

En courbure négative, les chemins Browniens sont escortés par des géodésiques : une idée de
Ledrappier [L1] consiste alors a définir une mesure invariante par le flot géodésique qui ne décrit le
comportement que de ces escortes géodésiques. Il a été prouvé par Sullivan [Su2] que la distribution
de sortie a I'infini du mouvement Brownien (la classe harmonique) ne dépend pas du point de départ
des chemins Browniens, charge tous les ouverts, et n’a pas d’atome. Il est donc possible, via le flot
géodésique, de rabattre cette classe sur les horospheres. Nous obtenons ainsi la classe harmonique
sur les horosphéres qui est invariante par le flot géodésique. Une mesure de H-Gibbs est alors une
mesure invariante par le flot géodésique feuilleté dont la désintégration dans les variétés instables est
dans la classe harmonique. Lorsque les feuilles sont des surfaces hyperboliques, ces mesures de Gibbs
sont exactement données par les mesures invariantes a la fois par les flots géodésique et horocyclique
instable feuilletés. Elles sont associées au potentiel suivant :

d
Hw)= —| logkrw)(cy(0),cy(t);cy(—00)),
dat|,—o

ot v € TL.F, ky, est le noyau de Poisson associé a la feuille de v, et ¢, est la géodésique dirigée par
v.

xiii



3. MESURES HARMONIQUES ET MESURES DE GIBBS

Nous prouvons alors au chapitre IV le théoréme suivant (c’est le théoréme 4.2.1 dans le texte), qui
généralise le théoréeme de Martinez, Bakhtin-Martinez (a noter que dans [CM], Connell et Martinez
donnent également une généralisation dans le cas ol les feuilles sont des espaces symétriques de
rang supérieur).

Théoréme 2. Soit (M,F) une variété close feuilletée, munie d’'une métrique feuilletée telle que toutes
les feuilles soient courbées négativement. Alors il existe une correspondance bijective entre les mesures
de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté et les mesures harmoniques.

Etats de u-Gibbs et mesures ¢“-harmoniques. Un état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté
est une mesure sur T'.% invariante dont la désintégration dans les feuilles instables est équivalente
a Lebesgue : elles sont associées a un potentiel qu’il est d'usage de noter ¢* et qui vaut, lorsque v €
T % :
u d u
¢ (w)=-—| loglac”G(v),
dt|;=o

ol Jac“ G/ représente la restriction de | det DG¢| a ’espace instable.

Ces mesures existent toujours, et leurs projections sur M ont des désintégrations équivalentes
a Lebesgue dans les feuilles de & (ceci est déja prouvé dans [BGM]). Nous serons amenés a nous
intéresser aux densités locales. Elles présentent une forte analogie avec les fonctions harmoniques
classiques : une telle densité s’écrit comme intégrale contre une mesure de Borel a I'infini du noyau
suivant (en notant ¢* le relevé du potentiel au revétement T'L) :

z o
¢ ¢
ou la différence des intégrales a un sens qu'on précisera par la suite, ou v¢ 4, V¢, sont les vecteurs

basés en z et o pointant vers ¢ dans le passé, et ou f; représente la fonction de Busemann, qui sera
définie au début du chapitre I. Une telle fonction est appelée ¢*-harmonique.

~ lim JactG-r-p;0,2) (Vg,2)

k“(0,z;¢) =
(0,2;¢) = exp T—oo  Jac“G_r(vg,)

Nous introduisons donc une notion de mesure ¢*-harmonique, c’est-a-dire de mesure dont les
densités dans les plaques sont ¢*-harmoniques, et en “déroulant” les densités, comme nous dérou-
lions les fonctions harmoniques, nous proposons de prouver le théoréeme suivant :

Théoreme 3. Soit (M, %) une variété close feuilletée, munie d'une métrique feuilletée telle que toutes
les feuilles soient courbées négativement. Alors il existe une correspondance bijective entre les états de
u-Gibbs pour le flot gédésique feuilleté et les mesures ¢ -harmoniques.

Nous tirons de ce théoreme les prémisses d'une théorie ergodique cohérente pour ces mesures,
avec notamment un théoréme de décomposition ergodique. Il existe de plus une notion de mesure
¢"-harmonique totalement invariante obtenue en combinant une mesure transverse invariante par
holonomie avec une fonction ¢*-harmonique canoniquement définie (voir le théoréme 5.3.5).

Ces deux exemples doivent donc étre traités en parallele : nous voyons donc que dans les deux cas,
il y a une notion d’harmonicité pour des mesures sur &, qui est associée a une notion de mesures de
Gibbs pour un certain potentiel.

Conditions suffisantes pour I'existence de mesures transverses invariantes. Pour prouver 1'uni-
cité des mesures limites de grands disques dans le cas de la courbure constante, nous avons utilisé un
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argument algébrique, a savoir que si une mesure de Borel dans T'H est invariante par 'action jointe
des deux flots horocycliques, alors, a une constante multiplicative pres, c’est la mesure de Liouville.
Lorsque la courbure est variable, nous ne disposons plus d’'une description algébrique aussi com-
mode. Nous avons donc besoin d’un résultat ergodique, qui doit étre vu comme une sophistication
de cet argument, pour généraliser ce résultat.

Un état de s-Gibbs pour G; est un état de u-Gibbs pour G_; (en d’autres termes il posséde une
désintégration absolument continue dans les variétés stables). Un état de su-Gibbs pour G, est une
mesure qui est a la fois un état de u-Gibbs et de s-Gibbs. Nous prouvons alors le théoréeme suivant,
en n'utilisant que les propriétés d’absolue continuité des feuilletages stables et instables (voir le théo-
reme 5.4.1).

Théoreéme 4. Soit (M, F) une variété close feuilletée munie d'une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Alors si le flot géodésique feuilleté admet un état de su-Gibbs, & a une
mesure transverse invariante.

La philosophie derriere ce théoréme sera reprise dans nos résultats d'unicité : c’est que si I'on
prescrit la classe de mesure a la fois dans les variétés stables et instables, alors il existe une mesure
transverse invariante.

De plus, ce théoreme implique que les flots géodésiques feuilletés de la plupart des feuilletages
dont les feuilles sont courbées négativement ne préserve aucune mesure lisse. En effet, supposons
que la métrique feuilletée vienne d'une métrique Riemannienne ambiante sur M. Par absolue conti-
nuité des feuilletages stable et instable, toute mesure lisse sur 7'.% a une désintégration absolument
continue dans les feuilles de #'¢, ansi que dans celles de #“. Nous renvoyons également le lecteur au
travail de Walczak sur la dynamique des flots géodésiques feuilletés [Wa]. Il a prouvé que lorsque la
variété feuilletée (M, %) est munie d'une métrique Riemannienne (dans ce travail, les feuilles ne sont
pas supposées courbées négativement), le flot géodésique feuilleté préserve le volume Riemannien
de T1. si et seulement si & est transversalement minimal.

Corollaire 1. Soit (M,%) une variété Riemannienne close feuilletée, de sorte que pour la métrique
induite, toutes les feuilles soient courbées négativement. Supposons que le flot géodésique feuilleté de
T'F préserve une mesure lisse. Alors cette mesure est totalement invariante : c'est localement le produit
de la mesure de Liouville des feuilles par une mesure transverse invariante.

De ce théoréme simple, nous déduisons une généralisation d'un résultat de Matsumoto (voir
[Mat]), avec une preuve tres différente, en termes de mesures ¢p*-harmoniques. Pour toute mesure
¢"“-harmonique il est possible, étant donnée une feuille typique, d’étendre les densités locales a toute
la feuille : aux densités globales ainsi définies est alors associée une classe de mesure sur la sphére a
I'infini (rappelons que par définition, une fonction ¢“-harmonique a une représentation intégrale
en termes du noyau k%), qui ne dépend que de la feuille : nous 'appelons classe caractéristique. La
densité ainsi étendue a la feuille s’appelle fonction caractéristique de la feuille. Nous prouvons alors le
théoréme suivant (rappelons que la classe de visibilité sur la sphére a I'infini est obtenue en poussant
en avant la mesure de Lebesgue par les identifications naturelles T T =~ L(c0)) :

Théoreéme 5. Soit (M, F) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Soit m une mesure ¢p%-harmonique qui n'est pas totalement invariante.
Alors pour m-presque toute feuille L, la classe de mesure caractéristique associée [n] sur L(oco) est sin-
guliere par rapport a la classe de visibilité.



4. MESURES DE GIBBS ET MESURES F-HARMONIQUES POUR LES SUSPENSIONS

Dans le cas particulier ou les feuilles sont hyperboliques, on retrouve alors le résultat suivant de
Matsumoto, par une méthode n’utilisant que I’absolue continuité des feuilletages stable et instable :

Corollaire 2 (Matsumoto). Soit (M, %) une variété close feuilletée par des variétés hyperboliques. Soit
m une mesure harmonique qui n'est pas totalement invariante. Alors pour m-presque toute feuille L,
la classe de mesure caractéristique associée [n] sur L(co) est singuliere par rapport a la mesure de
Lebesgue.

De plus la fonction harmonique caractéristique d'une feuille typique n'est pas bornée.

4 | Mesures de Gibbs et mesures F-harmoniques pour les
suspensions

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des feuilletages transverses a une fibration au des-
sus d'une base close négativement courbée, et dont les fibres sont compactes. Nous paramétrons
les feuilles par la métrique de la base, c’est-a-dire que nous relevons la métrique de la base dans les
feuilles via la fibration. La base sera notée B, et le revétement universel Riemannien, N.

Mesures de Gibbs. Lorsque nous avons une base B courbée négativement, le flot géodésique sur
T'B est naturellement un flot d’Anosov topologiquement mélangeant : il posséde donc un unique
état de Gibbs pour chaque potentiel Hélder F : T' B— R. Une caractérisation de I'état de Gibbs asso-
cié a F est la suivante. C’est la seule mesure invariante par le flot g; dont la classe des mesures condi-
tionnelles dans les feuilles instable est prescrite : elle est déterminée par I'unique famille leé,y) veT'B
satisfaisant la formule d’absolue continuité suivante :
u
d|8r* AF,g_T(w]
u
dAg,

T
(p) =exp / (Fog_:(v)-P(F)dt|,
0

ol P(F) représente la pression du potentiel.

En considérant alors un fibré feuilleté (I1, M, B, V, &) paramétré par B, nous pouvons relevera M :
le flot géodésique, ses distributions et variétés invariantes, le potentiel F, ainsi que la famille de me-
sures ci-dessus, obtenant ainsi le flot géodésique feuilleté G, sur T'.%, ses feuilletages invariants v
(x = s, u,cs,cu), un potentiel F: T ' —R, ainsi que les familles de mesures (Z%U)UETI #. Nous pou-
vons alors définir une mesure de Gibbs associée au potentiel F comme une mesure invariante par G;,
dont la classe de mesure dans les variétés instables est prescrite par /_1;1}. Lexistence de ces mesures
est prouvée en détail au chapitre VI (voir I’énoncé du théoréme 6.1.2 pour plus de précisions).

Mesures F-harmoniques. Nous pouvons associer a F le noyau suivant, analogue du noyau de Pois-
son (nous notons F : T1 N — R le relevé de F au revétement) :

z _ o _

[l
¢ ¢

Les noyaux de Poisson et k* sont des exemples de noyaux associés a un potentiel ; sil’on prend le po-

tentiel nul, le noyau qui lui est associé est donné par e~ #:(%? o1 1 représente I’entropie topologique
du flot géodésique.

k¥ (0,2;¢) = exp

exp[—P(F)B¢(0,2)].
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Ledrappier a associé a ce noyau une famille de mesures de Borel sur la sphére a I'infini N(c0),
notée (v),cn. Elles sont caractérisées a multiplication par une constante positive prés par la condi-
tion d’équivariance y * vE = v{fz pour z € N et y € m1(B), et kf'(0,2;¢) = dvi/advk (&) pour (0,z,¢) €

N x N x N(o0o).

Une fonction F-harmonique sur N est alors une fonction qui s’écrit comme intégrale du noyau
k¥ contre une mesure finie de Borel a I'infini. La fonction ﬁo :Z2€N— mass(vf ) est un exemple de
fonction F-harmonique qui passe au quotient par I'action du groupe 71 (B) : nous prouverons dans
la suite que c’est la seule a multiplication par une constante pres. Une mesure F-harmonique pour le
feuilletage & est alors une mesure qui a une désintégration équivalente a Lebesgue dans les feuilles
de &, et dont les densités locales sont des fonctions F-harmoniques. L'existence de ces mesures n’est
a priori pas évidente, elle est conséquence du théoréme suivant :

Théoreme 6. Soit (I1, M, B, V, %) un fibré feuilleté ot B est une variété Riemannienne close et cour-
bée négativement, et V est une variété compacte. Supposons que les feuilles de & soient localement
isométriques a B. Soit F : T'B— R un potentiel Holder, et F : T'% — R un relevé. Alors il existe une
correspondance bijective entre mesures de Gibbs associées au potentiel F et mesures F-harmoniques.

La preuve de ce résultat nécessite les mémes ingrédients que celles des théoremes 2 et 3. En utili-
sant leur représentation intégrale, il s’agit de “dérouler” les densités des mesures F-harmoniques afin
de les remonter canoniquement au fibré unitaire tangent, puis, afin d’obtenir une mesure invariante
par le flot géodésique, de les reparamétrer dans les feuilles instables.

Un théoréeme a la Fatou. Afin de prouver que cette notion de F-harmonicité n’est pas si artificielle
qu’il n'y parait, et d’établir quelques liens avec la théorie du potentiel usuel, nous prouvons au cha-
pitre VI un théoréme de Fatou sur la convergence non-tangentielle des fonctions F-harmoniques.
L'énoncé est le suivant.

Théoréme 7. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son revétement
universel Riemannien. Soit F : T'B— R un potentiel Holder qui se releve en F : T' N —R. Soit enfin
h: N —R la fonction F-harmonique définie par la formule suivante :

h(z) = / k¥ (0,2;)dn (&),
N(o0)

oiL 1) est une mesure finie sur N(oo), qui admet la décomposition de Lebesgue suivante par rapport a
F

vE = fvE +ns, oil f est une fonction vE -intégrable, et est une mesure singuliére par rapport avk.
Alors:
1. pour vg -presque touté € N(oco), ona:
h(z)
ho(2)

lorsque z converge non-tangentiellement vers ¢ ;

- f&,

2. pourmns-presque tout € N(oco), ona:
h(z) — oo

lorsque z converge non-tangentiellement vers¢.

La preuve de ce théoréme requiert l'utilisation de techniques devenues incontournables dans
I'étude ergodique du flot géodésique, et qui tournent autour du lemme de I'ombre (voir le théoréme
6.3.5).
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5. RESULTATS D’UNICITE ET D’EQUIDISTRIBUTION

5 | Résultats d’unicité et d’équidistribution

Résultats d’'unicité. Nous pouvons alors donner une preuve du théoreme 1 qui unifie les trois cas
en prouvant le théoreme d’unicité suivant :

Théoréme 8. Soit (I, M, B,CP!, %) un fibré feuilleté projectif, dont la base B est une variété Rieman-
nienne close et courbée négativement, et dont les feuilles de & sont localement isométriques a B. Sup-
posons de plus qu'il n'y ait pas de mesure sur CP' qui soit invariante par holonomie. Alors pour tout
potentiel Holder F: B—R :

— il existe une unique mesure de Gibbs associée au potentiel F ;

— il existe une unique mesure F -harmonique pour le feuilletage & .

Moyennes pondérées de grandes boules. Depuis les travaux de Goodman-Plante [GPI], poursui-
vis par [AR, K2, Kn, Sc], il est devenu classique de s’intéresser a des limites de volumes, normalisés
par un cocycle, de grandes boules dans les feuilles d'un feuilletage. Nous nous intéressons aussi a
ce probléeme dans cette thése : par exemple, il est possible de voir, comme conséquence du théo-
réeme suivant, que sous les hypotheses du théoréme 8, il existe une unique mesure sur M s’écrivant
comme limite de volumes normalisés de grandes boules. De plus, cette mesure est I'unique mesure
0-harmonique (celle qui est associée au potentiel nul).

Plus généralement, lorsque F: T! B — R est un potentiel Holdérien, il est possible de considérer le

poids suivant :
z
/.7
o

ol l'intégrale est prise sur la géodésique dirigée de o vers z € N. Nous pouvons alors, lorsque x € M, et
proj, : (N, 0) —(Ly, x) estle revétement universel Riemannien de la feuille correspondante, considérer
la moyenne pondérée par le cocycle sur la boule centrée en x par :

(0, y)Lebi(o,r) ()
0 <" (0, y)dLeb(y) |

Nous pouvons alors énoncer le théoreme suivant :

xF(0,2) = exp

1k g = proj, * (

Théoréme 9. Soit (I1, M, B,CP', %) un fibré feuilleté projectif au dessus d’une variété Riemannienne
close et courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques a B. Supposons de plus
quil n'y ait pas de mesure sur CP' invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T' B— R un potentiel
Hélder dont la pression est positive. Alors, pour toutes suites (Xn)nen € MN et (R,) nen tendant vers
Uinfini, la suite de mesures pgm R, Converge vers l'unique mesure F-harmonique pour & .

Résultats d’équidistribution. Ilyaun autre point de vue que nous désirons explorer : c’est celui des
actions de groupes paramétrées par une métrique Riemannienne de courbure négative. Nous regar-
dons une action projective donnée par p : 71 (B) — PSL,(C), ou B est une variété Riemannienne close
courbée négativement. La métrique permet alors de mettre une fonction distance sur 7; (B) en po-
sant, pour le choix d'un point base o € N, et deux éléments y1,y2 € 71(B), d(y1,72) = dist(y10,72(0)).
Notons alors By la boule centrée en l'identité de rayon R pour cette distance. Nous pouvons alors
regarder les moyennes suivantes, avec x € CP! :

1

Or = m Z 5p(y)x,
R Y€BR
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ou mieux : si F : T' B — R est un potentiel Holder, nous pouvons considérer le poids sur 71 (B) donné
par xF = xF (o, Yo0), et regarder les moyennes pondérées suivantes :

1 F
= Y FPB i
e ) 27, 000

0 ER

Sous I'hypothese du théoréme 8, il n'ya qu'une mesure F-harmonique notée mp, et nous pouvons

la désintégrer dans les fibres, obtenant ainsi une famille de mesures (mg) yep dans les fibres V), ~

CP!. Nous pouvons alors prouver le théoréme suivant qui donne les mesures conditionnelles des
mesures F-harmoniques comme limites des moyennes pondérées définies plus haut :

Théoréme 10. Soit B une variété close courbée négativement, et p : my(B) — PSLy(C) une représen-
tation projective qui ne laisse invariante aucune mesure de probabilité sur CP'. Soit F: T'B—R un
potentiel Holder dont la pression est positive. Alors, lorsque p € B et x € V), la mesure O r converge vers
mg quand R croit indéfiniment.

6 | Discrétisation des mesures harmoniques

Mesures harmoniques, mesures stationnaires. Nous avons déja mentionné que lorsqu’un feuille-
tage est transverse a une fibration, ’holonomie est décrite par I'action d'un groupe sur la fibre. Il y a
alors deux notions de dynamique aléatoire : la premiere, sur le feuilletage, consiste a regarder la trans-
formation d’holonomie le long d'un chemin Brownien, et la seconde, sur le groupe, consiste a tirer
aléatoirement les éléments du groupe d’holonomie de facon indépendante et identiquement distri-
buée, et a regarder I'orbite aléatoire d'un point de la fibre.

Nous avons alors deux mesures qui décrivent chacune 'une des dynamiques aléatoires consi-
dérées : les mesures harmoniques pour le feuilletage, et les mesures stationnaires pour l'action du
groupe. Plus précisément si un groupe I', est muni d’'une mesure de probabilité u, et agit par homéo-
morphismes sur un espace compact X, on dit qu'une mesure de probabilité v sur X est y-stationnaire
si:

V=) upy*v.
yer
L'existence de mesures stationnaires découle d'un argument classique a la Krylov-Bogolubov, lorsque
I’espace X est compact.

Puisque I'étude des mesures stationnaires pour les actions de groupes est assez bien développée
depuis les travaux de Furstenberg [Ful], et qu’en particulier, nous avons des criteres explicites pour
l'uinicité de mesures stationnaires pour des actions projectives (voir les travaux de Guivarc’h-Raugi
[GR]), il a paru naturel d’établir une correspondance bijective entre mesures harmoniques et mesures
stationnaires. Nous prouvons donc au chapitre 3 le théoreme suivant :

Théoréme 11. Soit B une variété Riemannienne de classe C*, de volume fini et a géométrie bornée.
Alors il existe une mesure de probabilité u sur 1 (B) de support total, telle que pour toute variété com-
pacte V et toute représentation p : w1 (B) — Diff(V), il y ait une correspondance bijective entre les me-
sures harmoniques pour le feuilletage suspension paramétré par la métrique de la base, et les mesures
u-stationnaires sur V. pour l'action définie par p.
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6. DISCRETISATION DES MESURES HARMONIQUES

Plus précisément, une mesure harmonique pour un tel feuilletage se projette sur la mesure de
Lebesgue, et nous pouvons donc la désintégrer dans les fibre par rapport a la mesure de Lebesgue.
Nous prouvons alors qu'une mesure est harmonique pour le feuilletage suspension si et seulement si
ses mesures conditionnelles dans les fibres sont stationnaires pour I'action du groupe d’holonomie.
Notons que I'existence d’'une mesure harmonique dans le cas ol la base est non compacte ne suit
pas directement du théoreme de Garnett, mais découle du théoreme précédent grace a l'existence
systématique de mesures stationnaires. La mesure u est la mesure qui provient de la discrétisation du
mouvement Brownien sur le revétement universel de B : nous renvoyons aux travaux de Furstenberg
[Fu2], Lyons-Sullivan [LS], et Ballmann-Ledrappier [BaL]. Nous déduisons des travaux de Guivarc’h-
Raugi le résultat d’unicité suivant :

Théoréme 12. Soitd =2 et p: m1(B)— PSL;(C) une représentation projective oii l'on suppose que la
base B vérifie l'une des conditions suivantes :

— B est une variété Riemannienne close et courbée négativement;

— B est une surface Riemannienne d’aire finie, de géométrie bornée et dont la courbure est pincée

entre deux constantes négatives.

Supposons que la représentation p soit contractante, fortement irréductible, et, dans le second cas,
qu’elle soit de plus parabolique. Alors le feuilletage obtenu par suspension de p possede une unique
mesure harmonique.

Les termes précis “contractant”, “fortement irréductible”, et “parabolique” seront définis au cha-
pitre I1I. Mentionnons juste que lorsqu’une représentation dans PSL,(C) ne préserve aucune mesure
de probabilité, alors elle est contractante et irréductible.

Nous proposons également au chapitre III une variation autour de ce theme. Que se passe-t-il
si la base ne parametre plus les feuilles 2 Dans ce cas ou les feuilles sont paramétrées par la base, la
probabilité de tirer tel ou tel élément du groupe d’holonomie ne dépend pas de I'endroit ou I'on se
trouve dans la fibre, mais juste de la structure Riemannienne de la base. Dans le cas contraire, nous
pouvons toujours jouer le jeu de la discrétisation du Brownien, mais ce jeu se fait feuille a feuille.
En d’autres termes, la discrétisation du mouvement Brownien dans les feuilles donne également,
étant donné un point de la fibre, une probabilité de tirer tel ou tel élément du groupe d’holonomie.
Mais cette probabilité dépend de I'’endroit ol1 I'on se trouve dans la feuille. Nous ne tirons plus nos
éléments du groupe de facon indépendante et identiquement distribuée, mais en suivant une chaine
de Markov.

Théoreme 13. Soit (I1, M, B, V,%) un fibré feuilleté, muni d'une métrique feuilletée variant continii-
ment avec le parametre transverse. Alors il existe une chaine de Markov caractérisée par un noyau de
transition P = (P(x,.)) xev, olt chaque P(x,.) est une mesure de probabilité de support total sur n1(B),
telle qu'il y ait une correspondance bijective entre les mesures harmoniques pour & et les mesures de
probabilité sur la fibre qui sont P-stationnaires.

Nous avons décidé d’inclure ce théoréme dans cette thése car il fournit un cadre géométrique
ou les travaux de Guivarc’h sur les produits de matrices dirigés par une chaine de Markov (voir par
exemple [Gu]), apparaissent trés naturellement et devraient pouvoir s’appliquer. En revanche, ces
travaux requierent une hypothese de continuité du noyau de transition : ce que nous n’obtenons pas,
et c’'est la raison pour laquelle nous n'énoncons pas de résultats d'unicité, lorsque la base ne para-
metre pas les feuilles. Prouver la continuité du noyau de transition viendrait a répondre a la question
suivante, qui semble raisonnable, et qui fera I'objet de recherches futures :
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Question. Est-il possible de discrétiser le mouvement Brownien sur une variété Riemannienne com-
plete a géométrie bornée de facon a obtenir des poids qui varient continiment avec la métrique ?

7 | Exposant de Lyapunov et dimension de Hausdorff trans-
verses dans le cas fuchsien.

Lorsque g et g» sont deux métriques hyperboliques sur une méme surface de Riemann com-
pacte de genre = 2, il est toujours possible d’associer un feuilletage transverse a un fibré en spheres a
ce couple de métriques. En effet, ces métriques peuvent étre uniformisées par deux copies de 71 (B),
dans le groupe d’isométries directe du disque de Poincaré D, I'; = I';. Nous obtenons ainsi un isomor-
phisme p: 11 (X) =Ty < PSLy(C), ol nous munissons X de la métrique g;.

Nous avons alors, associé a ce couple de métriques hyperboliques, une correspondance au bord
h : Soo — Soo qui conjugue les actions de I'y et I'; sur le cercle a l'infini Sy,. En identifiant de ma-
niére équivariante T'D a 'ensemble des triplets orientés (pour I'ordre trigonométrique) sur Seo, nOus
voyons que cette correspondance nous permet de définir une équivalence orbitale du flot géodé-
sique, qui, par ergodicité de la mesure de Liouville, vient avec un reparamétrage moyen A (voir le
dernier chapitre pour plus de précisions). Un résultat de Mostow dit que la correspondance au bord
h est absolument continue si et seulement si c’est une homographie, et dans ce cas, les métriques g;
et go représentent le méme point dans I'espace de Teichmiiller. De méme, un résultat de Thurston,
énoncé dans [W], dit que ce reparamétrage moyen A est = 1 avec égalité si et seulement si les mé-
triques représentent le méme point dans I'espace de Teichmiiller. Nous proposons alors une preuve
géométrique élémentaire du théoréme suivant :

Théoreéme 14. Soit g) et g, deux métriques hyperboliques sur la méme surface de Riemann compacte
2. Soith: Soo — Soo la correspondance au bord associée, et A le reparamétrage moyen du flot géodésique.
Alors nous avons :

HD[h * (dO)] = %,

HD représentant la dimension de Hausdorff de la mesure. En particulier, lorsque g, et g» sont diffé-
rentes, on aHD[h * (dO)] < 1.

Ce théoréme nous permet de prouver la résultat suivant concernant le feuilletage suspension :

Théoreme 15. Soit g et g» deux métriques hyperboliques sur une surface de Riemann compacte . Le
fibré feuilleté obtenu par suspension de l'isomorphisme entre les groupes uniformisants p : 'y —T', <
PSL,(C) est noté (11, M, Z,CP', F). Alors :
— lexposant de Lyapunov transverse du flot géodésique pour la mesure SRB est égal a I'opposé du
reparamétrage moyen —A ;
— la dimension transverse de la mesure harmonique est donnée par A~ ;
— en conséquence, nous avons la formule suivante :

1=(dimension transverse de la mesure harmonique)x |exposant de Lyapunov transverse de la mesure
SRH.

Cette formule n’est pas anodine. Elle suggere qu’il y a alors une quantité invariante qui ne dépend
que de la dynamique de la représentation choisie, et que nous soupgonnons étre ’entropie transverse
du flot géodésique feuilletée. Nous espérons pourvoir établir des liens plus précis entre entropie et
mesures de Gibbs.



8. PLAN DE LA THESE

8 | Plan de la these

Cette these est découpée en huit chapitres. Dans un premier chapitre, nous présentons les outils
dont nous nous servirons tout au long de cette thése : géométrie a courbure négative, flots d’Anosov
et partitions de Markov, feuilletages, mesures transverses, désintégration et mesures harmoniques.

Le deuxieme chapitre est dédié al’étude des états de Gibbs pour les flots d’Anosov. En particulier,
nous montrons comment utiliser une construction a la Margulis pour obtenir la structure de pro-
duit local des états de Gibbs. Ce résultat est sans doute folklorique, mais d'une part, nous n’en avons
pas trouvé trace dans la littérature, d’autre part, nous avons I’espoir que cette construction puisse
s’adapter a des situations ot on n’a pas de description symbolique claire de la dynamique (hyperbo-
licité partielle ou feuilletée), et enfin, le rappel de la construction de Margulis est un prétexte pour
prouver le théoreme suivant :

Théoréme 16. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement mé-
langeant et de classe C> ¢, : B— B. Supposons qu'en restriction & une feuille instable, la densité de
l'unique état de u-Gibbs de @ soit bornée. Alors l'état de u-Gibbs coincide avec la mesure de Bowen-
Margulis.

Le troisieme chapitre est dédié a la discrétisation des mesures harmoniques : on y prouve les théo-
remes 11,12 et 13.

Le quatrieme chapitre est consacré au lien entre mesures harmoniques et mesures de H-Gibbs.
Nous traitons a part le cas des feuilletages par surfaces hyperboliques, donnant ainsi une preuve
simple et courte du théoreme de Bakhtin-Martinez, puis nous définissons les mesures de H-Gibbs,
prouvons leur existence, puis le théoreme 2.

Nous exposons au cinquieme chapitre la théorie de I’ hyperbolicité feuilletée de [BGM], étudions
les mesures de u-Gibbs, et prouvons le théoreme 4. Nous y développons aussi la notion de mesure
¢"-harmonique, prouvons le théoréme 3, et en déduisons des théoréemes de base sur ces mesures
comme leur décomposition ergodique. Enfin, nous généralisons un résultat de Matsumoto en prou-
vant le théoréme 5.

Dans le sixieme chapitre, nous développons la notion de mesures de Gibbs pour les flots hyperbo-
liques feuilletés obtenus en remontant un flot d’Anosov aux feuilles d'un feuilletage suspension. Nous
développons également la notion de fonction et de mesure F-harmoniques pour des fibrés feuilletés
au dessus d'une base négativement courbées. Nous montrons I'équivalence de ces notions dans ce
cadre : c’est 'objet du théoreme 6. Nous poursuivons ensuite 1'étude des fonctions F-harmoniques
en prouvant notre théoreme a la Fatou (le théoreme 7).

Lobjet du septieme chapitre est la preuve des résultats d'unicité dans le cadre des fibré feuilletés
au dessus d'une base portant un flot d’Anosov : nous y prouvons notamment un résultat d'unique
ergodicité pour les feuilletages stables et instables du flot hyperbolique feuilleté. Nous prouvons en
particulier le théoreme 8, dont nous donnons des preuves plus simples dans le cadre des états de
u-Gibbs (en utilisant les résultats du quatriéme chapitre), ainsi que dans celui des mesures harmo-
niques (en utilisant un principe de la moyenne pour les mesures conditionnelles des mesures har-
moniques pour les fibrés feuilletés : voir le lemme 7.1.23). Nous prouvons également le théoréme 9
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sur les limites des moyennes pondérées de grands disques, ainsi que le résultat d’équidistribution
(théoreme 10).

Enfin, au dernier chapitre, nous étudions I'exemple particulier des représentations fuchsiennes
et quasi-fuchsiennes. Ce seral'occasion de prouver des résultats de géométrie hyperbolique élemen-
taires de fagon a démontrer le théoréme 14. En analysant la dynamique du flot géodésique feuilleté
dans le cas fuchsien, nous en déduirons le théoréme 15. Finalement, nous y prouvons la derniere
partie du théoreme 1.
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1. GEOMETRIE A COURBURE NEGATIVE

1| Géométrie a courbure négative

1.1 — Variétés a courbure pincée

Dans la suite, N désignera une variété connexe et simplement connexe de classe C*, et de di-
mension d = 2. Nous supposons que la courbure sectionnelle de N est partout pincée entre deux
constantes négatives —b? < —a?.

Dans toute cette these, par variété close, nous entendrons une variété connexe, compacte, sans

bord et de classe C*°.

La spheére a l'infini. Par un théoreme d’'Hadamard, N est difféomorphe a une boule de dimension
d, et peut étre compactifiée en ajoutant une sphere topologique de dimension (d — 1). Cette sphere,
notée dans la suite N(oco), est la classe d’équivalence des rayons géodésiques pour la relation “rester a
distance bornée” (une telle classe est appelée classe asymptotique). Puisque la courbure sectionnelle
a une borne supérieure négative, deux rayons géodésiques étant dans la méme classe asymptotique
convergent exponentiellement vite.

Nous noterons dans la suite T' N le fibré unitaire tangent a N, c’est-a-dire I'ensemble des vecteurs
unitaires tangents & N. Pour un point base o € N, T} N désigne la fibre unitaire tangente a o. C’est na-
turellement une sphere (d —1)-dimensionnelle, munie d'une distance angulaire notée Z,. Un vecteur
v e T'N détermine une unique géodésique paramétrée par longueur d’arc que nous noterons c, : ses
deux extrémités dans N (oco) seront notées ¢, (—oo) et ¢, (o).

Nous noterons 7, : T(}N — N(oc0) la projection qui associe a tout vecteur unnitaire v basé en o
I'extrémité c,(—o0). Nous faisons ce choix d’identification car nous nous intéresserons a une trivia-
lisation du feuilletage centre-instable du flot géodésique, et non a une trivialisation du feuilletage
centre-stable.

Les applications 7 ;" o7, : TIN— T(},N sont des applications Holder pour les métriques angulaires
correspondantes. Ainsi, il existe une famille de distances angulaires sur N(co), que nous noterons en-
core de facon abusive (£;) ;e n, et qui définissent une structure de Holder sur N(oco) (voir par exemple
[AS] pour tout ceci).

1

Topologie conique et convergence non-tangentielle. Lensemble N = N U N(co) est muni d'une
topologie naturelle appelée la fopologie conique : nous la décrivons ici. Le céne autour d'un vecteur
unitaire v basé en un point o, et d’angle 0 est défini comme :

Co(1,0) ={x € N|ZLy(v,vox) <0},

ol v,y est le vecteur basé en o qui pointe vers x. Les cones tronqués sont définis par T,(v,0,R) =
Co(v,0) \ B(o,R) ou1 B(0, R) est la boule géodésique centrée en o et de rayon R > 0. Les boules géodé-
siques, et les cones tronqués engendrent une topologie sur N, appelée topologie conique, et devient
ainsi homéomorphe a une boule d-dimensionelle fermée.

Pour tout ¢ € N(00), et tout rayon géodésique ¢ pointant vers ¢, nous définissons un céne non-
tangentiel en { comme un R-voisinage de ¢ pour un certain R > 0. Nous disons que ¢ est la limite
non-tangentielle d'une suite (x;);en de points de N, si x; converge vers ¢ dans la topologie conique,
tout en restant dans un cone non-tangentiel. Puisque deux rayons géodésiques restant dans la méme
classe asymptotique converge exponentiellement vite, la notion de limite non-tangentielle ne dépend
pas du choix particulier d'un rayon géodésique dans cette classe.

2
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Laction des isométries a Pinfini. Le groupe des isométries Isom (N) agit sur T' N par les différen-
tielles. Via les identifications 7 : Tle — N(o00), nous en déduisons une action naturelle de Isom (V)
sur la sphere N(oo).

Cocycle de Busemann et horosphéres. Pour ¢ € N(oco), nous définissons le cocycle de Busemann
comme :

Be(y,2) = tlim dist(c(1), z) — dist(c(?), y),

ol ¢ est n'importe quel rayon géodésique paramétré par longueur d’arc convergeant vers ¢£. Il est
prouvé dans [HI] que, lorsque ¢ est fixé, ces fonctions sont C? (les auteurs attribuent ce résultat a
Eberlein). Nous avons clairement f¢(x,x) = 0 pour tout x € N, ainsi que les relations de cocycles
suivantes pour x, ¥,z € N et ¢ € N(oco) :

Be(x,y) + Be(y,2) = Pe(x, 2). (1.1.1)

Les horospheres sont par définition les niveaux de ce cocycles. Plus précisément, nous disons que x
appartient a I’horosphére centrée en ¢ et passant par o, que nous notons He(0), si f¢(0,x) = 0 (bien
str, par définition du cocycle de Busemann, cette relation est transitive). Ces variétés sont alors de
classe C?.

1.2 - Théoremes de comparaison

Triangle de comparaison. La courbure de N est pincée entre deux constantes négatives : un bon
outil pour effectuer des estimées géométriques est la comparaison avec les modeles de courbure
constante. Nous notons, lorsque x < 0, Ny ’espace complet, connexe et simplement connexe a cour-
bure sectionnelle constante égale a x.

Un triangle géodésique (ou simplement triangle lorsqu’il n'y a pas d’ambigiiité) consiste en un
choix de trois points z, 2y, z3, ainsi que des trois rayons géodésiques reliant ces trois sommets. Soit
A un tel triangle. Un triangle de comparaison dans la géométrie N est un triangle A dont les som-
mets z1, 2, Z3 vérifient dist(Z;, Z;) = dist(z;, z;) pour i # j. Il est a noter que dans I'espace a courbure
constante, un tel triangle de comparaison est unique a isométrie pres.

Un point X € [Z;, Z;] est appelé point de comparaison pour x € [z;, z;] si dist(%, Z;) = dist(x, z;).

Borne supérieure de la courbure et inégalités CAT. Pour les inégalités CAT(-a?), c’est-a-dire la
comparaison avec la géométrie de courbure sectionnelle supérieure, nous renvoyons le lecteur a
[BH].

Theoréme 1.1.1 (Inégalité CAT). Soit N une variété connexe et simplement connexe de classe C*, et
de courbure sectionnelle < —a?. Alors pour tout triangle géodésique A(z1, 22, z3), il existe un triangle de
comparaison A(zy, z2, z3) dans N_ 2 tels que pour tous x, y € A, et si X, j sont des points de comparaison,
onait:

dist(x, y) < dist(x, ).

De plus si ay, az, as désignent les angles de A, et a1, @2, d3, ceux de qui correspondent, on a :
a;<a; i=1,2,3.

Nous en déduisons la caractérisation suivante :
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Corollaire 1.1.2. Supposons les hypotheses du théoréme précédent. Soit z1,z3,23 € N, et 21,22,23 €
N_, tels que :
— dist(z1, zp) = dist(z1, z2) 5
— dist(z, z3) = dist(z1, z3) ;
- Z22123 = 22125
Alors nous avons :
dist(zy, z3) < dist(zy, z3).

Borne inférieure de la courbure et théoreme de Topogonov. Pour le théoreme de Topogonov, c’est-
a-dire la comparaison avec la géométrie de courbure sectionnelle inférieure, nous renvoyons a [CE].

Theoréme 1.1.3 (Topogonov). Soit N une variété connexe et simplement connexe de classe C*°, et
de courbure sectionnelle = —b?. Alors pour tout triangle géodésique A(z1, 2o, z3), il existe un triangle de
comparaison A(Z1, zz, z3) dans N_jp tels que pour tous x, y € A, et si X, y sont des points de comparaison,
on ait:

dist(x, y) = dist(, ).

De plus si ay, az, as désignent les angles de A, et &1, @2, d3, ceux de A qui correspondent, on a:
a;=a; i=1,2,3.
Nous en déduisons la caractérisation suivante :

Corollaire 1.1.4. Supposons les hypotheses du théoreme précédent. Soit zy,2p,23 € N, et Z1,2,23 €
N_yp2 tels que:
— dist(z1, zp) = dist(z1, z2) ;
— dist(z, z3) = dist(z1, z3) 5
- 222123 = 521 5.
Alors nous avons :
dist(zy, z3) = dist(zy, z3).

1.3 - Le flot géodésique

Flot géodésique et feuilletages invariants. Un vecteur unitaire v € T' N détermine une unique géo-
désique. En poussant ce vecteur le long de cette géodésique a vitesse unité pendant un temps #, nous
définissons une correspondance G,(v). Cela définit un flot sur T'N que 'on appelle le flot géodé-
sique.

Nous rappelons qu’il y a un volume invariant par le flot géodésique, que I'on appelle la mesure de
Liouville, et qui vient d’'une structure de contact naturelle sur T!N.

11 est bien connu, puisque la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives
—b? < —a? <0, qu'il existe deux sous fibrés continus E¥ et E* de TT' N qui vérifient les propriétés
suivantes :

a _ b _ )
Ee b vl < IDG, (vl < = e~ vl sivieESett>0
a

a b .
Ee_btllvull <IDG_;(v)l| < —e *||v,ll siv,eE%ett>0.
a
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Ces sous-fibrés E° et E" sont, respectivement, tangents aux horospheres munies du champ de
vecteur orthogonal rentrant (resp. sortant). Nous avons alors deux feuilletages, W* et W" tangents a
aux fibrés qui sont invariants par le flot, et dont les feuilles sont déterminées dynamiquement par :

weWs(v) [lim dist(G;(v), G;(w)) =0,

weW4(v) tlirn dist(G_;(v), G_(w)) =0,
— 00

Ily a une involution :: T'N — T!N, v — —v qui échange variétés stables et variété instables.

Les variétés centre-stables et centre-instables sont par définition les saturés des variétés stables et
instables dans la direction du flot. Elles forment deux feuilletages, notés # ¢ et # €%, que I'on appelle
les feuilletages centre-stable et centre-instable.

Identification équivariante. Nous avons vu qu'il existe une identification naturelle entre fibres uni-
taires tangentes et sphére a I'infini qui envoie tout vecteur unitaire sur la limite en —oco de la géodé-
sique qu’il détermine. Nous avons ainsi une identification T'N = N x N(oco) qui :

— conjugue l'action de Isom (N) sur T' N par différentielle a 'action diagonale de Isom (N) sur

N x N(oc0);

— trivialise le feuilletage centre-instable.

Dans ce contexte, N x {{} est identifé a une feuille centre-instable, et doit étre pensée comme
union de toutes les horospheres centrées en . Si 0 € N, et ¢ € co, nous pouvons rabattre la sphere a
I'infini (moins ¢) sur I'horospheére H; (o) en considérant 'application :

T(o,¢) : N(00) \ {{} — H; (0)

qui associe au point 77 € N(oo) \ {¢} I'intersection de 'unique géodésique reliant ¢ et g avec H (o).

2 | Flots d’Anosov et partitions de Markov

2.1 — Flots d’Anosov.

Soit B une variété Riemannienne close. Un flot d’Anosov sur B est un flot, que nous supposerons
toujours de classe C?, ¢, : B— B dont la différentielle laisse invariante une décomposition continue
du fibré tangent :

TM=E'®E‘e®EY,

ol E€ représente la direction du flot, et E® et E¥, que 'on appelle les fibrés stable et instable, sont res-
pectivement uniformément contracté et dilaté par le différentielle du flot. Plus précisément, il existe
des constantes uniformes C,Cy, >0, x,, >0, x5 <0 telles que :

Do ,(vy)|| < Cses||v sivieESett>0
{n @1 (V9| < Cse'Xs| v s (122)

ID@— (v < Cue™ullvyll sivyeE¥ett>0
1l est maintenant classique, (voir [An, HPS]) que les fibrés E°“ = E€ & E%, E°* = E° ® E®, E" et E® sont
uniquement intégrables. Les variétés intégrales sont alors, comme le flot, de classe C?, et forment

des feuilletages de B notés respectivement # %, # ¢S, " et #'° qui sont invariants par le flot, et que
I'on nomme respectivement feuilletages centre-instable, centre-stable, fortement instable et fortement
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stable (en pratique nous appellerons les deux derniers feuilletages tout simplement instable et stable).
Pour x € M, les feuilles stables et instables ont la signification dynamique suivante :

W?(p) = {q € M| lim_dist(¢:(p), ¢:(q)) = 0},
W (p) = {q € M| lim dist(¢-;(p), p-+(q)) = 0}.

Notation. Dans le cas particulier des applications d’holonomie le long des feuilletages invariants,
nous adopterons la notation suivante :
*
holTl_,T2

ol * = cu, cs, u, s, et Ty, T, sont des petites sections transverses a # *. Cette application est alors défi-
nie sur un petit ouvert relativement compact S; < T7. Lorsque T; et T, sont des trasnversales incluses
dans 'un des feuilletages invariant, nous noterons aussi souvent :

*
h01p1—>p2'

ol p1, et p, appartiennent a la méme feuille de # *.

Les feuilletages invariants sont absolument continus dans le sens que leurs transformations d’ho-
lonomie préservent la classe de Lebesgue.

Nous montrerons un intérét tout particulier aux flots d’Anosov qui admettent une orbite dense :
ce sont ceux que I'on appelle transitifs. I y al’alternative suivante diie a Plante pour les flots d’Anosov
transitifs [P11] :

1. soit les deux feuilletages #'° et #'* sont minimaux (les feuilles stables et instables sont toutes
denses dans B), et le flot est alors topologiquement mélangeant, c’est-a-dire que pour tout
couple d’ouverts non vide U et V, il y a un temps T tel que lorsque ¢ = T les deux ouverts
@:(U) et V s'intersectent;

2. oules deux fibrés E° et E* sont simultanément intégrables (W * et " sous-feuilletent un méme
feuilletage) et le flot est obtenu par suspension (modulo un changement d’échelle temporelle
par un facteur constant) d'un difféomorphisme d’Anosov.

Le premier cas est plus intéressant pour nous, ainsi dans toute la suite, ¢ : B— B sera un flot
d’Anosov topologiquement mélangeant : ses feuilletages stable instable sont minimaux.

Exemple. Par ce qui précede, le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent 7' B d'une variété Rie-
mannienne close B qui est courbée négativement est un flot d’Anosov topologiquement mélangeant
(les sous-fibrés E* et E“ engendrent une structure de contact, et ne sont donc pas simultanément
intégrables).

2.2 — Partitions de Markov

Rectangles. Nousaurons besoin de partitions de Markov pour un tel flot d’Anosov topologiquement
mélangeant ¢, (méme si nous notons que la transitivité est suffisante pour I'existence d'une partition
de Markov). Nous suivrons les étapes de la construction de Bowen et Ratner qui ont réussi en premier
a prouver leur existence dans un contexte général dans les années 1970 (voir [Bol, Ra]).

Pour un petit ¢, les variétés invariantes locales de tailles ¢ d'un point p, notées W} (p) pour
* = s, U, cs ou cu, sont définies comme la composante connexe de l'intersection B(p,e) N W* (p) qui
contient p.
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Proposition 1.2.1. [l existe des nombres positifs 0 < § <y < 26 tels que si p et q sont a distance au
plusvy, alors la variété instable locale de p et la variété centre-stable locale de q de taille § s’intersectent
transversalement en un unique point noté [p, ql :

Wi (p) h Wy'(q) = {[p, q1}.

Quand A* c W;(p), [A%, A] est définie comme I'image de A% x A®S par le crochet [., .].

Remarque. Lastructure de produitlocal entraine que lorsque ¢; est topologiquement mélangeant,
alors une feuille instable (resp. une feuille stable) rencontre toute variété centre-stable (resp. centre-
instable) locale de taille arbitrairement petite.

Définition 1.2.2. Un rectangle R de B est un ensemble R = [A%, A] ot A* < WY* (p), pour un certain
point p et x = u ou s, a un intérieur non vide, et est l'adhérence de son intérieur.

Remarque. Unrectangle R est topologiquement transverse au flot dans le sens qu'’il existe un nombre
a>0telque RNp,q(R) = 2.

Définition 1.2.3. Une famille finie de rectangles Z = (R;) i1 Sera appelée complete de taille « si l'union
des R; intersecte chaque orbite positive, et si pour touti # j, ¢o,a)(R;)) NRj = @.

Nous introduisons la notation suivante : si R = [A%, A®] est un rectangle avec A* ¢ WY* (p) (x=u
ou s), et q1, g2 € R;, nous notons A%(q;) = [A%, q1] et AS(C]g) = [qg,AS]. Remarquons alors que nous
avons toujours A%(g;) c W*(q), alors que A*(g2) ne sera pas inclus dans W*(q,) puisque #5 et #'“
ne sont pas supposés simultanément intégrables.

Pour un systeme complet de rectangles &, nous pouvons (par compacité de B) associer a p € B le
plus petit £ > 0 pour lequel ¢(p) € UR;. Nous définissons ainsi le temps de premier retour r(p), ainsi
que l'application de premier retour T (p). Ces fonctions sont continues sur :

€ = {pEBlTk(p) EUIntRi pour tout k € Z}, (1.2.3)

qui est un ensemble résiduel et donc, est dense par le théoreme de Baire.
Associée a un tel systeme complet de rectangles, il y a toujours une décomposition de B comme
union de cubes:

Ci= U @wrpnp. (1.2.4)
PER;

De plus, nous pouvons considérer les cubes ouverts:

Ci= U oormm. (1.2.5)
pelntR;

Remarquons que si ¢’ est I'union de toutes les orbites passant par les C; \ C;', nous avons 6 = B\ 6’
(ces deux ensembles sont invariants par le flot).

Propriété de Markov. Pour un systeme complet de rectangles %, et deux indices i et j nous consi-
dérons R;j = IntR; n T~ (IntR;).

Définition 1.2.4. Un systeme complet de rectangles Z# vérifie la propriété de Markov si pour tous i et j
tels que Rij £Q,etpe Rij, nous avons :

Af(p) CAthij,
A;‘(T(p)) cAdh T(R;j).
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Définition 1.2.5. Une partition de Markov est une famille de cubes (C;) jc; associée a un systeme com-
plet de rectangles (R;) i1 vérifiant la propriété de Markov.
Les ensembles A} (p), pour p € C?, i € I seront appelés plaques markoviennes instables.

Bowen et Ratner ont prouvé (voir [Bol, Ra]) I'existence de systemes complets de rectangles avec
la propriété de Markov et de taille arbitrairement petite. Nous aurons besoin de la version suivante de
ce théoreme d’existence donnée dans [BGV].

Theoréme 1.2.6 (Existence de partitions de Markov). Soit % = (Uj)je; un recouvrement ouvert de
B. Alors il existe une partition de Markov adaptée, c'est-a-dire un systeme complet de rectangles % =
(Ri)ie1 avec la propriété de Markov tel qu'il existe deux fonctions «, B : I — J vérifiant pour toutie I :

L. CicUagy;
2. pour tout p € Ci, pr(p)(p) € Upy).

De plus I'ensemble € est a la fois un Gs dense, et a une mesure pleine pour toute mesure de probabilité
ergodique pour @, positive sur les ouverts.

Remarque. Si (C;);c; est une partition de Markov, I'intersection de deux cubes est soit vide, soit
incluse dans leurs bords. Ainsi, la derniére assertion entraine-t-elle que cette décomposition est une
partition mesurable modulo zéropour toute mesure invariante ergodique positive sur les ouverts.

3 | Feuilletages et holonomie

3.1 - Feuilletages

Définition. Nous dirons qu'une variété M de dimension k posséde un feuilletage C", r = 1, et de
dimension d = 1, si elle est munie d'un atlas localement fini of = (Uj, $;);e; consistant d’homéo-
morphismes locaux ¢; : U; — P; x T; ou P; et T; sont des cubes de dimensions respectives d et k —d
de sorte que les changements de cartes suivants soient des difffomorphismes de classe C’, et de la
forme :

pjod; (2.0 ={ij(z 0,71, (1.3.6)

ol (z,t) e (,bl'(Ui n Uj).

Les ensembles gbi_l(P,- x {t}) sont appelées les plaques. Les changements de cartes ayant cette
forme tres particuliére, nous pouvons recoller les plaques les unes avec les autres, obtenant ainsi une
partition de M par des sous-variétés immergées : ce sont les feuilles de &. Nous noterons souvent
(P;(x)) xeu,, la collection des plaques de incluse dans la carte Uj, i € I, et, sauf mention du contraire,
nous identifierons toujours abusivement les transversales T; avec leurs préimages gbl.‘l ({z;} x T;) pour
un choix de z;. Une telle collection consiste de sous-variétés locales plongées transverses aux feuilles
et dont 'union rencontre toute feuille : nous I'appellerons un systéme complet de transversales.

Nous serons également intéressés a certains feuilletages continus venant de la dynamique. Mais
nous avons besoin de raffiner quelque peu la définition. Les feuilletages C° qui nous intéressent se-
ront supposés tangents a un champ de plans continu et intégrable. Notons que plusieurs feuilletages
peuvent étre tangents a un méme champ de plans si celui-ci n’est supposé que continu.

Nous aurons besoin dans la suite de considérer les deux types de feuilletages. Pour alléger la pré-
sentation, lorsque nous considererons (M, %) une variété close feuilletée, nous entendrons une va-
riété close munie d'un feuilletage C*°.
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Holonomie. Soit M une variété close feuilletée munie d’'un feuilletage & qui peut étre lisse, ou
seulement tangent a un champ de plans continu. Un atlas feuilleté of = (U;,¢;);c; de M sera appelé
un bon atlas si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. sideux plaques s’intersectent, leur intersection est connexe;

2. si deux cartes U; et U; s’intersectent, alors Adh(U; n U;) est inclus dans une carte feuilletée :
une plaque de U; intersecte au plus une plaque de Uj;.

Nous pouvons définir la transversale complete 9 comme 'union des T;. Rappelons qu’en géné-
ral, nous identifions T; et une transversale locale (/)l.‘l({z,-} x Tj;), de sorte que nous pouvons voir les
points de 9~ comme des points de la variété ambiente M. Les applications de transitions 7;; en-
gendrent un pseudogroupe % d’homéomorphismes locaux de 9 (de difféomorphismes C" locaux si
le feuilletage est supposé C"). C’est le pseudogroupe d’holonomie de . Notons que ce pseudogroupe
est symétrique puisque nous avons Tl._jl = 7j;. Rappelons les axiomes requis dans la définition d'un
pseudogroupe &2 agissant sur J . C’est une famille d’homéomorphismes locaux 7 : dom(z) — but(z),
ol dom(7) désigne le domaine de 7, et but(r), son but : ce sont deux petits ouverts de 9. Nous de-

mandons :
1. la stabilité par composition : si 11,72 € 2, et si dom(r; 0 72) = dom(z2) N 72_1 (dom(t7)) est non
vide, alors 1107, € &2;
2. la stabilité par inversion: sit € 2, alors T~' :dom(r 1) = but(r) — but(zr™!) = dom() est encore
dans & ;

3. la stabilité par restriction : si T € 22, et U cdom(7) est un ouvert, alors 7y € 22 ;

4. la stabilité par union: si 1 : dom(r) —but(r) est un homéomorphisme local, et s’il y a un recou-
vrement par des ouverts (V;) je; de dom(7) tels que pour tout j € J, 7jy; € 2, alors T € 2.

5. L'application Identité I — 39 est dans &2 (cela revient essentiellement a dire, par ce qui pré-
cede, que tout point de 9~ appartient au domaine d'un élément de &?).

Nous pouvons alors définir la transformation d’holonomie le long d’'un chemin. Si c: [0,1] - M
est un chemin tangent a une feuille de &, et si T; et T; sont des petites sous-variétés transverses
& contenant c(0) and ¢(1) dans leur intérieur, alors il existe des petits voisinages S; < T; et S; < T;
de ¢(0) et c(1) respectivement tel que tout point de S; puisse étre envoyé sur S; en suivant ¢ le long
des feuilles voisines. Plus précisément, considérons une chaine de cartes recouvrant c, par exemple
Uiy, ..., Uj,. Alors 7. est défini comme la composition 7;,_,; ©...0T;,, définie sur un petit voisinage
ouvert de ¢(0) dans T; . Le germe de 7. : S; — Sj ne dépend ni du choix particulier de ¢ ni du choix de
la chaine de cartes feuilletées, mais seulement de la classe d’homotopie de c.

3.2 — Fibrés feuilletés

Définition. Soit B et V deux variétés différentiables connexes. Considérons un fibré localement tri-
vial (nous omettrons cette précision dans la suite pour simplifier la présentation) I1 : M — B de base
B, et de fibre V. Cela signifie que IT est une submersion dont toutes les fibres V), = 1~ (p) sont dif-
féomorphes a V, et tel qu'il existe un atlas localement fini de B, noté (U;, ¢;) e, qui trivialise le fibré.
C’est-a-dire que le diagramme suivant commute :

n'wy -2~ uixv,

nl lprl

Ui U;
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et que les changements de coordonnées sont de la forme ¢ o gbl.‘l(p,x) =(p1ij(p)(x), pe U;nUj,
xeV,ou
Tij: U;n U]' — Diff(V).

Lensemble {7;;(p)li, j € I, p € U;nU;} engendre un sous-groupe G < Diff(V) qui est appelé groupe
structural de la fibration. Si de plus le groupe G est discret, c’est-a-dire si les 7;; sont localement
constants, on dit que le fibré est plat.

C’est équivalent au fait que le fibré admette une connexion plate, c’est-a-dire un champ de plans
intégrable et transverse aux fibres. Il existe alors un feuilletage & dont les feuilles sont des revéte-
ments de la base B, et sont transverses aux fibres. Un tel objet sera appelé un fibré feuilleté, et noté
(I, M, B, V,%).

Représentation d’holonomie. L'holonomie d’'un tel feuilletage est décrite par une représentation
du groupe fondamental de B dans le groupe des difféomorphismes de V, p : m;(B) — Diff(V) que
nous appelons représentation d’holonomie. En effet, si ¢ est un chemin basé en p € B, alors étant
donné un point x de la fibre V, = I (p) il existe par le propriété de relevements, un unique chemin
de la feuille Ly qui se projette sur c et qui commence en x. L'application qui associe a tout point x
le point d’arrivée de ce chemin relevé est un difféomorphisme de F, qui ne dépend que de la classe
d’homotopie de c. Cela définit de plus un morphisme contravariant 71 (B, p) — Diff(V},). Ainsi, son
inverse, notée p, est la représentation qui décrit '’holonomie du feuilletage.

De plus, deux fibrés feuilletés possédant des représentations d’holonomies conjuguées par un
difféomorphisme de V sont équivalents : ils sont conjugués par un difféomorphisme des espaces
ambiants qui envoie feuille sur feuille.

Suspension. Toute représentation p : m; (B) — Diff(V) se réalise comme représentation d’holono-
mie d’'un fibré feuilleté par un procédé appelé suspension. En effet il existe une action de m; (B) sur
le revétement universel B de B par applications de revétement. Il y a donc une action diagonale de
71 (B) sur Bx V, oul’on agit sur le premier facteur par transformations de revétement, et sur le second,
par p.

Il est alors prouvé dans [CL] que le quotient M par cette action diagonale est naturellement muni
d’une structure différentiable, ainsi que d'une structure de fibré feuilleté dont la représentation d’ho-
lonomie est donnée par p.

Exemple 1. Cet exemple est bien connu des dynamiciens : prenons un automorphisme linéaire
d’Anosov A: T? — T2 sur le tore. Le procédé de suspension exposé ci-dessus fournit donc un feuille-
tage de dimension 1 d'une variété résoluble de dimension 3, fibrée en tores au dessus du cercles. Le
paramétrage des feuilles par longueur d’arcs du cercle, fournit un flot d’Anosov transitif dont 'appli-
cation de retour fibre a fibre coincide avec 'automorphisme A.

Exemple 2. Nous décrivons le feuilletage canonique d'une surface hyperbolique, que nous aurons
a étudier plus loin. Soit X une surface de Riemann compacte de genre g = 2. Munir X d'une métrique
hyperbolique revient, par uniformisation, a prendre une copie I' de 71 (Z) dans le groupe Isom * (D),
des isométries directes du disque muni de la métrique de Poincaré, ainsi qu'un revétement I[1: D — X
tel que pour touty €T, [Toy =1I.

Laction de I sur D s’étend alors en une action sur le cercle al'infini S,, =~ RP'. Nous pouvons alors
suspendre cette action, obtenant ainsi une variété de dimension 3 qui fibre en cercles au dessus de la
surface Z, feuilletée par des surfaces de Riemann qui la revétent toutes. Nous pouvons alors voir que
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cette variété suspension s’identifie au fibré unitaire tangent de Z, et que le feuilletage ainsi obtenu est
équivalent au feuilletage centre-stable (ou centre-instable) du flot géodésique de X.

Exemple 3. Une présentation de la surface compacte orientable de genre 2 est donnée par :
(a,b,c,d|la,bllc,d] =1).

Le groupe engendré par a et c est alors un groupe libre a deux générateurs. Nous pouvons alors
considérer des représentations de 71 (X) qui transitent a travers ce groupe libre, c’est-a-dire a travers
le morphisme :

p: mEZ) — (AB=F
a — A

b — Id
c — B
d — Id

La différence par rapport a I'exemple précédent est que la représentation est loin d’étre injective.
Le noyau G de cette représentation est énorme : c’est alors un groupe fuchsien libre infiniment en-
gendré, et possédant une action minimale sur le cercle. Néanmoins, il y a un bon espoir d’étudier
du point de vue ergodique ces représentations qui transitent a travers un groupe libre, parce que ce
noyau G a un exposant critique < 1.

Groupe libre de rotations. Nous pouvons prendre par exemple deux matrices de rotation irration-
nelles de la sphére S? qui engendrent un groupe libre, A, B € SO(3). 1l y a donc une représentation
p:m(X)—(A, B), quel'on peut suspendre. Nous obtenons donc un feuilletage dont toutes les feuilles
sont denses et a croissance exponentielle (elles sont quasi-isométriques au groupe F»), et dont les ap-
plications d’holonomie, sont toutes des isométries, et préservent donc la forme d’aire sur la sphere.

Groupe de Schottky. Nous pouvons également suspendre un groupe discret de transformations de
Mébius sur CP!. Soit quatre disques mutuellement disjoints D 4, D;ll, Dg, Dgl dans CP!, et deux
éléments A, B € PSL,(C) tels que A(CP'\ D,1)c Dy, B(CP'\ Dg1)c Dp. Le groupe (A, B) est alors
appelé groupe de Schottky et est un sous-groupe libre et discret de PSL,(C). Lensemble limite de ce
groupe est alors un ensemble de Cantor sphérique.

En suspendant cette représentation, nous obtenons donc un feuilletage par surfaces hyperbo-
liques dont toutes les feuilles spiralent autour d'un ensemble minimal dont les intersections avec les
fibres sont précisément des ensembles de Cantor sphériques. A la différence de I'exemple ci-dessus il
n'y a pas de mesure transverse invariante par holonomie : en effet, les seules mesures invariantes par
A sont les combinaisons convexes des masses de Dirac situées en les droites propres : il y en a une
dans D4 (celle associée a la valeur propre de module > 1), et une autre dans D 4-1 (celle associée a la
valeur propre de module < 1), et de méme pour B. En particulier, il n’existe pas de mesure invariante
a la fois par A et B. Cette situation de non existence d'une mesure invariante par holonomie est gé-
nérique parmi les représentations projectives de groupe de surfaces.

Action jointe hyperbolique-elliptique. Nous pouvons enfin imaginer un exemple qui semble beaucoup
plus compliqué d'un point de vue ergodique. Nous pouvons considérer, sur le cercle, I'action jointe
d’'une transformation projective hyperbolique A, et d'une rotation irrationnelle B qui engendrent un
groupe libre. Dans ce cas, 'action de (A, B) sur le cercle est minimale. Mais d’autre part, 'action sur
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le cercle ne préserve aucune mesure, parce que I'unique mesure invariante par B est la mesure de
Lebesgue, qui n'est pas invariante par A.

Nous pouvons donc suspendre cette représentation de (). La différence avec le groupe de
Schottky est que le groupe d’holonomie n’est pas discret. Alors qu’il y a une description symbolique
tout-a-fait commode pour I'ensemble limite d'un groupe de Schottky, la description symbolique de
cette action est beaucoup moins claire. En particulier, nous souhaitons poser la question suivante, a
laquelle nous ne sommes pas en mesure de répondre :

Question. Existe-t-il une mesure de probabilités sur (A, B), par exemple dont le support engendre
tout le groupe, telle que la mesure de Lebesgue, ou une mesure équivalente, soit stationnaire pour la
chaine de Markov correspondante ?

3.3 — Mesures transverses et cocycle de Radon-Nikodym

Mesures transverses invariantes par holonomie. Soit (M, %) une variété close feuilletée. Lorsque
I'on a un bon atlas feuilleté pour %, nous avons naturellement un systéme dynamique : c’est 'ac-
tion du preudogroupe d’holonomie £ sur une transversale complete 9. Nous disons, en suivant
[PI2], qu'une mesure de Borel finie u sur 9 est invariante par un élément 7 € 22 si pour tout Borélien
Acdom(t), nous avons u(t A) = u(A). Une mesure transverse invariante par holonomie est une me-
sure finie sur 9~ qui est invariante par ’action de tout élément de 22. Comme nous allons le voir dans
la suite, I'existence d’une telle mesure est tres rare.

Dans [P12], Plante donne une condition suffisante pour I’existence d’'une mesure transverse inva-
riante par holonomie : il suffit que la croissance de I'orbite d'un point par le pseudogroupe, ou c’est
équivalent, que la croissance d'une boule dans une feuille, soit sous-exponentielle pour que I'adhé-
rence de cette orbite (de cette feuille) supporte une mesure transverse invariante par holonomie.

Dans [BM], afin de prouver 'unique ergodicité des feuilletages stables et instables des flots d’Ano-
sov topologiquement mélangeants, Bowen et Marcus introduisent une notion équivalente de mesure
transverse qui est plus adaptée a la théorie des systemes dynamiques. Soit (7;);e; un systeéme complet
de transversales au feuilletage %, nous rappelons que cela signifie que toute feuille de & rencontre
I'union des T;. Dans ce contexte, une mesure transverse invariante est donnée par une famille (v;)jer
de mesures de Borel finies sur les transversales T; vérifiant :

1. ilexiste i € [ tel que v;(T;) > 0;

2. pour tout couple i, j € I, s'il existe deux Boréliens A; = T; et A;< T}, ainsi qu'une transforma-
tion d’holonomie A7, T définie entre deux ouverts de T;, et T} tels que hy, . 1, (A) = Aj, alors
vi(Aj) =vj(Aj).

Nous aurons dans la suite a jongler entre ces deux différents points de vue. Avant de passer a
I’étude des mesures quasi-invariantes, nous aimerions donner, avec preuve, un lemme dt a Bowen et
Marcus, que nous généraliserons au paragraphe suivant, qui nous dit qu’a partir d'une famille de me-
sures invariantes par holonomie sur un systeéme complet de transversales, il est possible de construire
une famille de mesures sur toutes les transversales locales (qu'on supposera ouvertes et relativement
compactes), qui soit invariante par holonomie. Il s’agit du lemme 1.4 de [BM].

Lemme 1.3.1. Soit (T})ie; un systeme complet de transversales pour le feuilletage & . Alors U'applica-
tion:

(VDT transversale — (VT,)iel

12



CHAPITRE I. PRELIMINAIRES

est une bijection entre les familles de mesures sur toutes les transversales invariantes par transforma-
tions d’holonomie, et celles qui ne sont définies que sur le systeme complet (T;) je.

Preuve. Il est suffisant de traiter le cas oli les transversales T; sont associées a un bon atlas fini « pour
&, et ol toutes les transversales locales que I’on considére sont incluses dans au moins une carte de
cet atlas. Supposons donc que I'on ait une famille de mesures (v;) ;e sur ces transversales invariantes
par les transformations d’holonomies.

Soit alors T une petite transversale incluse dans une des cartes U; de I'atlas. Il existe un ouvert
T' c T;, ainsi qu'un homéomorphisme hr, . 7 : T — T qui associe a I'intersection d'une plaque T'n P
I'intersection T N P. Nous pouvons donc définir la mesure vy = h7,_ r * v; sur T. Si S est une autre
transversale de % incluse dans U; telle qu'il existe S’ T; et une application d’holonomie k7, _. 5, avec
T'n S # @, il existe alors une application d’holonomie hr_, s définie sur un petit ouvert de T. Nous
avons alors par définition, en restriction au domaine de cette transformation, kg, . s h}il_’ r=hr—s
et on trouve que pour tout Borélien A inclus dans le domaine de cette transformation, vs(hr_ sA) =
vi(h}il_, +A) =vr(A).

Il faut a présent prouver que cette définition est compatible avec les changements de carte. Par ce
qui précéde, nous aurons construit une famille de mesures sur toute transversale invariante par toute
transformation d’holonomie. Supposons donc que la transversale T soit incluse dans l'intersection
de deux cartes U; et U;. Puisque nous avons choisi un bon atlas, la composition h}jla rohr,—restla
restriction a un petit ouvert de T; d’'une transformation d’holonomie 7;;. Soit A un Borélien apparte-
nant a ce petit ouvert, et A’ = hr, . 7 A. Puisque par définition des v;, v;(7;; A) = v;(A), nous trouvons
vi(h}il_) AN =v j(h}]_l_, rA"), et la définition de vr que nous avions donnée est cohérente avec les
changements de cartes. d

Mesures quasi-invariantes, et cocycle de Radon-Nikodym. Il n'existe pas en général de mesure
transverse invariante par holonomie d'un feuilletage &. Nous sommes donc amenés a élargir nos
études a ces mesures qui sont quasi-invariantes par le pseudogroupe d’holonomie : voir [MS] pour
plus de détails sur la théorie des mesures transverses quasi-invariantes pour des actions de grou-
poides.

Définition 1.3.2. Soit (M, %) une variété feuilletée, munie d’'un bon atlas localement fini, ainsi que
d'une transversale complete I . Alors une mesure de probabilité v sur I est dite quasi-invariante par
holonomie si pour tout élémentt € 2, et tout Borélien Acdom(t) tel quev(A) =0, on a encorev(t A) =
0.

Associé a une mesure transverse quasi-invariante, nous pouvons associer un cocycle appelé co-
cycle de Radon-Nikodym, que nous pouvons définir pour un couple 7 € £, et x € but(r) :

_dlr V]
k(T,X)—T

(x).

Nous allons citer un lemme que nous attribuons a Ghys, que nous utiliserons dans toute la suite,
et qui nous permet d’éviter le probléeme éventuel de '’holonomie dans les feuilles. Ghys avait prouvé
ce théoreme dans [Gh], dans le cadres des mesures transverses associées aux mesures harmoniques :
il lui servait a étendre les densités locales de ces mesures dans une feuille typique. C’est exactement
cet usage que nous voulons généraliser dans cette these.

Lemme 1.3.3 (Ghys). Soit (M,%) une variété close feuilletée, munie d’'un bon atlas localement fini,
ainsi que d’'une transversale compleéte 9 . Soit v une mesure sur 9 quasi-invariante par holonomie.
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Alors il existe un ensemble de Borel Xy 9 de mesure pleine pour v, et saturé par laction du pseudo-
groupe d’holonomie 2, tel que pour tout x € Xy et tout T € 2 fixant x, nous ayons :

d[t *v]

T(X) =1
Preuve. Le cocycle de Radon-Nikodym d[7 * v]/dv, T € 2 nous premet de définir pour tout x dans le
support de v un morphisme 7 (Ly, x) —(0,00), et nous voulons montrer que ce morphisme est trivial
presque partout.

Pour cela, considérons un élément 7 € 2. Regardons '’ensemble Borélien des points x € I fixés
par 7 vérifiant d[7 * v]/dv (x) < 1. Par définition, cet ensemble est fixé par y, et sa mesure est contrac-
tée par 7 : il doit avoir une mesure égale a zéro. En considérant 7!, nous pouvons prouver de méme
que I'ensemble des points x fixés par 7 vérfiant d[7 * v]/dv(x) > 1 est de mesure zéro. En particulier,
I'ensemble des points x fixés par 7 tels que d[7 * v]/dv(x) # 1 est de mesure nulle pour v.

Le pseudogroupe £ est finiment engendré : il est en particulier dénombrable, et parla o-additivité
de v, nous voyons que I’ensemble des points fixés par un élément du pseudogroupe £ avec un Jaco-
bien # 1 est de mesure nulle pour v : nous avons un %, comme dans le lemme : ne reste plus qu’'a
voir que & est saturé par I'action du pseudogroupe.

Si x € %y, alors, le groupe des germes des transformations d’holonomie fixant n'importe quel
point de L, est conjugué a celui des germes fixant x. Ainsi nous voyons que pour tout y € Ly, et 7 € &
fixant y, nous avons également d[1 *v]/dv(y) = 1 : ¥, est en particulier saturé par & et nous pouvons
conclure la preuve du lemme. a

Une autre fagcon de comprendre le lemme de Ghys, est la suivante. Pour v-presque tout point
X €9, etpour tout y € Z(x), nous avons, si 71,7 € & ont x dans leurs domaines et satisfont a 7, (x) =
T2(x), alors :

diry «vl  diry! vl
av (0= av

En d’autre termes, le cocycle de Radon-Nikodym est réellement un cocycle sur |'orbite de presque
tout point par le pseudogroupe, et ne dépend pas réellement du chemin suivi reliant les deux points
d’'une méme orbite.

(x).

Le probleme de Radon-Nikodym consiste, étant donné un cocycle sur une orbite d'un point par le
pseudogroupe d’holonomie, a reconnaitre s'’il s’agit ou non d'un cocycle de Radon-Nikodym : voir
[AS, MS, K2, Sc]. 1l est au cceur de la théorie des mesures de Gibbs, et des constructions de type
Patterson-Sullivan (voir par exemple [Ha2, L1, Pa, PPS, Sul]). Dans cette théese, une de nos motiva-
tions, est de donner quelques cocycles de Radon-Nikodym intéressants, autres que ceux classique-
ment donnés par les quotients de fonctions harmoniques.

Nous allons donner une autre facon de poser le probléme, analogue a la facon dont Bowen et
Marcus posent celui de I'existence, et de 'unicité, des mesures invariantes. Soit Z la relation d’équi-
valence : “appartenir a la méme feuille”. Soit k : 2 — (0, 00) un cocycle mesurable : c’est-a-dire que 'on
alarelation k(x, y)k(y, z) = k(x, z) pour tous x, y, z dans la méme orbite de Z£. Soit (T;) ;c; un systéme
complet de transversales a &. La question est alors celle de 'existence d'une famille de mesures de
Borel finies (v;);e; sur les transversales telles que pour v;-presque tout x € T; appartenant au but
d’une application d’holonomie hr, . 1; entre deux petits ouverts relativement compacts de T; et T},
on ait:

dlhr,—1; *vil

_ -1
v, () = k(x, hy, . 7, (). (1.3.7)
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Nous pouvons également demander d’avoir une famille de mesures définies sur foutes les trans-
versales locales. Nous avons alors le lemme suivant qui est une généralisation dulemme 1.3.1, et dont
nous ferons usage dans la suite.

Lemme 1.3.4. Soit (T;)ie; un systeme complet de transversales pour le feuilletage & . Alors U'applica-
tion:

VT)T transversale — (VT,-)iEI

est une bijection entre les familles de mesures sur toutes les transversales quasi-invariantes satisfaisant
la relation de cocycle (1.3.7), et celles qui ne sont définies que sur le systeme complet (T;)jej.

Nous ne prouvons pas ce lemme, dont la démonstration est une généralisation immédiate de celle
dulemme 1.3.1.

4 | Métriques feuilletées et flot géodésique feuilleté

4.1 — Métriques feuilletées

Définition. Soit (M, %) une variété close feuilletée. Nous supposons que::

— chaque feuille L est munie d'une métrique Riemannienne g; de classe C*°;

— lamétrique g varie continliment avec le parametre transverse dans la topologie C*™.

Nous dirons que (M, %) est munie d'une métrique feuilletée (sous-entendu variant continiment
avec le parametre transverse).

A cause de la compacité de la variété M, nous voyons que lorsque (M, %) est munie d’'une telle
métrique feuilletée, les feuilles deviennent des variétés Riemanniennes dont la géométrie est unifor-
mément bornée, c’est-a-dire :

— les courbures sectionnelles des feuilles sont bornées par des constantes uniformes;

- le rayon d’injectivité des feuilles est uniformément minoré.

Remarque. Nous ne demandons pas a priori que la métrique des feuilles provienne d'une métrique
Riemannienne lisse sur I'espace ambiant. Ceci serait trop restrictif comme le montre I'’exemple sui-
vant. Si les feuilles d'un feuilletage par surfaces de Riemann sont toutes de type hyperbolique, c’est-
a-dire sileur caractéristique d’Euler-Poincaré est négative, alors par un théoréme de Candel (voir I'ar-
ticle [Ca]), toutes ces feuilles peuvent étre uniformisées simultanément : il y a une métrique feuilletée
faisant de chacune de ces feuilles une surface hyperbolique, c’est-a-dire de courbure constante égale
a —1. En revanche, en général, cette métrique ne provient pas d'une métrique Riemannienne de I'es-
pace ambiant.

Paramétrage des feuilles d’'un fibré feuilleté. Lorsque l'on suspend un difféomorphisme d'une va-
riété compacte, nous obtenons un feuilletage de dimension 1 transverse a un fibré au dessus du
cercle. Afin d’obtenir un flot il faut paramétrer ce feuilletage, et la facon la plus naturelle de le faire,
est d’utiliser la longueur d’arc du cercle.

Supposons a présent que (I1, M, B, V, %) soit un fibré feuilleté, avec représentation d’holonomie
p. Nous pouvons alors paramétrer les feuilles de & par une structure Riemannienne de B. Quand g
est une métrique Riemannienne sur B, nous pouvons la relever via la fibration. En effet, en restric-
tion aux feuilles, la fibration est un revétement, par lequel nous pouvons tirer en arriere la métrique.
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Nous obtenons ainsi une métrique feuilletée sur M. En restriction aux feuilles, IT devient alors un
revétement Riemannien : c’est localement une isométrie.

Nous pouvons anticiper quelque peu sur le paragraphe suivant. En faisant ceci, la différentielle
de IT induit un fibré DII: T1% — T1B, de méme fibre V, ot T & représente '’ensemble des vecteurs
unitaires tangents a &. Il y a alors un feuilletage Z transverse aux fibres. 11 n'y a pas d’holonomie
le long du facteur en spheres : c’est évident si le dimension des feuilles est = 3 (alors les spheres
tangentes sont simplement connexes), et siles feuilles sont des surfaces, et si nous faisons un tour sur
une fibre unitaire tangente, puisque I1 est localement une isométrie, cela revient a faire un tour dans
les fibres unitaires tangentes relevées, et nous revenons au point de départ. De facon plus précise, p':
m1(T'B) — Diff(F) se factorise en p : 7; (B) — Diff(V). Nous verrons une formulation plus rigoureuse
dans la proposition 1.4.1.

4.2 - Le flot géodésique feuilleté

Le fibré unitaire tangent. Soit (M, %) une variété close feuilletée munie d’'une métrique feuille-
tée variant continliment avec le parametre transverse. Nous définissons le fibré unitaire tangent au
feuilletage, que nous désignerons par T'.%, comme I'ensemble des vecteurs tangents a % qui sont
de norme 1 pour la métrique feuilletée. Cet espace est une variété close, naturellement feuilletée par
les fibrés unitaires tangents T' L des feuilles L de %. Nous désignerons ce feuilletage par Z.Une pro-
priété importante de ce feuilletage est qu’il posséde exactement la méme holonomie que % :

Proposition 1.4.1. Les pseudogroupes d’holonomie de & et F sont les mémes.

Preuve. A partir d'un bon atlas feuilleté pour %, il y a une facon naturelle d’en construire un pour
Z en le tirant en arriére par le fibré unitaire. En effet, puisque la géométrie des feuilles de & est
uniformément bornée (la variété M étant compacte), il est possible de prendre un nombre fini de
cartes feuilletées qui trivialisent ce fibré en spheres. Les images réciproques de ces cartes définissent
alors un atlas pour Z dont toutes les cartes sont trivialement sous-feuilletées par des spheres de
dimension dim & — 1 : en particulier, 'holonomie de ce sous-feuilletage est triviale. Il vient donc que
nous n'avons pas ajouté d’holonomie le long du facteur en spheéres : les deux feuilletages ont le méme
pseudogroupe d’holonomie. a

Corollaire 1.4.2. Lexistence d’'une mesure transverse invariante par holonomie pour & et celle pour
F sont équivalentes.

Chagque feuille T L est munie de la métrique de Sasaki, que nous décrivons succintement ci-apres.
Une courbe lisse sur T' L consiste en une courbe lisse ¢ tracée sur L, et un champ de vecteurs unitaires
lisse Y le long de c. La vitesse initiale de cette courbe donne un vecteur tangent a T'L en (c(0), Y (0)).
Un tel vecteur est déterminé par une composante verticale :

yv=¢(0),
ainsi que par une composante horizontale qui est la dérivée covariante le long de c:
Y =VeY(0),

calculée avec la connexion de Levi-Civita. Le carré de la norme de ce vecteur, est alors défini comme
la somme g7.(yy, yy) + & (Vn, ) : ainsi est définie la métrique de Sasaki.

La description locale de la connexion de Levi-Civita fait intervenir les symboles de Christoffel qui
dépendent uniquement du 1-jet de la métrique (voir par exemple [dC]) : ce sont des fonctions qui
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varient continiment avec la métrique dans la topologie C°. Il en est ainsi de méme de la métrique de
Sasaki, et nous déduisons de ce qui précede que la métrique de Sasaki feuilletée varie continiment
avec le parametre transverse dans la topologie C*. Le feuilletage Z de T'Z est donc muni d’'une
métrique feuilletée.

Le flot géodésique feuilleté. Nous noterons G; le flot géodésique feuilleté : c’est un flot C* en res-
triction a T'L. C’est 'acteur principal de cette thése.

Ce champ de vecteurs varie continiment avec le parametre transverse dans la topologie C*. En
effet, 'équation géodésique est s’écrit en coordonnées comme un systémes d’EDO du second ordre :

. koo
xk—ZFijx,x],
ij

ou les Ff ; sont les symboles de Christoffel, qui, comme on I'a vu précédemment, ne dépendent que
du 1-jet de la métrique.

5 | Désintégration de mesures

5.1 - Théorie de Rokhlin

Partitions mesurables. La référence de base pour cette théorie est 'article fondateur de Rokhlin
[Ro]. Soit Z un espace métrique compact. Rappelons qu'une partition de Z par ensembles de Borel
22, est dite plus fine que &, et 'on note 27, < 9%, si tout atome de &, est inclus dans un atome de
2?2,. Lorsque nous avons deux telles partitions &2, et 2,, alors nous pouvons les raffiner en posant
PVP) ={anf;ae P, B e P} Le théoreme de Rokhlin que nous allons utiliser intensivement
dans la suite s’énonce dans le contexte des partitions mesurables.

Définition 1.5.1. Soit Z un espace métrique compact, et u une mesure de probabilité Borélienne. Nous
disons que 27 est une partition mesurable de Z s'il existe des parties mesurables E,, ¢ Z tels que :

[e.°]
22 \/ {Ep, X\ Ep}.
n=1
De facon équivalente, & est mesurable s'il existe une suite croissante de partitions finies ou dénom-
brables P < P < ... < Py,... telle que :
o0
22 \| Py
n=1
Par exemple, sil’on a une fibration continue I1: Z — %, au dessus d'un espace & métrique com-
pact, donc séparable, alors la partition de Z donnée par les fibres de II est une partition mesurable.
En revanche, la partition en feuilles d'une variété feuilletée n’est en général pas mesurable : il peuty
avoir accumulation des feuilles. C’est le cas par exemple du feuilletage du tore T par droites de pente
irrationnelle.

Désintégration. Soit Z un espace métrique compact, ¢t une mesure de probabilité sur Z, et 22 une
partition mesurable. Notons I1: Z — 2 la projection naturelle qui associe a un point x I'atome auquel
il appartient : via cette projection, il est possible de transporter la structure Borélienne de Z a 2. Nous
pouvons ainsi définir une mesure de probabilité par projection : v = IT * y. Une désintégration de
par rapport av est une famille de mesures de Borel sur les atomes de la partition (ip) pepp, appelées
mesures conditionnelles, telles que :
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1. pup(P) =1 pour v-presque tout P € &2,

2. pour tout Borélien AcZ, nous avons :
[(A) = / pp(P N A)dv(P).
@

Theoreme 1.5.2 (Rokhlin). Soit Z un espace métrique compact, u une mesure borélienne finie, et
une partition mesurable. Alors | possede une désintégration dans les atomes de 27 par rapport a sa
projection. De plus cette désintégration est unique a un ensemble de mesure nulle prés dans 2.

Remarque. Nous pouvons désintégrer u par rapport a n'importe quelle mesure V' équivalente a la
projection. Dans ce cas, les nouvelles mesures conditionnelles u’, ne sont plus des mesures de pro-
babilité : elles sont obtenues par multiplication des anciennes mesures yp par la dérivée de Radon-
Nikodym dv/dv'(P).

Cas des fibrations continues. Nous donnons une description des mesures conditionnelles dans
le cas ou I'espace fibre au dessus d'un espace métrique compact. Considérons un fibré continu, et
localement trivial, IT: Z — % de fibre % ou &, %, Z sont trois espaces métriques compacts. Soit y
une mesure de Borel finie sur Z, et v = [1* . Par compacité de &, il existe un nombre positif gy tel que
toute boule de rayon € < ¢ trivialise le fibré. Nous pouvons alors faire I'identification I (By (x,€)) =
B (x,€) x 2. Alors avec cette notation abusive, nous pouvons énoncer le lemme suivant.

Lemme 1.5.3. Pour v-presque tout x € &, et tout ensemble de Borel Ac %, nous avons :

Hx(A) =lim KO8 * 2 (By (x,€) x 4)
=0 1By (x,€) x¥)

Mesures supportées par des graphes. Le lemme suivant est assez facile, mais il nous sera tres utile
dans la suite, particulierement dans la preuve du lemme 7.1.12 . 1l traite du cas d'une partition tri-
viale Z = & x % et d'une mesure de Borel finie p supportée par le graphe d'une fonction mesurable
[ :% —% . Dans ce cas, la mesure conditionnelle de la mesure ¢ dans une tranche typique {x} x &
est juste la masse de Dirac en f(x). La question est : que dire de la mesure conditionnelle dans les
tranches horizontales & x {y}?

Lemme 1.5.4. Soit X et% deux espaces métriques, Z =X x %, et v une mesure de Borel finie sur Z .
Chaque fibre horizontale & x {y}, y € % est naturellement munie d’'une copie dev. Soit f : & — % une
fonction mesurable, fi = f * v son image sur%, et u = (I1d, f) = v, l'image sur le graphe de f .

Soit (iy) yeay la désintégration de u dans les fibres & x {y} par rapport a fi. Alors si y n'est pas un
atome de [i, les mesures 1, et v sont mutuellement singuliéres.

Preuve. Nous supposons que v est une mesure de probabilité. Soit Ac % I'’ensemble {x|f(x) # y}.
Puisque f est mesurable, c’est un ensemble de Borel, et dire que y n'est pas un atome de i revient
exactement au méme que dire que v(A) = 1. Notons distg la distance sur ¢/, et pour chaque entier
n >0, notons A, I'ensemble des x € & qui vérifient dista (f(x), y) = 1/n. Ces ensembles forment une
suite croissante de Boréliens dont 'union est exactement donnée par A, de sorte que lim,, . o, v(A,) =
v(A)=1.

A présent, lorsque € < 1/n, nous avons U(Ay, x By (y,€)) = v({x € Ap; dist(f(x), y) < €}) = 0. Ainsi,
par le lemme ci-dessus, p,(Ay) = 0. En faisant croitre n indéfiniment, nous obtenons iy (A) = 0.

Récapitulons : nous avons v(A) =1 et uy(A) = 0, les deux mesures sont donc mutuellement sin-
gulieres, et nous pouvons conclure la preuve du lemme. |
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5.2 — Désintégration dans les feuilles d’un feuilletage, cocycles et me-
sures transverses

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a certaines mesures ayant des mesures condition-
nelles dans les plaques équivalentes a certaines mesures prescrites dans les feuilles d'un feuilletage.
Nous renvoyons le lecteur a 'excellent [KL], et notamment le chapitre 2 ot Kaimanovich et Lyu-
bich parlent de mesures tangentielles et transverses aux feuilletages, discutent des cocycles de Rdon-
Nikodym correspondant, et montrent comment recoller de telles objets pour donner des mesures
définies sur la variété ambiente. IIs traitent du probléme de Radon-Nikodym : il s’agit de savoir si un
cocycle donné sur les feuilles d'un feuilletage est ou non le cocycle de Radon-Nikodym d’une certaine
famille de mesures quasi-invariantes par holonomie.

Ce probleme est aussi traité par les dynamiciens, mais prend une autre forme : il s’agit de la struc-
ture de produit local des états de Gibbs, et de la prescription de mesures transverses aux feuilletages
invariants par une dynamique hyperbolique. Nous aurons besoin du cadre abstrait suivant dans toute
la suite.

Désintégration absolument continue/singuliére dans les feuilles d'un feuilletage. Le titre est pro-
vocateur. Nous avons mentionné plus haut que la partition donnée par les feuilles d'une variété
feuilletée n’est en général pas mesurable. En revanche, un feuilletage étant localement trivial, il est
toujours possible de désintégrer une mesure dans les plaques d'une carte feuilletée, et nous pouvons
comparer ces mesures (qui a priori dependent du choix de la carte) avec une famille de mesures don-
nées sur la feuille.

Définition 1.5.5. Soit (%, A;? ) un feuilletage d’'une variété close M, muni d'une famille de mesures de
Borel dans les feuilles, qui varient mesurablement avec le paramétre transverse, et telle que pour x,y
vivant sur la méme feuille, /lf = )L‘yg.

Nous disons qu'une mesure de Borel finie m sur M a une désintégration absolument continue (resp.
singuliere) par rapport i (F, A7) si les mesures conditionnelles dans presque toute plaque P, sont équi-
valentes (resp. singuliéres) par rapport a A, .

Dans le cas spécial oit A est la mesure de Lebesgue, nous disons que la désintégration de m dans
les feuilles de & est équivalente a la mesure de Lebesgue.

Structure locale et mesures transverses. Soit (M,.%) une variété feuilletée, et (/1‘? ) xem une famille
de mesures vérifiant les conditions requises par la définition 1.5.5. Nous demandons de plus, que
pour tout x, Af charge tout ouvert de L.

Soit alors m une mesure de probabilité dont la désintégration est absolument continue par rap-
port a (¥ ,/l‘f ). Considérons un bon atlas feuilleté o« = (U;,¢;);e; dont les cartes sont de la forme
U; = Uxer, Pi(x) telle que m(U;) > 0. Nous pouvons alors désintégrer m dans les plaques de U; :

myuy, = (wi,x A‘f) vi(x).

Nous avons alors une famille de mesures transverses (v;);e; qui est quasi-invariante par le pseudo-
groupe d’holonomie : en effet, si m(U; N U;) > 0, nous pouvons désintégrer m sur U; N U; par rapport
av;j ou v;, puisque la famille /l‘xg est définie sur toute la feuille, et puisqu’elle charge tout ouvert (en
particulier I'intersection non vide de tout couple de plaques), nous trouvons ainsi, pour v j-presque
toutxe Tj:

dltij*v;] ~
U Y= Vix (1.5.8)
dvj 0,77} (%)
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Ainsi, les densités ne sont bien défines qu’a multiplication par une constante positive pres, et la
constante mise en jeu est donnée par le cocycle de Radon-Nikodym de la famille (v;);e;.

Extensions des densités. Nous allons utiliser le lemme de Ghys 1.3.3, pour montrer que, lorsque les
mesures A7 chargent tout ouvert des feuilles L, nous pouvons alors toujours étendre les densités
locales.

Proposition 1.5.6. Soit (M, ) une variété close feuilletée munie d’'une métrique feuilletée, ainsi qu'une
famille de mesures de Borel (A7) cp qui chargent tous les ouverts des feuilles. Soit m une mesure
ayant une désintégration absolument continue par rapport a (F,1Z). Soit o = (U;, ;) icr un bon atlas
feuilleté. Alors il existe un ensemble Borélien X de mesure totale tel que pour tout y € &y, appartenant
a un certain P; (x) pour x € T;,, la formule suivante définisse une extension mesurable de v, x, pour
presque toutz€ Ly, size Uj :

dlr; !«

avi, Vip,ro(x)\2),

ot T est une transformation d’holonomie le long de n'importe quel chemin liant x a z.

Yy(z) =

Preuve. Nous avons mentionné qu’a une telle mesure m est associée une famille de mesures trans-
verse quasi-invariante par holonomie, qui vérifient la relation de cocycle (1.5.8). De plus, par le lemme
de Ghys 1.3.3, il existe un ensemble saturé et de mesure pleine de points x € J, telle que pour tout
couple de chemins c;, ¢, commencant en x et avec le méme point d’arrivée,

dlr;! *v] dlt,} *v]
(x) = (x).
dv dv
Par une récurrence immeédiate, grace a la formule (1.5.8), la formule donnée dans le lemme est une
extension mesurable de v, . O

Cela prouve en particulier que le support d'une telle mesure est saturé.

6 | Mesures harmoniques

6.1 — Mouvement Brownien

Semi-groupe de diffusion. Soit (L, g) une variété Riemannienne complete, a géométrie bornée et
de classe C*°. Nous rappelons que I'opérateur de Laplace-Beltrami de L est défini par A = div grad.
Lorsqu’il y a ambiguité, nous notons cet opérateur A;. Sous ces conditions, I'équation de la chaleur :

Au(x,t) =0;u(x, 1), (1.6.9)

pour une fonction u sur L x (0,00), C? en x, et C! en ¢, a une solution fondamentale p(x, y; t), que
I'on appelle le noyau de la chaleur. Cela signifie que lorsque y est fixé dans L, p(., y;.) est solution de
I’équation (1.6.9), et que 'unique solution de I'équation de la chaleur (1.6.9) avec condition au bord
lim;_ o u(x,0) = f(x), f étant une fonction continue bornée sur L, est donnée par :

ux,t) = /f(y)p(x, y;t) dLeb(y).
L

En particulier, nous avons :

/p(x,y; ndLeb(y) =1.
L
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Nous renvoyons le lecteur a la référence [Ch] pour plus d’'informations sur la théorie des noyaux de la
chaleur.

Nous pouvons alors définir le semi-groupe de diffusion, dont le générateur infinitésimal est le
Laplacien A, sur ’ensemble des fonctions continues bornées de L par la formule :

Drf(x)=/f(y)p(x,y; 1) dLeb(y).
L
Lorsqu'il y a une ambiguité, nous noterons D le noyau correspondant a L.

Mesures de Wiener et balayage. Si x € L, nous notons Qy I'ensemble des chemins continus o :
[0,00) = M qui commencent en x. Il existe alors une famille notée (W,) ) de mesures appelées me-
sures de Wiener définies sur les Q, telles que si S; représente le décalage S;w(f) = w(t+ 1), on ait:

Srx W, = / p(x,y;7) Wy dLeb(y).
M

Un chemin commencant en x typique pour la mesure de Wiener W, est appelé un chemin Brownien.
Nous aurons besoin de la formulation suivante de la propriété de la moyenne pour les fonctions har-
moniques, qui correspond a la propriété de Markov du mouvement Brownien : nous généraliserons
cette propriété aux mesures conditionnelles des mesures harmoniques.

Soit x € L et E une partie Borélienne récurrente, c’est-a-dire que W,-presque tout chemin ren-
contre E. Le balayage de la masse de Dirac & sur E, noté £ est défini par la distribution de rencontre
avec E des chemins Browniens commencant en x. Une facon rigoureuse de définir ce balayage est de
considérer un temps d’arrét sur Q :

Tg(w) =Inf{t = 0; w(t) € E},
puis I'application :
SE(w) = w(Tg(w)),
puis enfin de considérer :

ﬁgst*Wx.

Theoreme 1.6.1 (Propriété de la moyenne). Soit h: L— R une fonction harmonique, c’est-a-dire telle
que Ah =0, et E une partie récurrente pour x. Alors :

h(x) = / hdpE.
E

6.2 - Mouvement Brownien tangent a un feuilletage et mesures harmo-
niques

Laplacien, diffusion et mesure de Wiener feuilletés. Lorsque (M, %) est un feuilletage compact
muni d'une métrique feuilletée, toutes les feuilles L sont completes et a géométries uniformément
bornés, de sorte qu’'on puisse considérer :
— I'ensemble C%?(%) des fonctions continues sur & et C? en restriction aux feuilles;
— le laplacien feuilleté A7 défini pour toute fonction h € C%?(%) par la formule suivante, pour
XeEM:
A7 h(x) = Ar, Iy, (x);

21



6. MESURES HARMONIQUES

— l'opérateur de diffusion feuilleté, défini pour toute fonction f : M — R continue par la formule
suivante, pour xe M, t=0:
D7 f(x) = D¥* f(x);

— l'espace Q7 des chemins continus o : [0,00) — M dont 'image est contenue dans une feuille de
&, muni des applications de décalage S;(w) = w(. +71);

— la famille des mesures de Wiener (WxLx) xeM, définies sur les Q‘f (I'ensemble des chemins dont
I'image est incluse dans Ly).

Nous avons une application “origine” qui envoie Q7 sur M : les fibres de cette applications sont
précisément les Q7 . Ainsi, il est possible d’associer a toute mesure de probabilité 7 sur M une me-
sure de probabilité sur Q7 obtenue par intégration contre m des mesures de Wiener WXL", et que nous
notons 7. Notons que par définition, 72 se projette sur la mesure m par I'application “origine”.

Mesures harmoniques. Nous renvoyons a [Gar] pour les preuves des théorémes suivants.

Theoreme 1.6.2. Soit (M, %) une variété close feuilletée munie d’'une métrique feuilletée. Soit m une
mesure de probabilité. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
— m sannule sur les Laplaciens : pour tout h € C%? (%) :

/ A hdm =0;
M

— m est invariante par diffusion de la chaleur feuilletée : pour toute fonction f : M —R continue,

ettoutt=0,
/Df}fdm:/fdm;
M M

— lerelevém a Q7 est invariante par toutes les applications de décalage S; .

Définition 1.6.3. Soit (M, %) une variété close feuilletée munie d’'une métrique feuilletée. Une mesure
de probabilité satisfaisant a 'une des conditions équivalentes énoncées dans le théoreme précédent est
appelée harmonique.

Le principal intérét des mesures harmoniques par rapport aux mesures invariantes, est qu’elles
existent toujours, quel que soit le feuilletage, pourvu que la variété ambiente soit compacte, et que
nous ayons une métrique suffisamment lisse dans les feuilles et qui varie continiment avec le para-
metre transverse. Ce théoreme est également da a Garnett [Gar].

Theoréme 1.6.4. Sur toute variété close feuilletée (M, %) munie d'une métrique feuilletée, il existe une
mesure harmonique.

6.3 — Caractérisation locale et décomposition ergodique

Désintégration des mesures harmoniques. Un théoreme bien connu d’analyse, le théoreme de ré-
gularité elliptique, entraine qu'une distribution sur un ouvert d'une des feuilles qui est harmonique,
c’est-a-dire qui s’annule sur tout Laplacien, est en fait lisse et harmonique : c’est-a-dire qu’elle a une
densité lisse et harmonique par rapport a la mesure de Lebesgue. Garnett a été capable d’en déduire
dans [Gar] la caractérisation suivante.

Theoréme 1.6.5. Soit (M,%) une variété close feuilletée munie d'une métrique feuilletée. Une mesure
de probabilité est harmonique si et seulement si elle a une désintégration équivalente a Lebesgue dans
les feuilles de &, et si les densités locales sont harmoniques.
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En d’autres termes, si U; = Uyer, Pi(x) est une carte feuilletée pour %, nous avons la désintégra-
tion suivante :
myy, = (hi(z,x)Lebr, (2)) vi(x).

Nous avons vu dans la section 5.2, qu’il y a alors une famille (v;);e; de mesures transverses au
feuilletage, quasi-invariantes par holonomie, qui vérifient les relations de cocycles suivantes :

d[T,‘j*Vi] () = hj(-,x)
dv; hi(z,7;} ()’
lorsque m(U; nU;) >0, x € Tjnt;(T;), et ce quel que soit z € P; (ri‘jl(x)) N P;j(x). Par la proposition

1.5.6, il est alors possible d’étendre harmoniquement la densité locale de presque toute plaque a toute
la feuille, sans obstruction de '’holonomie de la feuille en question.

Lemme 1.6.6. Soit m une mesure harmonique our & . Alors il existe un ensemble de Borel de mesure
pleine et saturé Xy M tel que pour tout y € Xy, si y € P (x)cU,,, pour un certain ip € I, et x € Tj,,
alors la formule suivante définit une fonction harmonique de z € Ly qui étend h;(., x) :

d[TL_.l * V]
Hy(p) = 20 2Y0

(X h;(z,7:(x), (1.6.10)
dvio

ot z € Uj, et ¢ est n'importe quel chemin reliant y a z.

Mesures harmoniques ergodiques. Garnett prouve aussi dans [Gar] quelques théorémes de base
de la théorie ergodique.

Theoreéme 1.6.7 (Théoreme ergodique feuilleté). Soit (M, %) une variété close feuilletée, munie d’'une
métrique feuilletée, et m une mesure harmonique pour . Alors pour toute fonction intégrable f :
M — R, la suite des moyennes temporelles

1 n—-1
— Z D;f(x)
n =0
converge pour m-presque tout x € M vers f (x) ou f est une fonction m-intégrable, constante le long des

feuilles et satisfaisant a :
/ fdm= / fam.
M M

Nous pouvons alors définir la notion de mesure ergodique pour un feuilletage.

Définition 1.6.8. Soit (M, %) une variété close feuilletée munie d’'une métrique feuilletée. Une mesure
harmonique est dite ergodique si tout Borélien saturé est de mesure nulle ou de mesure pleine.

Soit x € M, on peut diffuser la masse de Dirac § : on considére la moyenne temporelle

1 n—-1
- Z Dt6x.
n=o

Il est alors possible, en utilisant le théoreme ergodique feuilleté, de prouver que pour presque tout
point x € M, ces moyennes convergent dans la topologie faible-* vers une mesure qu’on note 8 et
qui est ergodique. On peut alors donner un analogue du théoréme de décomposition ergodique des
mesures invariantes par un flot ou un difféomorphisme:
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Theoréme 1.6.9 (Décomposition ergodique). Soit m une probabilité harmonique sur un espace feuilleté
(M, Z) et f une fonction intégrable bornée sur M. Alors :

/wadmz/xeR(/Mdex)dm(x)

ot R est un ensemble saturé tel que :
1. VX € R, 8y existe et x est contenu dans son support.
2. six ety sont dans la méme feuille, alors 8, = . y

3. R estde probabilité totale : il est de mesure pleine pour toute mesure harmonique.
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Chapitre Il

Etats de Gibbs pour les flots d’Anosov
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1. ETATS DE GIBBS POUR LES FLOTS D’ANOSOV

1| Etats de Gibbs pour les flots d’Anosov

Dans tout ce qui suit, B est une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologi-
quement mélangeant et de classe C? ¢, : B— B. Une fonction Holder sur B est classiquement appelée
potentiel dans la théorie des états d’équilibre.

1.1 — Familles de mesures sur les variétés invariantes

Cocycles sur les feuilletages stable et instable. Associés a chaque potentiel Holder F: B—R,ilya
deux cocycles kj, et kj; définis respectivement sur les variétés stables et instables, dont I'existence est
assurée par la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C?> ¢, : B— B. Soit F : B— R un potentiel Holder. Alors, les cocycles définis par
les propositions suivantes :

k}s;(p, q) =exp pour p, q dans la méme variété stable, (2.1.1)

/ (Fowi(q)—Fo:(p)dt
0
et

pour p, q dans la méme variété instable, (2.1.2)

ki (p, q) = exp / (Fop_(q)—Fop_(p)dt
0

existent, c'est-a-dire que les intégrales convergent.

La preuve de ce théoréme est une conséquence immédiate de la Holder continuité de F : elle
découle du lemme de distorsion classique que nous donnerons plus loin (voir le lemme de distorsion
6.1.5).

Familles de mesures. Le théoréeme suivant associe a chaque potentiel Holder des familles de me-
sures de Borel sur less variétés invariantes vérifiant des relations de cocycle remarquables. La formu-
lation que nous donnons ci-dessous est celle donnée par le lemme 2.1 de [BL].

Theoréme 2.1.2. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C?, ¢, : B— B. Soit F : B— R un potentiel Holder. Alors :
1. il existe deux familles ()L%’;)pe pet ()L%fp)pe B de mesures Boréliennes définies respectivement sur
les feuilles de W " et WS qui ve’riﬁentll’;p = A;q quand q € W* (p) (* = cs ou cu), ainsi que les
relations de cocycle suivantes :

d|holS_ , x At
Zlfu T2(9) = ki (g, hol,_, (@), (2.1.3)
Ep'

pour p, p' dans la méme variété stable, et q appartenant au domaine d'une application d’holo-
nomie holz,ﬁ pr el

d |hol¥_  * A¢S
p—p' =~ "Ep
P (q) = kg(g,hol ), (q)) (2.1.4)
Ep’
pour p,p’ dans la méme variété instable, et q appartenant au domaine d'une application d’ho-
lonomie holz,_,p.

De plus, ces mesures sont invariantes a une constante multiplicative pres;
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2. il existe un nombre P(F), ainsi que deux familles de mesures (1}, p) peB et (A, p) peB Tespectivement
définies sur les feuilles de W'" et W qui vérifient /1;:,,, = A;q quand g € W*(p) (*x = uous), et qui
sont quasi-invariante par le flot ¢; avec les relations de cocycles suivantes, pour toutp € B :

d (pT*/lu T T
| i (’”](p)=exp / (Fog—(p)~P(F)dt |, (2.15)
d?LEp 0
d|er*Ag, T
[ SF,qL (p)](p):exp _/ (Fog_,(p)—P(F)dt|. (2.1.6)
dxlEp 0

De plus, ces familles sont uniques a une constante multiplicative, et ces relations déterminent
uniquement le nombre P(F) ;

3. par intégration des )L”(p ) (resp. /15 () )) contre l'élément dt du flot, on obtient une famille de
mesures M" (resp. AL ) SUr W”‘(p) (resp W€ (p)) qui vérifient les relations de cocycles (2.1.3)
(resp. les relatzons . 1 4)) En particulier, les familles de mesures AC’;) sont quasi-invariantes par
Paction du flot, avec les mémes relations de cocycles (2.1.5) et (2.1.6).

Remarquel. Pour F =0, lesrelations (2.1.3) et (2.1.4) signifient que les familles de mesures (/1“ )peB
et ()Lg,’;)pe B sont respectivement invariantes par les holonomies de #* et #°. Dans ce cas, I’ un1c1te
des mesures est donnée par un théoreme de Bowen et Marcus [BM]. Dans [M], Margulis donne une
belle construction de ces mesures.

Remarque 2. Nous reviendrons plus tard, en appendice, sur la construction de ces mesures. Nous
allons reprendre la construction de Margulis adaptée a un potentiel non constant, et montrer I'exis-
tence de ces mesures. Nous ne traitons pas I'unicité qui a été prouvée par Babillot et Ledrappier dans
leur article [BL], par des méthodes de dynamique symbolique. Nous proposons cette description avec
I'espoir de généraliser la construction de telles familles de mesures dans des contextes ou une bonne
description symbolique de la dynamique n’est pas disponible, par exemple dans le contexte de 'hy-
perbolicité feuilletée.

Pression d’'un potentiel. Le nombre P(F) apparaissant dans le théoréme précédent jouera un role
particulier dans la suite. La définition classique se fait a I’aide de boules dynamiques. Lorsque T > 0,
nous pouvons définir une distance dr par la formule :

dr(p,q) = Sup dist(g:(p),p:(q)).
t€[0,T]
Pour € > 0, nous disons que deux points p,q € B sont (T,¢)-séparés si dr(p,q) = €. La définition
suivante est tirée de [BR].

Définition 2.1.3. Nous pouvons alors définir la pression du potentiel par la formule suivante :

T
/ Fog(p)dt ;E(T,s)-séparé}.
0

P(F) = llm hm —log Sup{ Z exp
peE

Theoréme 2.1.4. Le nombre P(F) apparaissant dans les relations (2.1.5) et (2.1.6) est exactement la
pression du potentiel F pour le flot ¢;.
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Nous donnons la caractérisation caractérisation variationnelle suivante de la pression : c’est le
principe variationnel de Walters.

Theoreme 2.1.5. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C*> ¢, : B— B, et F : B— R un potentiel Holder. La pression de F est caractérisée
par le principe variationnel de Walters :

P(F)=Sup (hu((pt) + /qu) ,

oul la borne supérieure est prise sur toutes les mesures invariantes y, et h, (@) désigne l'entropie mé-
trique du flot.

Ftats de Gibbs. Nous pouvons alors définir la notion d’état de Gibbs.

Définition 2.1.6. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C*> ¢, : B— B, et F : B— R un potentiel Holder. Un état d’'équilibre, ou état de
Gibbs, pour @ associé au potentiel F est une solution du principe variationnel de Walters.

Nous pouvons a présent formuler précisément ce fait : les états de Gibbs ontla structure de produit
local. La preuve se trouve également dans I'article de Babillot-Ledrappier, [BL], nous donnerons une
explication dans la suite.

Theoréme 2.1.7. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C*> ¢, : B— B, et F : B— R un potentiel Holder. Alors nous avons les propriétés
suivantes.

1. Il existe un unique étét de Gibbs @ associé au potentiel F, nous le noterons Ur.

2. SoitU = [Wl’fw(po), Wfosc(po)] un petit ouvert possédant la structure de produit local. En restric-
tion a U, l'état de Gibbs i est obtenu par intégration contre la mesure Ay, des mesures y; p Ay
ot les densités yy; p sont des fonctions positives définies sur les variétés instables locales telles que

pour tout g€ W} (p),
Vi (@ = kg (p, q). (2.1.7)

3. Enrestriction a U, ur s'obtient également par intégration contre Ay, des mesures yy, » Ay, ot les
densités vy, p Sont des fonctions positives définies sur les variétés stables locales telles que pour
tourqge W; (p):

v, (@) = k3 (p, ). (2.1.8)

Remarque. Les états de Gibbs ne dépendent pas du potentiel F, mais plut6t de sa classe de coho-
mologie. Plus précisément, si deux potentiels Hélder F,G : B— R vérifient F — G = X.h, ol X repré-
sente le champ de vecteurs associé au flot ¢;, h est une fonction Holder, différentiable dans le direc-
tion du flot, et X.h désigne la dérivée dans la direction du flot, alors nous avons yr = pg. De plus,
ké(p, q) = eMD-hp k% (p, q), et les mesures /1’5 s’'obtiennent a partir de A% par multiplication par la
fonction e™”* (avec x = u, 5, cu, ou ¢s). Si de plus G = F + ¢, c € R, alors tous les objets associés (état de
Gibbs, cocycles, familles de mesures) demeurent inchangées. En particulier, I'hypotheése de pression
positive que nous aurons a demander plus tard n’est pas restrictive.
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Reconstruire les états de Gibbs.

Theoréme 2.1.8. Soit B une variété Riemannienne close, ¢ un flot d’Anosov topologiquement mélan-
geant de classe C?, et F : B— R un potentiel Holder. Soit p € B, et Dc Wy .(p) de mesure positive pour
A P Alors :

1. le mesure

1 /T P Mg’))'D (2.1.9)
converge vers ur lorsque T tend vers l'infini.
2. le mesure .
o> Aiphe (2.1.10)

A% (D)

converge vers [ lorsque T tend vers l'infini.

Remarque. Bien sir, la premiere propriété est impliquée par la seconde. Nous aurons besoin des
deux propriétés, avec différents buts.

— La premiere propriété est 'objet de la section 11.2.2 de [BDV] ol cette propriété est prouvée
lorsque )L]Lé » est la mesure de Lebesgue, et la mesure de Gibbs, 'unique mesure SRB. Nous gé-
néraliserons leur résultat dans notre preuve de 'existence de mesures de Gibbs pour I’hyper-
bolicité feuilletée.

— La seconde est une propriété de mélange : nous I'utiliserons comme un argument clé dans la
preuve de la proposition 7.1.11.

Le résultat suivant 1égitime la définition de mesure de Gibbs que nous donnerons pour 'hyper-

bolicité feuilletée. Il peut étre vu comme une adaptation immédiate du corollaire 11.14 de [BDV] pour
les états de u-Gibbs.

Corollaire 2.1.9. Soit B une variété close, @ un flot d’Anosov topologiquement mélangeant et de classe
C?, et F : B— R un potentiel Holder. Alors I'état de Gibbs pr est I'unique mesure sur B telle que :

— esty;-invariante;

— a une désintégration absolument continue par rapport a (W'*, A%

1.2 - Etats de Gibbs pour le flot géodésique en courbure négative et
mesures de Ledrappier

Dans la suite, B est une variété Riemannienne close et courbée négativement. Nous noterons N
son revétement universel Riemannien.

Les états de Gibbs du flot géodésique sur 7' B ont une jolie description dans le revétement uni-
versel. Soit F une fonction Holder sur T B, et F son relevé au revétement T'N. Lorsque z; et z; sont
des points de N, nous utilisons la notation | ZZIZ F pour l'intégrale de F sur la géodésique dirigée allant
de z; a z, et paramétrée par longueur d’arc.

Nous allons définir le cocycle suivant sur N x N x N(co) :

Zz~ Z1
Jo .
¢ ¢

29

kF (21, 2;€) = exp

F | exp[—P(F)f¢(z1,22)],




1. ETATS DE GIBBS POUR LES FLOTS D’ANOSOV

ou f¢ est le cocycle de Busemann en ¢. Nous faisons usage d’'une notation abusive : la différence des
intégrales a le sens suivant. Soit un rayon géodésique c¢ qui est asymptote a ¢, alors la limite suivante
existe, et ne dépend pas du choix du rayon c:

Z _ z1 _ V43 - Z1 .
[5[rem ([ [
¢ ¢ T—=oo\Je(m (T)
Nous étudierons ce cocycle plus en détails dans au chapitre VI.

Mesures sur les variétés centre-instables. 11y a une identification équivariante T'N = N x N(co),
qui trivialise le fuilletage instable. Dans ce contexte, la famille de mesures (7L§:’Lf}),,€ T1p peuvent étre
relevées aux N x {¢}, é € N(o0), vues commes feuilles centre-instables. Elles ne dépendent que de ¢, et
seront ainsi notées /1”‘ Cette famille vérifie la propriété d’équivariance y * /1 X;‘; e De plus, nous
avons pour tout (z, {') € Nx N(co),et TER:

(ZJ =kl(z_1,20),
dﬂ%lé

ou z_r estle point base de G_r(v¢ ;) (C’estlarelation (2.1.5)).

Mesures al'infini. Dans [L3], Ledrappier a prouvé que ce cocycle est, dans sa terminologie, norma-
lisé, et que par conséquent, il se réalise comme cocycle de Radon-Nikodym d'une certaine famille
équivariante de mesure a l'infini. Plus précisément, en utilisant une construction a la Patterson-
Sullivan, il a prouvé le théoréme suivant :

Theoréme 2.1.10. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son revétement
universel Riemannien. Alors, il existe une famille (VL) ,cy de mesures finies sur N(co) qui vérifient :

F

1. la propriété d'équivariancey * v, = vfz pour toutyemy(B) etze N;

2. larelation de cocycle suivante pour tous z1,z» € N :

F

—oF O =k =20, 2.1.11)

De plus, cette famille est unique a constante multiplicative pres.

Le théoréeme précédent nous donne une autre maniere, assez commode, de construire les états
de Gibbs pour le flot géodésique :

Theoréme 2.1.11. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son revétement
universel Riemannien. Soit F : T'B— R un potentiel Hélder. Alors, la mesure [ir définie ci-aprés ne
dépend pas du choix d’'un point base o € N, et est invariante par le flot géodésique, ainsi que par l'action
diagonale de 1 (B) :

fir = k" (0,50A54(2) v4 ©).

De plus, apres normalisation, la mesure quotient sur T' B est I'unique état de Gibbs du flot géodésique
associé a F.
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2 | Etats de u-Gibbs a densités bornées et mesures de
Margulis

Le but de cette section est de présenter un argument dynamique simple, obtenu en collaboration
avec Christian Bonatti, pour prouver le fait suivant.

Theoreéme 2.2.1. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C? ¢, : B— B. Supposons qu'en restriction d une feuille instable, la densité de
l'unique état de u-Gibbs de @ soit bornée. Alors I'état de u-Gibbs coincide avec la mesure de Bowen-
Margulis.

Ce théoreme est d’apparence simple, et d’aprés Francois Ledrappier, peut aussi se prouver avec
des méthodes cohomologiques. Il apparait néanmoins que notre argument est assez flexible, et il
semble plus que plausible qu’il puisse se généraliser a un cadre partiellement hyperbolique, mais
c’est un travail en cours, et la portée de cet argument dépasse le cadre de cette these.

En raison d'un résultat dti a Katok [Kal], a savoir que pour le flot géodésique d'une surface cour-
bée négativement, I'entropie de la mesure de Liouville coincide avec I'entropie topologique seule-
ment en courbure constante, nous obtenons le résultat de rigidité suivant :

Corollaire 2.2.2. Soit Z une surface compacte courbée négativement. Alors nous avons l'alternative
suivante :
— soit la courbure est constante, et les densités de la mesure de Liouville dans les variétés instables
sont partout égales al;
— soit la courbure est variable, et les densités de la mesure de Liouville dans les variété instables
sont toutes non bornées.

2.1 - Etats de u-Gibbs et mesure de Bowen-Margulis

Nous donnons ici deux des plus importants états de Gibbs dans la théorie. Ce sont la mesure
d’entropie maximale, et la mesure SRB qui, dans ce cas, est 'unique état de u-Gibbs. Dans ce qui suit,
le flot d’Anosov ¢ est supposé topologiquement mélangeant.

Etat de u-Gibbs. Nous allons donner la définition d'un état de u-Gibbs telle qu’elle est donnée dans
[BDV]. Ils prouvent en particulier, que cette définition d’apparence faible entraine la définition don-
née par Pesin et Sinai dés 1982 (voir [PS]).

Définition 2.2.3. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement mé-
langeant et de classe C? ¢, : B— B. Un état de u-Gibbs pour ¢, est une mesure de probabilité invariante
par le flot et qui, en outre, a une désintégration équivalente a Lebesgue dans les variétés instables.

Les états de u-Gibbs sont associés au potentiel suivant, que nous rencontrerons a plusieurs re-
prises dans ce travail :

d
u - _ 1 u ,
¢~ (p) T ogJac“(p)

ot Jac*¢(p) représente la fonction |det D¢;| en restriction a I'espace E¥(p).
Nous avons alors 'unicité de I’état de u-Gibbs, et, par un résultat de [BR], c’est 'unique mesure
SRB, dans le sens que le bassin d’attraction de cette mesure est pleine pour la mesure de Lebesgue.
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Mesure de Bowen-Margulis. La mesure de Bowen-Margulis est associée au potentiel nul : c’est
I'unique mesure d’entropie maximale.

Bowen I'a construite comme mesure d’équidistribution des orbites périodiques dans [Bol, Bo2],
tandis que Margulis a suivi la construction présentée en appendice avec F = 0. Les familles de me-
sures alors construites sur les variétés invariantes sont appelées mesures de Margulis, et leur produit
local donne la mesure d’entropie maximale.

2.2 — Etats de u-Gibbs a densités bornées dans les variétés instables

Densité dans les variétés instables d'un état de u-Gibbs. Le théoréme 2.1.7 donne le fait classique
suivant (voir [PS]) :

Lemme 2.2.4. Dans la variété instable locale de p, la densité de l'unique état de u-Gibbs de ¢ est
donnée a une constante multiplicative pres par :

u
v = lim e 1D

. 2.2.12
T—ooJac%p_1(p) ( :

Ces densités peuvent évidemment étre prolongées a toute la variété instable parla formule (2.2.12).
Bien str, il y a une ambiguité lorsqu’on parle de la densité, puisqu’elles ne sont définies qu’'a une
constante multiplicative pres.

Continuité des densités. Nous aurons besoin du résultat de continuité suivant pour déduire de ce
que la densité de I'état de u-Gibbs dans une feuille instable est bornée, qu’elles le sont toutes.

Lemme 2.2.5. Soit p € B et g € W%(p). Alors pour toutes suites (pi) ken, (i) keny € BY telles que gy €
W¥(py) avec dist, (pk, qx) uniformément majoré pour tout k, et qui convergent respectivement vers p
etq,:

klggowzk(qk) =y,(q).

Preuve. Considérons p, g, px, g comme dans I'énoncé dulemme. Soit € > 0 et R > 0 tel que dist, (p, q) <
R, et dist,(pk, qx) < R pour tout k. Les densités locales étant unifomément log-Hélder, il existe un
temps T(R) > 0 tel que pour tout couple z;,z, appartenant a une méme variété instable et distants
d’auplus R, ¢_7(r)(21) et p_1(p) (22) soient suffisamment proches de sorte que w(’;_nm @) (p—_1(r)(22)) €
[6_6/4, 66/4].

Utilisons la continuité de la fonction Jac“¢_rg) : dés que z; et z» sont suffisamment proches, on

Jac“g_ z _
P-1(R)(22) cle 8/4,88/4

Jac“p_1r)(21) .

En utilisant une chain rule, nous trouvons donc que dés que k est suffisamment grand :

V@ Vo P-T®(@) Jacto_rp(g) Jac®o_rm (Pi)

u U u u [e_E’ eE] :
Yol Yo o0 P-TR(qK) JacTp-rr (qr) Jacp-1r)(p)
Ceci conclut la preuve du lemme. |
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Densités log-bornées. S’il y a une ambiguité a parler de la densité de 'u-Gibbs dans une feuille
instable, il n'y en a en revanche aucune lorsque 'on dit que la densité dans une feuille instable est
log-bornée : en effet si jamais ), est log-bornée sur toute la variété instable de p, il en en est de
méme des densités WZ pour tout g € W¥(p), puisque I'on a la relation :

logyy =logy, —logy,(q).

Proposition 2.2.6. Supposons qu'il existe une feuille instable oii la densité de I'état de u-Gibbs est log-
bornée. Alors les densités de 'u-Gibbs sont log-bornées dans toutes les feuilles avec une borne uniforme.

Preuve. C’est une conséquence immeédiate du lemme de continuité 2.2.5, ainsi que du fait que le
feuilletage instable est minimal : en particulier la feuille ou1 la densité est log-bornée est dense dans
toute la variété. O

Dans le cas ol toutes les densités sont bornées, nous avons un lemme immeédiat, mais primordial,
qui nous permet de contréler les distorsions de volume diies aux itérations positive et négative de f
dans les variétés instables.

Lemme 2.2.7. Supposons qu’il existe une variété instable out la densité de I'état de u-Gibbs est bornée.
1l existe alors une constante C > 1 telle que pour tous p, q appartenant a une méme variété instable, et

toutteR y
- Jac®@(q) -

C—I
- Jactp:(p)

)y

Preuve. Une chain rule donne, lorsque T, t € R, et p, g dans la méme variété instable :

Jac“p_1—+(q) _ Jac*p_1(p—¢(q)) Jac*p_;(q)
Jac“p_7_¢(p) Jac@_r(@p—:(p) Jactp_i(p)’

En faisant tendre T vers 'infini, nous trouvons donc :

Jac"p-_1(@) _ ue oy ou
Jac@_(p) =Vp@) Yy P-:(P)),

qui est log-borné indépendamment de p et g dans la méme variété instable puisque d’apres la pro-
position 2.2.6, les densités sont uniformément log-bornées dans toutes feuilles instables. d

2.3 - Borner les fonctionnelles de Margulis

La famille de fonctionnelles de Margulis. Nous définissons famille de fonctionnelles sur I'espace
C.(# ") des fonctions continues a support compact dans les feuilles centre-instables, que I'on ap-
pelle fonctionnelles de Margulis et qui ont la forme suivante :

[ fop_;dLeb"
[ foop—dLeb™’

ou f e C.(W*°"), et fp est une fonction du méme espace qui sera désormais fixée, et qui a été choisie
de sorte que fy = 1 sur un disque centre-instable noté A.

Li(f)=

Proposition 2.2.8. Supposons qu'il existe une feuille instable ot la densité de l'état de u-Gibbs est log-
bornée. Alors il existe une constante K > 1 telle quel que soit t = 0, et f € C} (W %), nous ayons :

_, J fdLeb™ [ f dLeb™

A <L) =K.
[ fodLeb™ = = [ fodLeb®™

(2.2.13)
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Restrictions sur le support. Nous allons, pour prouver cette proposition, effectuer de nouveau un
raisonnement, de compacité, et utiliser I'absolue continuité du feuilletage stable.

Un argument de compacité dt a Margulis fournit deux nombres €(A) et r(A) tels que pour toute
partie Borélienne D d’une variété centre-instable qui a un diametre inférieur a r(A), il existe une
transformation d’holonomie stable hol},  , : D— A telle que pour tout p € D, dists(p,hol},__ ,(p)) <
e(A).

Lemme 2.2.9. Nous pouvons ramener la preuve de la proposition 2.2.8 au cas out des fonctions aux
supports de diametres inférieurs a r(A).

Preuve. Supposons que nous sachions prouver la proposition 2.2.8 pour toute fonction dont le sup-
port est de diameétre inférieur a r(A). Soit f € C} (W) (c'est-a-dire f € C!(#°")). Nous pouvons
recouvrir un disque contenant le support de f par une partition finie de 'unité (V;, g;);es, de sorte
que chaque V; a un diameétre < r(A).

Par hypothese, 'encadrement (2.2.13) a lieu pour chacune des fonctions fg;, et de plus chacun
des termes de cet encadrement est linéaire en f : en sommant sur i ces encadrements, nous trouvons
alors que 'encadrement a lieu, avec les méme constantes, pour la fonction f. Nous pouvons donc
conclure. d

Lemme 2.2.10. Nous pouvons ramener la preuve de la proposition 2.2.8 au cas des fonctions dont le
support est inclus dans A.

Preuve. Supposons que nous sachions prouver la proposition 2.2.8 pour toutes les fonctions dont le
support est inclus dans A. Par le lemme précédent, nous n’avons qu’a traiter le cas des fonctions aux
supports de diametres inférieurs pour en déduire le cas général.

Prenons alors une fonction f € C}(# ) dont le support a un diameétre < r(A). Nous savons
qu’alors, ily a une application d’holonomie stable, qui est un homéomorphisme, holj, ,, :D—D'c A
telle que pour tout p € D, nous ayons dists(p,hol},_ ,,,(p)) < &(A). Posons donc g = f o (hol}, D,)‘l.

En utilisant, comme dans la preuve du lemme 2.3.1, I'absolue continuité des transformations
d’holonomie stable, nous trouvons un temps T, ne dépendant que de €(A) tel que désque ¢ = T :

1
E/foq)_tdLebC”s/gO(p_tdLebC”Sz/foq)_tdLeb“‘.

Puisque 'encadrement (2.2.13) a, par hypothése, lieu pour la fonction g et ce pour tout ¢, il a
également lieu pour f, et ce pour tout ¢ = T. Nous concluons en utilisant les bornes uniformes sur la
variété compacte B de Jac®“¢; pour ¢ € [0, T]. O

Fin de la preuve de la proposition 2.2.8. 1l est suffisant de prouver la majoration, la minoration
suivant par un argument symétrique. Par ce qui précede, il nous sulffit de traiter le cas d'une fonction
positive ou nulle f a support compact inclus dans A. Puisque fy = 1 sur A, nous pouvons écrire, pour
tout T =0,

[ fop_rdLeb™ [ flac“p 7 dLeb™
<
ho@_rdLeb®® Jac®“@ 1 dLeb®¥
[ foow yJactte

up Jac“@r(p) [, fdLeb™
pgealacor(q) Leb(A)

IN

11 est alors suffisant de borner le quotient des Jacobiens dans la direction centre-instable sur le
disque A, et ce indépendamment de p, g. Tout d’abord, puisque la norme du champ de vecteurs,
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ainsi que I'angle entre le flot et la direction instable sont uniformément log-bornés, les Jacobiens
dans la direction centre-instable sont en rapport uniformément log-borné avec les Jacobiens dans la
direction instable forte.

D’autre part, puisque A est compact, les segments d’orbites inclus dans A sont uniformément
bornés, de sorte que le rapport des Jacobiens instables pour deux points de A sur le méme segment
d’orbite soit uniformément log-borné. Nous pouvons donc nous ramener, par holonomie le long du
flot, a borner le rapport des Jacobiens instables sur une partie incluse dans une feuille instable : et
cela, nous savons le faire par le lemme 2.2.7.

Nous pouvons donc achever la preuve de la proposition 2.2.8. d

2.4 — Preuve du théoreme 2.2.1.

Pour prouver le théoreme, nous allons suivre pas a pas la construction des mesures de Margulis,
et montrer qu’elles sont équivalentes a la mesure de Lebesgue avec des densités bornées.

Comme nous le verrons en appendice, la famille des mesures de Margulis se construit en faisant
agir le flot sur les espaces convexes compacts :

C ;t=T
onv{ Li(fo)’ }

et, vue comme fonctionnelle sur C.(# °“), cette famille est un élément, en fait le seul par unique
ergodicité du feuilletage stable (voir [BM]), de Zoo = MNr20 ZT-

En utilisant la proposition 2.2.8, nous obtenons pour tout 7 = 0, tout L € Zr, et tout f € CS (# 1),
L(f) € [K™},K] fdeebC”/ffodLebC“. En faisant tendre T vers I'infini, nous trouvons, si (A(C)f;g)peB
désigne la famille des mesures de Margulis sur les variétés centre-instables, une constante K = 1 telle
que:

Zr=Adh

’

_y J fdLeb™ /fd/1 f fdLeb*
[ fodLeb™ ~ 0P~ f fodLeb’

Nous en déduisons donc que le volume dans les feuilles centre-instables est équivalent a la me-
sure de Margulis avec des densités de Radon-Nikodym uniformément log-bornées. En d’autres termes,
I'unique état de u-Gibbs de ¢; est une mesure de probabilité invariante par le flot, et qui a une dés-
intégration absolument continue par rapport a (71/0”,&8,’;?). Mais par notre description des états de
Gibbs, seule la mesure de Bowen-Margulis satisfait a cette propriété. C’est donc que ces deux me-
sures sont égales. La preuve du théoréeme est donc terminée. d

3 | Appendice : une construction a la Margulis des me-
sures conditionnelles des états de Gibbs

Le but de cet appendice est de présenter une construction de la structure de produit local des
états de Gibbs pour les flots d’Anosov topologiquement mélangeants. Nous avons conscience que
cette construction est assez folklorique, et sans doute bien connue des spécialistes. Néanmoins, nous
présentons le détail de la construction puisque nous n’en avons pas trouvé de trace explicite dans la
littérature, et puisque nous avons besoin de la construction de Margulis dans la preuve du théoréeme
2.2.1. De plus, nous avions cherché dans cette direction dans 'espoir de construire des familles de
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mesures analogues dans des cas oll nous ne disposons pas de description symbolique claire de la
dynamique, par exemple dans un cadre hyperbolique feuilleté.

Dans tout ce qui suit, nous considérons une variété Riemannienne close B, qui porte un flot
d’Anosov de classe C? et topologiquement mélangeant ;.

Nous rappelons que dire que le flot d’Anosov est topologiquement mélangeant revient a dire que
les variétés stables et instables sont denses dans B. En particulier, un argument de compacité da a
Margulis, voir [M], nous dit que pour tout domaine relativement compact A d'une variété centre-
instable, il existe deux réels positifs uniformes €(A) et r(A) positifs tels que pour tout p € B, il existe
une transformation d’holonomie le long du feuilletage stable

holi)_,A :BY(p,r(A)— A,
avec pour tout p’ € B (p,r(A)) :
dists(p',hol;, _ 4(p") < e(A).
Dans la terminologie de Margulis, nous disons que la boule centre-instable B %(p,r(A)) est £(A)-

équivalente a une partie de A.

3.1 — Fonctionnelles sur les variétés centre-instables

Définition des fonctionnelles. FEtant donné un potentiel Holder, nous allons considérer le poids
suivant :

kf (p) = exp

t
/ FO(p_s(p)ds]. (2.3.14)
0

Ce poids vérifie la relation de cocycle suivante, pour tous #;, f, € Ret pe B :

kE 1 (D) = kf (D)KL (-1, () 2.3.15)

Nous considérons I'’ensemble des fonctions continues a support compact dans une feuille centre-
instable, que nous notons C.(#“%). Sur cet ensemble, dont nous étudierons la topologie plus tard,
nous pouvons définir la famille de fonctionnelles par :

Lf(f)=/kff°<p—tdLebC”. 2.3.16)

Lemmes techniques. Nous allons donner deux lemmes qui premettront d’étudier la continuité des
fonctionnelles précédentes.

Lemme 2.3.1. Soit A un domaine relativement compact inclus dans une variété centre-instable. 1l
existe un réel C(A) > 0 tel que pour tous p € B et tout t =0,

/ kf dLeb™ < C(A) / kI dLeb“™,
@ (B (p,r(A) @A)

Preuve. Considérons les deux constantes uniformes r(A) et €(A) que nous avions définies précédem-
ment : pour rappel, toute boule centre-instable de rayon r(A) est £(A)-équivalente a une partie de
A.

Soit alors p € B et X I'image de B“(p,r(A)) par holonomie stable : si g € B“(p,r(A)) et q' =
holi)_,A(q) € X, nous avons dists(q, ') < €(A).
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Nous pouvons alors écrire :

F
Joupevpiriay ki dLeb® Sup ki @i@) | Leb (@ (B™(p, r(4))
S0 Kt dLeb™ geBeu(pr(a) \ kE (@¢(hol}_ ,(9))) Leb“(¢+(X))

D’une part, pour tout g € B°“(p, r(A)), et ' =hol;,_,(q), on alog(k" (¢ ()/k" (p:(q")) = INGE
@:—s(q) — Fog;_s(q"))ds. En utilisant que dists(q, g") < €(A), que par itération positive, ¢; contracte
exponentiellement vite les distances stables, et que F est uniformément Hélder continue, nous trou-
vons que cette intégrale est majorée par une constante ne dépendant que de A.

D’autre part, le flot commute avec I'holonomie stable de sorte que ¢(g') = holi,t (p)—, () @ (@)),
et le feuilletage stable est absolument continu. Puisque la distance entre ¢;(q) et ¢ ;(q’) tend vers zéro
uniformément, la transformation d’holonomie hol;)t (p)—@,(x) @ UN Jacobien qui tend uniformément
vers 1. En particulier, le quotient Leb*(¢:(B“(p, r(A))))/Leb®“(¢+(X)) est bornée par une quantité
ne dépendant que de A.

Puisque ¢;(X)c¢@;(A),ona:

/ k' dLeb® < / kf dLeb,
¢(X) @:(A)

et nous pouvons conclure la preuve du lemme. d

Lemme 2.3.2. Soit f € C.(W %) positive ou nulle. Alors pour toute fonction positive a support compact
g€ C.(W*°"), il existe une constante C(g) telle que on a pour tout t =0 :

LEg <c@Lt .

Preuve. Nous allons raisonner en deux temps. Nous allons dans un premier temps comparer L (g)
avec l'intégrale de kf sur ¢;(A), ou A est un domaine centre-instable relativement compact. Dans un
second temps, nous choisirons un ouvert A de sorte que 'on puisse comparer cette intégrale avec
LE.

Tout d’abord, si g est continue et positive a support inclus dans K, nous avons pour tout ¢ = 0,
LE(g) <11glloo [, 1o kf dLebC".

Il est possible de recouvrir le compact K par un nombre fini N, ne dépendant que de K, de boules
de rayon r(A). Lintégrale de kf sur I'image de chacune de ces boule par ¢; est bornée indépendam-
ment de ¢ par C(A) fois I'intégrale du méme poids sur ¢;(A). Ainsi, nous trouvons :

/ kfgo@_;dLeb®™ <||gllNC(A) / kF dLeb®".
@:(A)

Lidée présente dans [M] est de considérer I'ouvert relativement compact A= {f > €}, ou € > 0 est
suffisamment petit, puis de remarquer que :

1
/ kF dLeb < — / kEfoq_,dLeb™,
@A) €

En combinant les deux inégalités, nous concluons la preuve du lemme. d
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Action continue sur les fonctionnelles. Lespace C.(# “") n'est pas un espace vectoriel a priori : la
somme de deux fonctions n’est dans C.(# %) que si elles sont définies sur la méme feuille.

Nous pouvons néanmoins définir 'ensemble £ des fonctionnelles L sur C.(# %) telle que pour
tout p € B, Liceu(wen(p) soit une fonctionnelle linéaire. C’est ainsi naturellement un espace vectoriel
topologique localement convexe. Nous pouvons aussi considérer le sous-ensemble C; (# %) consti-
tué des fonctions positives, ainsi que ’ensemble £+ des fonctionnelles positives, c’est-a-dire qui sont
positives sur les fonctions positives.

Il est possible munir £ de la topologie produit, en identifiant &£ avec []fec, ev Ry, grace a la
correspondance L — (L(f))fECC(Wcu).

Le flot ¢; agit naturellement sur 'ensemble des fonctionnelles £ par I'application suivante, ot
LeZLetgeC.(WY):

OFL(f) = LIk foq_,l.

Nous aurons aussi a considérer la normalisation suivante :
oL
= Friry
@} L(fo)

AF
q)t

ou fy € CH(W") est une fonction de référence que nous fixerons. Pour se fixer les idées, on peut
supposer que fy = 1 sur un domaine centre-instable relativement compact A.

Lemme 2.3.3. Pour tout t € R, les actions <I>f et (ISI[: sur &L sont continues.

Preuve. Nous avons muni £ de la topologie produit : en particulier, elle est engendrée par les pro-
duits finis d’intervalles de R. Considérons un ensemble fini de fonctions de C.(# %), (fi)i=1,....k, et un
nombre fini d’intervalles ouverts de R, (I;);=1 . . Soitl'ouvert U ={Le &Z; L(f;) € I; i =1,...,k}. Nous
avons :

.....

@) 'U={Le & LKL, fiopels, i=1,..k}:

c’est encore un ouvert de £.
C’est donc que @, et donc ®,, est continue. O
Nous avons défini la famille de fonctionnelles Lf par la formule 2.3.16. Nous remarquons que, par
la formule de cocycle 2.3.15, nous avons les relations suivantes pour tous t;, & €R:

oL Df =), et DL} =Df (2.3.17)
Ly Ly
Fy+F _ tF =F 173 _ Hh+b
Ly, = Liwr, ot & |1 (fo))_LF G (2.3.18)
2 h+t

3.2 — Application d’un théoréme de point fixe

Convexe compact de fonctionnelles. Pour une partie % de £, nous noterons Conv® I’enveloppe
convexe de &, et Adh %, son adhérence. Nous définissons I’ensemble convexe :

LF
Conv Ft ;=0
L; (fo)

ol fy estla fonction que nous avions fixée dans le paragraphe précédent.

%o =Adh

)

Lemme 2.3.4. Tous les éléments de & sont des fonctionnelles positives.

38



CHAPITRE Il. ETATS DE GIBBS POUR LES FLOTS D’ANOSOV

Preuve. Puisque toutes les fonctionnelles LE' sont des fonctionnelles positives, il en est de méme pour
toute combinaison convexe de Lf / Lf (fo). Reste a voir que le fait d’étre positif passe a I’adhérence.
Mais ceci est vrai puisque la topologie sur £ est celle de la convergence ponctuelle. d

Lemme 2.3.5. Le convexe & est compact.

Preuve. Nous allons prouver que pour toute fonction f € C.(# "), les quotients Lf (f)/L¢(fo) sont
bornés indépendamment de ¢ = 0. En traitant séparément les parties positives et négatives, nous
voyons qu'il suffit pour cela de prouver que pour toute fonction positive f € C} (# %), les quotients
LE(f)/L;(fo) sont majorés indépendamment de . Ce dernier point est une application immédiate du
lemme 2.3.2.

Ainsi pour tout f € C.(# %), il existe deux constantes c(f) et C(f) ne dépendant que de f tel que
I'on ait L(f) € [c(f), C(f)] pour tout L s’écrivant comme combinaison convexe de quotients L;/L(fo),
avec t = 0. Mais ces bornes passent a 'adhérence, et nous obtenons L(f) € [c(f), C(f)] pour tout
Le %0.

Puisque & est fermé, et que le produit de segments compacts [c(f), C(f)], f € C.(# ") est com-
pact par le théoreme de Tychonov, on a bien 2, compact pour la topologie produit. O

Pour tout T = 0, nous allons considérer I'’ensemble compact (par le lemme précédent) :

LF
Zr=Adh COHV{F—t; t=T4|,
L; (fo)
ainsi que :
%OO = ﬂ %T)
T=0

qui est un ensemble compact non vide, comme intersection décroissante de compacts.
Lemme 2.3.6. Nous avons pour toutt =0, et tout T =0 @[%T cXr

Preuve. Il vient directement de la relation 2.3.18 que lorsque ¢ = 0, ®; préserve 'ensemble des com-
binaisons convexes de Lfi /Ly, avec t; = T. Nous concluons en utilisant la continuité de @, (voir le
lemme 2.3.3). O

Proposition 2.3.7. Il existe donc un élément m € Z, tel que pour tout t € R, &;m = m.

Preuve. Nous utilisons le théoréeme de point fixe de Schauder : toute application continue laissant
invariante une partie compacte convexe d'un espace vectoriel topologique localement convexe pos-
sede un point fixe.

Nous concluons par la continuité de @, et par la compacité de Z (voir les lemmes 2.3.3 et 2.3.6).
O

Propriétés du point fixe. Nous étudions dans un premier temps I'action des transformations d’ho-
lonomie stables sur la fonctionnelle m. Nous rappelons la définition du cocycle k* donnée par la
relation (2.1.1) :

ky(p,q) = exp

(e o]
/ (Fow:(q)—Fog:(p)dt| pour p,q dans la méme feuille stable.
0

Proposition 2.3.8. Soit f € C.(W "), p € Supp (f), et p’' € W*(p). Nous avons alors :
m(tholz,_,p) =m(f kp(,hol}_ (),

p—p
ouf ohollsg,_} pest restreinte au domaine d’'une transformation d’holonomie holz,ﬁ p el f k3, hol}

(1)
p—p
est restreinte au but de cette transformation.
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Preuve. Soit f € C.(# "), p € Supp (f), et p' € W*(p). Nous allons prouver que la différence suivante
tend vers 0 lorsque T tend vers oo :

fohol®,
mT( p—p

k}(hol;,_,p(.),.)) ~mrf,

indépendamment de my € X7 et ol1 on a restreint le quotient au domaine de définition d'une trans-
formation d’holonomie holz,_, p et f aubut de cette transformation.
Etant donné que m € X, = Nrs0 X7, 0N trouvera bien I'égalité désirée pour toute fonction conti-

nue.
Soit T = 0. Définissons la fonction suivante sur un domaine compact d’holonomie stable K :

S
fohols,

£ kg tholy,_ 0,0

Nous notons K I'image de K’ par la transformation d’holonomie hol;,_, P En utilisant 'absolue conti-
nuité du feuilletage stable, nous trouvons :

kF(hols . / (Q))
LE( )=/ e ogrp) og_r(qVachol’,  (q)dLeb®(q).
r®= o E@r@ubo,_t_rign <O PRP i@ 9
Pour g € ¢ (K), posons g’ = holZJT (p)—pr(p (@D €t considérons la quantité suivante :
kL (q"

F s li Ja
kr (@ kg (@-1(q),9-1(q")
Nous trouvons alors :

Ly(g)—Lr(f)= / (Rr(q) — Dk7(q) f (p-1(q))dLeb®™ (q).
@r(K)

Il s’agit alors de contréler Rr(q) — 1 par une quantité tendant vers zéro indépendamment de g.
D’une part, puisque la distance dists(@7(p), @7 (p’) tend vers zéro, le Jacobien de la transformation
’ . S . 2
d’holonomie hol or(P)—@r(p") tend vers 1 indépendamment de q.
D’autre part,on a:

k7(q') _
kL (@ ki (o-1(@), p-1(q")

exp

/ (Fo@i(@p-1(@) = Fopip-r(gh)dt|.
T

Lintégrale tend uniformément vers 0, puisque F est Holder et que ¢_7(q) € K et 9_7(g') € K’ sont
a distance uniformément majorée sur K. Par conséquent, R7(g) converge vers 1 uniformémenten 7.
Nous trouvons donc :

L@ _LrD| gy, gy -y ipf 2o-rdLeb™
Lr(fo) Lr(fo)l  gepr J kL foo p_rdLeb™’
Par le lemme 2.3.2, le second facteur est borné uniformément. Nous pouvons donc conclure que
LL;((;%)) - LLIT((};)) tend vers zéro uniformément.
Nous pouvons donc conclure que mr(g) —mz(f) est d’autant plus petit que T est grand, et ce
indépendamment de mr € X7 (nous pouvons écrire my comme combinaison convexe de L,/ Ly, (fo)
pour t; = T). Nous pouvons donc en déduire que m(g) = m(f), ce qui nous permet de conclure. O
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Proposition 2.3.9. Il existe un nombre réel Pr tel que pour toute fonction continue f € C.(W ") et tout
TeR,
m(fopr) =e Prm(kf f).

Preuve. Soit, pour t € R, a; = m(kf foo ;). Nous tirons de la relation de cocycle 2.3.15, et du fait que
m soit point fixe de ®; que pour tous s, € R :

sy =mlkl (kFogp_g) (foop_rop_9)] =m(kE foop_)®sm(kE fop_,) =m(kl fyop_gm(kl fop_;) = asay.

Ainsi, puisque m(fp) = 1, il existe un réel Pr tel que a; = etPr pour tout ¢ € R.

Nous pouvons de nouveau utiliser le fait que m est un point fixe de @7 : pour tout f € C.(# ),
nous avons pour tout réel T :

m(kk )

————L = Pkl f).
m(kf foop_1) rf

m(fopr)=0rm(fopr) =

3.3 — Structure de produit local des états de Gibbs

Mesures sur les variétés invariantes. Les feuilles centre-instables, munies de la structure Rieman-
nienne induite, sont des espaces métriques localement compacts et, lorsqu’on la restreint a 1’'en-
semble des fonctions continues a support compact d'une feuille centre instable quelconque, m est
une fonctionnelle positive (voir le lemme 2.3.4). Ainsi, nous pouvons appliquer le théoreme de re-
présentation de Riesz (voir I'’énoncé du théoreme 2.14 de [Ru]), pour trouver une famille de mesures
Boréliennes (/1%‘;) peB Sur les variétés centre instables vérifiant :
A 1AtA 3 cu _ qjcu .
1. pour tous p, g sur la méme variété centre-instable, Ay »= Ag PR
2. pour tout p € B, p’ surla méme variété stable, et g dans le domaine d’une transformation d’ho-
. s ]
lonomie hol p—p
N cu
d[holp,_,p * A0 ]

Ep
i,

(q)zks(q,holz,ﬂp(q))zeXp/ (Fog;(holy,_ (@) = Fog(q@)dt|;
0

3. pourtoutpeBetTeR,ona:

dlpr * Mgy s

d/l%”p

(p) =exp

T
/ (Fog_t(p)—Pr)dt
0

Pour prouver les deuxiéme et troisieme propriétés, il s’agit d’appliquer les propositions 2.3.8 et 2.3.9.
Enfin, la partition de toute variété centre-instable par les variétés instables est une partition me-
surable, 'ensemble des feuilles étant idéntifié avec un cercle ou une droite. Les mesures /lf?’; peuvent
ainsi étre désintégrées dans les variétés instables, obtenant ainsi une famille de mesures (Alﬁf p)PE B>
quasi-invariantes par I'action du flot, avec la relation de cocycle désirée :
u
dlpr * Ag, )
u
dAg p

(p) =exp

T
/ (Fo@-_t(p)—Prp)dt
0

Nous pouvons de méme prouver 'existence de familles de mesures (/lffp) peM Vérifiant :
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1. pour tous p, g sur la méme variété centre-stable, A;fp =A%, PE
2. pour tous p € B, p’ sur la méme variété instable, et g dans le domaine d'une transformation

u
d’holonomie holp _pt

d[holz, */lcs ]
d/l%fp,

(@) = k"“(q,hol¥,_ () =exp

/ (Fog_(hol,_ (@) = Fop_i(q)dt |;

3. il existe un nombre réel P}, tel que pour tout pe Bet TeR, ona:

d[‘PT * A’F(p 1(p)]

d )L%fp

T
(p) =exp —/ (Fog_y(p)—Ppdt|.
0

Et nous pouvons désintégrer cette famille dans les variétés stables, obtenant ainsi une famille de
mesures (A}, p) peM, Sur les variétés stables, vérifiant la relation de cocycle désirée :

Al * Ay 1)
dﬂ%p

T
(p) =exp —/ (Fog_(p)—Ppdt|.
0

Structure de produit local. Nous allons montrer comment récupérer la structure de produit local
de I'unique état de Gibbs associé a F. Tout d’abord, nous devons montrer que la famille de mesures
(/1 )pep varie continment avec p. Pour cela, en composant les relations d’absolue continuité de la
famllle A ),[,€ B par holonomie instable et par le flot, on trouve que la famille (/1“ ),,E B est absolu-
ment contlnue par les transformations d’holonomie centre-stable avec des ]acoblens continus : cette
famille varie donc continiment.

Lemme 2.3.10. Il existe une mesure de probabilités (i sur B qui en restriction a tout petit ouvert ayant
la structure de produit local, est obtenue en intégrant contre A%fpo les mesures wl’é p/ll’é Py oll, pour tout
q € W, (p), nous avons défini :

[o0]
Vi (@ =kg(p, q) = exp /0 (Fogp_i(q)—Fog_.(p)dt
Preuve. Ces mesures sur les ouverts possédant la structure de produit local sont bien définies car /11’3 p
varie continiment avec p € B. Ce sont des mesures finies car les mesures /lllf,, p et /llcf ,» sont finies sur
les compacts.

Il s’agit de prouver que les mesures définies comme dans le lemme peuvent étre recollées de fa-
¢on cohérente avec '’holonomie du feuilletage stable. Ceci est une conséquence triviale de la relation
d’absolue continuité par rapport a (/I%fp) peB Vérifiée par les transformations d’holonomie instable.
Nous avons, lorsque p et p’ sont sur la méme variété instable :

wl dhol"_,  A¢S
p — k”(p',p) ZAfS 14 (p/)
Ep Ep'

La variété B étant compacte, nous pouvons la recouvrir par un nombre fini d’ouverts possédant
la structure de produit local, de sorte que nous obtenions, en recollant les mesures définies précé-
demment, une mesure finie sur B : nous pouvons supposer sans restriction que c’est une mesure de
probabilité. a
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Lemme 2.3.11. Nous avons Pg = P} et U est invariante par le flot.

Preuve. En regardant comment ¢, agit sur les familles de mesures (A%, p)p€ B et (/lffp)pe B, hous pou-
vons facilement obtenir pour tout réel ¢ et tout Borélien Ac B :

(@i (A) = e PPy (A),

ce dont nous déduisons, en I'appliquant a A = B, que Pr = Py, Linvariance par le flot suit alors. O
Nous allons prouver que ur est I'état de Gibbs associé au potentiel F et que le nombre P est
la pression. La fin du raisonnement est assez classique : nous renvoyons par exemple a [BR] pour le
lemme suivant dans le cas des états de u-Gibbs, c’est-a-dire ot les mesures )Ll{f, p sont données par le
volume dans les variétés instables.
Rappelons la définition des boules de Bowen. Lorsque € > 0 et T > 0, nous pouvons définir une
distance dr par la formule :

dr(p,q) = Sup dist(p:(p),p:(q)).
tel[0,T]

La boule de Bowen pour T centrée en p et de rayon ¢ est la boule Br(p, ¢) de centre p et de rayon ¢
associée a la distance dr.
Posons, pour p € Bete > 0assez petit, D(p, €) = [WH(p), WE*(p)]. Nous posons également Dr(p, €) =
[W%E(p), Wﬁsg], ou W:,’fyg(p) estla composante connexe de W* (p)nBr(p, €) qui contient p, et x = cs, u.
Il existe une constante c¢ > 1 telle que I'on ait pour tout p € B et € > 0 assez petit (voir par exemple
[BR]) :
Dr(p, cle)n Br(p,€) = Dr(p,ce).

Lemme 2.3.12. [l existe une constante C > 1 telle que pour tout T > 0, tout p € B et tout € > 0 suffisam-
ment petit, nous ayons :

HE(Br(p,€))
exp [fOT(FO(pt(p) - PF)dt]

Clur(B(p,e) < < Cur(B(p,¢))

Preuve. Par la remarque précédente, il suffit en fait d’encadrer uniformément le rapport :
Hr(Dr(p,€)
exp| Jy (Fogi(p)- Pr)di

Pour ce faire, nous remarquons que W}‘ (P = p-T(WH{epr(p)), etque W:ﬁsg( p) = WS (p). 1l existe
un nombre ¢, variant continiment avec g € W;*(p) tel que €, = € et D7 (p, €) = Ugewses(p) Wy e (q).

Ainsi, nous pouvons utiliser un changement de variables et écrire :

Y. )d/l“ @)
/Wg“(p) (/W;f_gq(q) ha=ha |7 Ep

W op_r) khe TPrdpl dASsS ().
/We”w) (/W;;(w(qn Vha T Egpr(q) | 4" Ep

En utilisant 'uniforme continuité des quantités que nous intégrons, et en sachant que pr(B(p, €))
et ur(D(p,€)) sont uniformément du méme ordre, nous trouvons que ur(D7(p,€)) est en rapport
borné avec :

pr(Dr(p,€)

ur(B(p,e)kk(@r(p)e TP = up(B(p,€)) exp

)

T
/ (Fog(p)— Pp)dt
0
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3. APPENDICE : UNE CONSTRUCTION A LA MARGULIS DES MESURES CONDITIONNELLES DES
ETATS DE GIBBS

concluant ainsi la preuve du lemme. d
Nous rappelons que deux points p et g sont dits (T, €)-séparés si dr(p, q) = ¢, et que la pression
du potentiel Holder F pour le flot ¢; est donné par :

T
/ Fog:(p)dt
0

— 1
P(F)=1lim lim —logS$S ; E (T, e)-sé e b
(F) E%TE?)OT og up{r;gexp (T,€) separe}
Lemme 2.3.13. Le nombre Pg est alors la pression du potentiel F pour le flot ¢;.

Preuve. Soit E un ensemble (7, ¢)-séparé maximal, de sorte que B = Upee Br(p, €). Nous avons alors
parlelemme 2.3.12:

1= ) up(Br(p,e) < Cur(B(p,e)) Y exp
pEE pEE

)

T
/ (Fog;—Pr)dt
0

ce dont nous déduisons Pr < P(F).
D’autre part, puisque E est maximal, les boules de Bowen Br(p, €/2) sont deux a deux disjointes,
de sorte qu'une nouvelle application du lemme 2.3.12 nous donne :

)

T
1> Y up(Br(p,el2)=C  up(B(p,e/2) Y exp / (Fog,—Pp)dt
0

peEE pEE

ce dont nous déduisons Pr = P(F) : Pr est donc bien la pression du potentiel. O

Theoréme 2.3.14. La mesure g construite précédemment est un état de Gibbs ergodique associé au
potentiel F.

Preuve. Le nombre Pg est la pression de F. En appliquant de nouveau le lemme 2.3.12, ainsi que le
théoreme de Birkhoff, nous trouvons :
—logur(Br(p,¢€)) — —logup(Br(p,¢)

lim lim =lim lim
e=07_ T e—=0T—o00 T

= P(F) - / Fdug.
B

Les deux limites sont donc égales : par un théoréme de brin-Katok, la limite commune est I'entropie
mesurée hy, : c’est donc que ur est solution du principe variationnel de Walters 2.1.5. Nous pouvons
donc conclure la preuve du théoréme. O
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Discrétisation des mesures harmoniques
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1. DISCRETISATION DU MOUVEMENT BROWNIEN

1| Discrétisation du mouvement Brownien

1.1 - Ensembles *-récurrents

Dans la suite, nous considérons une variété Riemannienne L compleéte, connexe et a géométrie
bornée. Nous pouvons alors considérer pour tout x € L la mesure de Wiener W, définie sur 'ensemble
Q, des chemins continus commencant en x. Nous avons montré comment balayer une masse de Di-
rac sur une partie récurrente pour le mouvement Brownien, et comment en déduire la propriété de la
moyenne pour les fonctions harmoniques. Ci-dessous, nous expliquons la construction classique de
discrétisation du mouvement Brownien de Furstenberg-Lyons-Sullivan. Le matériel peut étre trouvé
dans les références [BaL, Fu2, K3, LS].

Données de Lyons-Sullivan. Nous reprenons ici la terminologie de [BaL]. Pour une partie fermée
Fc L, nous avons défini le balayage d’'une masse de Dirac 6, comme la distribution d’entrée dans F
des chemins Browniens partant de x, et nous ’avons noté ﬁf; .

Pour un ouvert V c L, il est possible de considérer la distribution de sortie de V, c’est-a-dire la
mesure £¥ = ,B;V. Lorsque x € °V, on obtient la masse de Dirac en x, et lorsque x € V, on obtient une
mesure supportée sur 8V que I'on appelle classiquement la mesure harmonique de x.

Définition 3.1.1. Soit X une partie discréte de L. Une donnée de Lyons-Sullivan pour X est une famille
(Fx, Vx)xex ot les Fy sont des parties fermées de L, et oui les V. sont des parties ouvertes et relativement
compactes de L telles que :

1. pourtoutxe X, xeIntFy, et FxcVy;

2. pourx#ye X, FxnV,=¢;

3. F =Uyex Fx est récurrent;

4. la donnée vérifie le principe de Harnack, c’est-a-dire qu'il existe une constante C > 1 telle que

pourtoutxe€ X ety € Fy, onait:

de’
1_%y

c de”

Une partie discrete admettant une donnée de Lyons-Sullivan est appelée * -récurrente.

=C. (3.1.1)

Dans leur étude de la compactification de Martin, Ballmann et Ledrappier [BaL] ont précisé cette
notion de donnée de Lyons-Sullivan, en demandant une condition supplémentaire.

Définition 3.1.2. Soit X une partie discrete de L. Nous disons que (Fy, Vy) est une donnée de Lyons-
Sullivan si elle satisfait aux quatre conditions imposées par la définition précédente, et si de plus il
existe une constante D telle que pour tout x € X et tout y € 0Fy, on ait:

Gy, (y,x) =D,
ot Gy, représente la fonction de Green de V.

Ballmann et Ledrappier prouvent alors le théoréme suivant (sous une forme légerement plus gé-
nérale) :

Theoréme 3.1.3. Soit L une variété Riemannienne complete et a géométrie bornée. Soit X une partie
discrete de L dont le e-voisinage est récurrent pour un certain € > 0. Alors X admet une donnée de
Lyons-Sullivan équilibrée (Fy, Vy)xex telle que toute isométrie de L qui laisse X invariant permute la
famille (Fx, Vi) xex.

46



CHAPITRE Ill. DISCRETISATION DES MESURES HARMONIQUES

Exemple 1. Supposons que B soit une variété Riemannienne de volume fini et a géométrie bornée,
et soit I1 : L— B un revétement Riemannien. Pour py € B, 'ensemble X = H_l(po) admet alors une
donnée de Lyons-Sullivan équilibrée.

Par le théoreme de Ballmann-Ledrappier 3.1.3, il suffit de prouver que le e-voisinage de X, noté
N¢(X) est récurrent. Largument est classique mais court et élégant : nous le rappelons. La fonction

P(x) = Wy[w rencontre N.(X)]

est harmonique et invariante par I’action d’'une copie de 71 (B) dans les isométries directes de L : elle
passe au quotient, et elle vaut 1 en py. On conclut alors en utilisant le fait classique que toute fonction
harmonique sur une variété de volume fini et a géométrie bornée est constante. En particulier P(x) =
1 pour tout x.

Pour voir cela, il y a beaucoup de moyens différents. Nous esquissons un joli argument qui utilise
le théoréeme de récurrence de Poincaré. Une fonction harmonique % : B—R vérifie divgrad 2 = 0,
c’est donc que le champ de gradient de h préserve le volume. Puisque la géométrie de B est bornée,
le champ de gradient est complet. Puisque ce champ préserve le volume, presque tout point de B est
récurrent. Or la dynamique des lignes du champ de gradient est simple : les points vont de singularité
en singularité. C’est donc que presque tout point est une singularité : le gradient d’annule presque
partout. Il s’annule donc partout, et la fonction est constante.

Exemple 2. Supposons que L soit une variété Riemannienne complete et a géométrie bornée, et
soit X une partie discréte et r-dense, ou r est inférieur, par exemple, a la moitié du rayon d’injectivité
minimal de L. Alors X admet une donnée de Lyons-Sullivan équilibrée.

Ici encore il suffit de prouver que N;/2(X) est récurrent. On peut ici se ramener a un probleme
local. Tout point de L est dans une boule centrée en un point x € X et de rayon r. Il suffit donc de
minorer indépendamment du point y € L (nous avons alors y € B(x,r) pour un certain x € X) la
probabilité qu'un chemin Brownien commencant en y rencontre B(x, r/2) avant de sortir de B(x, r).

Pour ce faire, nous pouvons utiliser un résultat de comparaison de Debiard-Gaveau-Mazet, qui
dit que cette probabilité est toujours minorée par la probabilité équivalente calculée dans I'espace a
courbure sectionnelle constante minorant celle de L : (voir le lemme 1 de [DGM]). Cette derniere est
positive et indépendante du centre des boules, puisqu’en courbure constante, le noyau de la chaleur
p(x,y;t) ne dépend que de ¢ et de la distance dist(x, y). Nous avons donc un minorant uniforme, et
nous pouvons conclure.

1.2 — Discrétisation de Furstenberg-Lyons-Sullivan

Nous nous intéressons ici au lien entre la théore du potentiel venant de ’étude du Laplacien, et
celle venant de I'étude des chaines de Markov sur des ensembles discrets. Dans le cas des réseaux
discrets de SL,(R), Furstenberg [Fu2] a donné une premiére version du théoréme de discrétisation,
qui a été ensuite systématisé par Lyons et Sullivan [LS] : c’est leur version que nous donnons.
Avant d’énoncer le théoreme, nous aurons besoin de deux notations.
- Nous noterons #* (L, A) 'ensemble des fonctions harmoniques pour le Laplacien qui sont po-
sitives sur L.

— Lorsque (ix) xex est une famille de mesures de probabilité sur X, nous disons qu'une fonction
h: X —10,00) est (1y) xex-harmonique si pour tout y € X, h(y) = ¥ xe x ty(x) h(x). Nous noterons
A1 (X, (ux)xex) 'ensembles de ces fonctions.
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Theoréme 3.1.4. Soit L une variété Riemannienne compléte et a géométrie bornée, et X une partie
discrete de L qui est x -récurrente. Il existe une famille de mesures de probabilité sur X (Uz) zc1 telle que:

1. chaque p; a un support plein : pour toutze Letx€ X, 1z(x) >0;

2. pour toute isométriey € Isom (L) laissant X et la donnée de Lyons-Sullivan invariants, on a pour
toutze Letx € X, lyz(yX) = tz(X);

3. pour toute fonction h € #* (X, (Lx) xex), la formule ®h(z) = Y v x pz(x) h(x) définit une fonction
lisse et harmonique dez€ L;

4. lapplication ® : A% (X, (ux)xex) — H* (L, A) est une bijection, lapplication inverse étant tout
simplement donnée par la restriction.

Ballmann et Ledrappier ont complété ce théoreme en donnant deux résultats que nous utiliserons
également.

Theoréme 3.1.5. Soit L une variété Riemannienne compléte et a géométrie bornée, et X une partie
discrete de L qui est x-récurrente. Supposons de plus que X admette une donnée de Lyons-Sullivan
équilibrée. Alors la famille de mesures donnée par le théoréeme précédent peut étre choisie symétrique.
C'est-a-dire que pour tout x,y € X, px(y) = phy(x).

Theoréme 3.1.6. Soit N une variété compléte, connexe et simplement connexe dont la courbure est
pincée entre deux constantes négatives —b*> < —a® < 0. Soit T < Isom ™ (N) un sous-groupe discret de
covolume fini, et X =T 0, oit 0 est un point fixé. Alors la mesure donnée par le théoréme 3.1.5 peut étre
choisie de premier moment fini, c’est-a-dire que :

Z,uo(yo)dist(o,yo) < 00.
Y

2 | Discrétisation des mesures harmoniques pour les fi-
brés feuilletés

Les résultats présentés ici ont fait 'objet d'une publication d’'une note aux Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences (voir [Al])

2.1 - Mesures harmoniques et mesures stationnaires

Mesures stationnaires. Soit I un groupe agissant sur un espace topologique V, et ;£ une mesure de
probabilité sur I'. Nous disons qu'une mesure v sur V est u-stationnairesion a:

v= Z By *v.
yel'

En appliquant un argument a la Krylov-Bogolubov a l'opérateur Pv = ¥ cr p(y)y * v, il vient que
lorsque V est compact, et u est n'importe quelle mesure de probabilité sur I, il existe toujours une
mesure fi-stationnaire.
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CHAPITRE Ill. DISCRETISATION DES MESURES HARMONIQUES

Mesures conditionnelles des mesures harmoniques. Supposons a présent que I'on ait une variété
Riemannienne B qui est de classe C* de volume fini, et de géométrie bornée, et notons N son revé-
tement universel. Supposons que le groupe fondamental 7; (B) agisse par difféomorphismes sur une
variété différentiable compacte (la différentiabilité de V ne joue aucun role : nous pourrions prendre
une variété topologique compacte quelconque). Nous avons alors une représentation :

p : w1 (B) — Diff(V).

Nous avons rencontré le processus de suspension qui permet d’associer a cette représentation un
fibré feuilleté (I1, M, B, V, &) dont p est la représentation d’holonomie. Il est alors possible de para-
métrer les feuilles de & par la structure Riemannienne de B, de sorte que la fibration I1: M — B soit
un revétement Riemannien.

Nous avons vu qu'une mesure harmonique pour & est une mesure de probabilité m sur M qui
s’annule sur tous les laplaciens feuilletés :

/ A hdm=0,
M

pour toute fonction h € C*?(%). Nous rappelons que dans le cas ol1 B est compacte, I'existence de
mesures harmoniques vient d'un théoréeme de Garnett (voir le théoréme 1.6.4). Dans le cas du volume
fini, elle découle du théoreme ci-dessous ainsi que de I'existence de mesures stationnaires sur tout
espace compact.

Puisqu’en restriction aux feuilles, la fibration est une isométrie locale, la projection [T+ m s’annule
encore sur tous les Laplaciens : elle a une densité harmonique par rapport a Lebesgue. Puisque les
fonctions harmoniques sur B, qui est de volume fini et a géométrie bornée, sont les constantes, cette
projection est la mesure de Lebesgue. Nous pouvons ainsi considérer la désintégration de m dans les
fibres de IT : notons (mp) yep la famille des mesures conditionnelles.

Nous pouvons alors regarder I'action du groupe d’holonomie sur ces mesures conditionnelles,
et nous demander si, par analogie avec la discrétisation des fonctions harmoniques, il est possible
de prouver que celles-ci sont stationnaires pour une certaine mesure de probabilité sur ;(B). Le
théoréme suivant donne une réponse positive a cette question.

Theoréme 3.2.1. Soit B une variété Riemannienne de classe C*°, de volume fini et a géométrie bor-
née. Alors il existe une mesure de probabilité u sur m(B) de support total, telle que pour toute variété
compacte V et toute représentation p : m1(B) — Diff(V), il y ait une correspondance bijective entre les
mesures harmoniques pour le feuilletage suspension paramétré par la métrique de la base, et les me-
sures -stationnaires sur V pour Uaction définie par p.

Remarque. Lamesure sur le groupe fondamental de B est donnée par le théoreme de discrétisation
3.1.4, etla correspondance bijective est donnée par I'application m — m,,, ou pg € B est un point fixé.
Nous décrirons la réciproque dans la preuve du théoreme.

2.2 — Les mesures conditionnelles sont stationnaires

Dans la suite, nous considérons une variété Riemannienne B de volume fini et a géométrie bor-
née, ainsi qu'une représentation p : 7 (B) — Diff(V), out V est une variété différentiable. En suspen-
dant la représentation, nous obtenons un fibré feuilleté (II, M, B, V, %) dont ’holonomie est donnée
par p. Nous remontons la métrique de la base aux feuilles via la fibration. Nous supposons qu’il existe
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une mesure harmonique m pour & (nous rappelons que 'existence est automatique si B est com-
pacte, sinon, nous avons besoin de la seconde moitié de la preuve du théoreme pour I’établir). Nous
notons N le revétement universel Riemannien de B, et fixons une fois pour toutes un point pg € B,
ainsi qu'un relevé o € N.

Extension harmonique des densités locales. Nous pouvons considérer un recouvrement locale-
ment fini de B par des petits disques trivialisants (U;);c; de telle sorte que IT"1(U;) = U; x V, et que
les fonctions de transition lorsque U; N U; # @, soient de la forme (p, ) € (U;nU;) x V — (p,7;;(1)) €
(U;nUj) x V, 7;; étant la transformation d’holonomie correspondante. Nous choisissons les cartes
de diametre suffisamment petit pour que tous les U; trivialisent le revétement universel (la base est a
géométrie bornée : nous pouvons aussi demander un diametre uniforme pour les Uj;).

Nous rappelons brievement nos notations : lorsque ¢ est un chemin sur la base, il est possible, en
composant les fonctions de transition, de définir la transformation d’holonomie 7., et celle-ci ne dé-
pend que de la classe d’homotopie de c. Notons que lorsque y € 71 (B), la transformation d’holonomie
correspondante est 7, = p(y)~!. Dans la suite, nous utiliserons la notation abusive IT"! (U;) = U; x V..

Souvenons-nous que dans une carte U; x V, par un théoreme de Garnett, m se désintegre de la
facon suivante :

muy,xv = hi(p, t)Leb(p)vi(t). (3.2.2)

ol h; est une fonction mesurable et harmonique en p, et ou1 v; est une mesure sur V. De ceci, nous
déduisons d’'une part, que les mesures conditionnelles sont de la forme m,, = h;(p, t)v;(1), lorsque
€ U;, et d’autre part que par conséquent la famille des mesures conditionnelles est en réalité une
famille variant contintiment avec p.

Notons que lorsque c est un chemin tracé sur B, avec ¢(0) = p € U; on a alors :

Te* My = hi(z, 121 (D) T *vi(D).

En particulier, si y € m1(B, p), p(y) * mp = h;(z, p(Y)"'p) p(y) * vi(1). Pour alléger la notation, nous
noterons y * my, pour p(y) * mp.

Nous avons déja vu qu’alors la famille (v;);e; est quasi-invariante par les transformations d’ho-
lonomie, de sorte qu’il existe un Borélien mesurable Ac V tel que A soit plein pour tout v;, i € I, et
hi(p,.) soit définie sur A et ce pour tout p € U;. La relation de cocycle que nous obtenons alors est :

-1
hip,ny  AlT)=vjl
hj(p,7i;(1) dvi

(). (3.2.3)

et ce pour tout p € U; N U; (lorsque cette intersection est non vide), et tout 7 € A.

Soit iy € I. Nous avons choisi une carte Uj;, qui trivialise le fibré, de sorte que toutes les plaques
U;, % {t} aient une section dans N, notée Uj,, qui de plus contient 0. Le lemme suivant, que nous avons
déja rencontré sous une forme légerement différente, et que nous rencontrerons souvent apres, nous
dit qu'il est possible de relever h;, (., ) a U;,, obtenant ainsi une fonction harmonique H; : U;, — R, et
de I'’étendre harmoniquement a tout N grace a ’holonomie.

Lemme 3.2.2. Pour tout t € A, la fonction H; peut étre étendue harmoniquement a N par la formule
suivante. Si z € N et c est la projection sur B du segment géodésique [0, z], et si p € U; est le point
d'arrivée de c, alors on pose :

_dla;h # vyl

v (O h;(p,T(0). (3.2.4)

)
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Preuve. Cela se prouve par récurrence sur le nombre de cartes U; rencontrées par la projection ¢ de
[0, z]. Si ce nombre est nul, il n'y a rien a prouver puisqu’alors la fonction H; est harmonique dans
Uj,. Pour I'hérédité, il est suffisant de remarquer que, par la relation 3.2.3 si U; nU; # @, alors la

-1
T ) *

. d(( vil . . .
fonction h;j:z€ Uj x{1;j(0)} — hj(z,7;;(1) T] (t) est une continuation harmonique de h;(., t) :

U; x {t} —R. 0

Lien avec les mesures conditionnelles. Puisque B est de volume fini et a géométrie bornée, nous
avons vu que l'orbite X = m(B).oc N est *-récurrente (elle admet méme une donnée de Lyons-
Sullivan équilibrée). Nous avons donc une famille de mesures de probabilité (u;) e sur 71 (B) (que
nous avons identifié avec I'orbite 71 (B).0) vérifiant toutes les propriétés des théoremes 3.1.4, et 3.1.5.
Le but est de prouver la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. Soit py € B, et 0 un relevé au revétement universel. Alors la mesure my, est {i,-
stationnaire :

Mpy= Y, Ho(Y) Y * Mp,.
Yenm(B)
Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant, qui est une simple consé-
quence de la discrétisation des extensions des densités locales.

Lemme 3.2.4. Soitz € N, et considérons la projection ¢ sur B du segment géodésique [o, z]. Alors pour
toutte A: 4

* Vi
V2 g (3.2.5)

Hi2)= Y. w0 hi,(po,p(y) 1) o

yenm (B)
Preuve. Puisque pour tout ¢ € A, la fonction H; est harmonique sur N, il est possible d’utiliser le
théoréme 3.1.4 : pour tous t € A et ze€ N, nous avons :

Hi(z)= ). pz(p)Hi(yo).
YEM(B)

La classe d’homotopie de la projection de [0,yo0] est bien entendu donnée par v, et la trans-
formation d’holonomie associée est donnée par 7, = p(y)~L. Ainsi, par la relation (3.2.4), H;(yo) =

hi, (po, p()f)_1 1) % (2). Finalement, la relation (3.2.5) est établie. O
io
Nous pouvons alors prouver la proposition 3.2.3.

Preuve de la proposition 3.2.3. Puisque A est plein pour v;;, nous pouvons multiplier la relation
(3.2.5) par la mesure v;,. Quand z = o, le premier terme devient H;(0)v;, qui est, par définition,
hi, (po, 1) v, (t). Mais nous avons vu que cette derniére mesure est égale a m,.

Le membre de droite est une combinaison des mesures

dly xvj]

i (OVi, = hiy(po, oY) ')y % v,

hi,(po, p() 1 B)

pondérée par les p,(y). Mais nous avons vu que cette mesure est égale a y * m,,. Nous obtenons
donc:

Mpy= ), fo(Y)Y * mp,,
Yen(B)

concluant ainsi la preuve de la proposition. O
De la méme fagon, en appliquant le lemme 3.2.4 a tout z € N, nous trouvons :
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2. DISCRETISATION DES MESURES HARMONIQUES POUR LES FIBRES FEUILLETES

Lemme 3.2.5. Soitz € N, et notons c la projection sur B du segment géodésique [0, z], et p la projection
de z sur B. Alors I'égalité suivante a lieu :

mp="Tc* ( Z Mz (Y)Y * mpo)
Y€ (B)

Preuve. Considérons p,c et z comme choisis dans le lemme. Nous supposons que z € U; pour i €

’1* ; . . . . .
I. Pour tout ¢ € A, la relation (3.2.4) donne H(z) = %(I)hi(p,rc(t)). Ainsi, si 'on multiplie la
)

relation (3.2.5) par v;,, le membre de gauche devient hi(p,rc(t))wu) Vi, = hi(z,7.(1) T;l * V.
0

Mais cette dernieére mesure est en fait 7! x m,.

D’un autre c6té, le second membre est transformé exactement de la méme fagon que lors de la
preuve de la proposition, la seule différence est que I'on obtient la combinaison des y * m,,, pondérée
par les u;(y) et plus par les p,(y). La relation obtenue est alors :

-1
TooEmp= ) ()Y * mp,.
yenm(B)
Nous concluons la preuve en poussant par 7. O
Ainsi, toutes les mesures conditionnelles de m peuvent étre reconstruites a partir de celle définie
dans la fibre de py. Nous avons ainsi le résultat suivant d’injectivité :

Corollaire 3.2.6. Supposons les hypothéses de la proposition 3.2.3. Soit m et m' deux mesures harmo-
niques telles que les mesures conditionnelles my, et m},o coincident. Alors les deux mesures m et m’'
coincident également.

Remarque. Quand la base est compacte, ce résultat d’injectivité est une conséquence de la décom-
position ergodique des mesures harmoniques. en effet, si deux mesures m et m’ sont ergodiques
différentes, elles sont singulieres. Les mesures qu’elles induisent sur une fibre le sont également. Par
unicité de la décomposition ergodique, on en déduit que deux mesures harmoniques différentes ont
des mesures conditionnelles différentes.

2.3 - Reconstruire les mesures harmoniques

Soit v une mesure finie sur V qui est y,-stationnaire. Notons que cela implique en particulier que
toutes les mesures y * v appartiennent a la méme classe de mesures. Afin de construire une mesure
harmonique pour &, nous allons construire une mesure sur chaque {z} x V, z € N, en utilisant la
famille de mesures donnée par le théoreme de discrétisation 3.1.4, puis les intégrer par rapport a la
mesure de Lebesgue, et enfin passer au quotient. Le lemme 3.2.5 nous donne des candidats pour les
familles de mesures conditionnelles. En effet, si z € N, nous posons :

mz= ). p(p)y=*v. (%)
yem (B)

Notons qu’en particulier, par stationnarité de v, nous avons 11, = v.

Proposition 3.2.7. Soit m la mesure sur M x V obtenue par intégration des mesures m, par rapport d
la mesure de Lebesgue. Alors m est harmonique et passe au quotient par l'action diagonale, donnant
ainsi une mesure harmonique m pour le feuilletage suspension & sur M.
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Preuve. Prouvons d’abord la seconde partie de la proposition. Nous devons prouver que # est inva-
riante par 'action diagonale de 7 (B). Premierement, puisque 7 (B) agit sur N par isométries, son
action laisse invariante la mesure de Lebesgue. Ainsi, nous sommes amenés a prouver que les me-
sures conditionnelles sont préservées par l'action de m;(B), c’est-a-dire que nous devons prouver
que I’égalité suivante a lieu quel que soit ¢ € 1 (B),

§ * My = Mgp. (3.2.6)

Pour ceci, il faut remarquer la seconde propriété énoncée dans le théoreme de discrétisation de 3.1.4,
entraine I'équivariance suivante : pour tout couple y,¢ € 71 (B), et tout z € N, pe(§y) = p.(y). Nous
pouvons alors écrire pour tout z € N et ¢ € w1 (B),

Exmz= Y ) EP*v= Y pe @ EP*v=Y pg M) nEv=mg,.
yem(B) YEM(B) nem, (B)
Nous devons alors prouver la premiere partie du lemme. 11 suffit de prouver qu’en restriction a
v-presque toute tranche N x {t}, la mesure 7 a une densité harmonique par rapport a la mesure de

Lebesgue. Ainsi, soit Ac V un ensemble de Borel de mesure pleine pour v tel que pour tous ¢t € A et
d[y

v €T, la dérivée (t) existe. Dans le lemme suivant, nous introduisons une famille de fonctions
harmoniques qui ne sont autres, comme nous le prouverons plus loin, que les densités des mesures
conditionnelles m dans les tranches N x {t} avec t € A.

Lemme 3.2.8. Pour toutt € A, la fonction suivante de z € N est harmonique :

H@= Y Y*V]()
yem (B)

Preuve. Remarquons d’abord que par définition, pour tous t € Aet z€ N, nous avons: H;(z) = dmz (1).
Puisque nous avons la relation (3.2.6) nous en déduisons que pour tout ¢ € 71 (B), Mg, = ¢ * My, et par
stationnarité, m, = v. Alors la relation m¢, = ¢ * v a lieu pour tout ¢. Ainsi, pour tous t € Aet¢ €T,
H;(o) = df*v (1), et par définition, pour tous ¢ € A ety € 1 (B),

Hi(yo)= ). uyo(f) 20 = Y pyo & Hi(C0).
¢emy(B) el

Cela signifie que pour tout t € A, la fonction y € n;(B) — H;(yo) est harmonique pour la famille
(Myo)yem (B)- Par le théoreme de discrétisation 3.1.4, la fonction z — H;(z) est harmonique. O

Ainsi, les mesures conditionnelles de m' = H;(z)Leb(z)v(f) sur les N x {t} ont des densités har-
moniques par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous pouvons la désintégrer dans les fibres {z} x V,
les mesures conditionnelles sont alors les rh’z = H:(2)v(1), et, par construction, cette mesure est égale
a m;. Cela signifie que les deux mesures /m et /i’ sont égales. Finalement /7 est harmonique, et la
preuve de la proposition est finie. O

Finalement, la mesure conditionnelle en py de la mesure harmonique quotient est donnée par v
(c’est une mesure de probabilité). Ceci, ainsi que le corollaire 3.2.6, nous permet de finir la preuve du
théoréme principal en énoncant la proposition suivante :

Proposition 3.2.9. Lapplication qui a une mesure harmonique pour & associe sa mesure condition-
nelle en pg est une bijection entre l'ensemble des mesures harmoniques pour & et celui des mesures sur
V' qui sont u,-stationnaires.
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3. UNICITE DE LA MESURE HARMONIQUE POUR CERTAINS FIBRES FEUILLETES COMPACTS

3 | Unicité de la mesure harmonique pour certains fibrés
feuilletés compacts

3.1 - Représentations projectives contractantes et fortement irréduc-
tibles

Nous allons ici donner une version des travaux de Guivarc’h-Raugi adaptée a notre cadre : voir
[GR]. Ici encore B représente une variété Riemannienne que nous supposons de volume fini et a
géométrie bornée.

Définition 3.3.1. 1. Nous disons qu'une représentation p : 1 (B) — PSL4(C) est contractante si pour
toute mesure de probabilité m sur CP9-1 il existe une suite (Yn)nen € 1 (B)N telle quep(yn) * m
converge vers une masse de Dirac.

2. Nous disons qu'une représentation p : m1(B) — PSL4(C) est fortement irréductible s'il n'y a pas de
famille finie{V1, ..., Vi} de sous-espaces projectifs propres de CP?~! qui soit invariante par chaque
p(y),yel.

Le théoréeme de Guivarc’h-Raugi peut alors s’énoncer en termes de représentations projectives
sous la forme suivante.

Theoréme 3.3.2 (Guivarc’h-Raugi). Supposons que i soit une mesure de probabilité sur m,(B) de sup-
port total. Soit p : = PSL,4(C) une représentation projective contractante et fortement irreductible.
Supposons de plus que p satisfasse la condition d’intégrabilité suivante :

Y umloglloll < co.
Ye®1(B)

Alors il existe une unique mesure de probabilité v sur CP*~! qui soit u-stationnaire.

3.2 - Unique ergodicité dans le cas ou la base est compacte courbée né-
gativement

Nous déduisons de tout ce qui précede le théoréme suivant :

Theoreme 3.3.3. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement. Considérons une
représentation projective p : w1 (B) — PSL4(C) supposée contractante et fortement irréductible de son
groupe fondamental, dont la suspension donne un fibré feuilleté noté (I1, M, B, CP~1, ). Alors il existe
une unique mesure harmonique pour & .

Nous notons que, au moins quand d = 2 et B est une surface compacte, la condition d’étre contrac-
tante et fortement irréductible est ouverte et dense dans la variété algébrique des représentations de
71(S) dans PSL,(C) (voir [BGVil]) : le complémentaire est en fait inclus dans une sous-variété algé-
brique de codimension positive. Le fait que cela soit encore vrai en toute généralité semble plus que
plausible, mais nous n’en avons pas trouvé trace dans la littérature.

Nous considérons donc B une variété Riemannienne close courbée négativement : le théoreme
3.1.4 associe une famille de mesures de probabilité sur 71 (B), notée (u;).ep- Considérons donc une
représentation projective p : I' =71 (S) — PSL,4(C).
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CHAPITRE Ill. DISCRETISATION DES MESURES HARMONIQUES

Puisque B est compacte, les deux distances invariantes suivantes sur 1 (B) sont équivalentes :
di (y1,72) = dist(y10,720) et d>(y1,72), la distance des mots associée a un systeme fini et symétrique
de générateurs. Mais si ||.|| est une norme d’opérateurs sur SL;(C) et si C est supérieur a tous les
logl|p(y;)|l pour un systeme fini et symétrique de générateurs (y;); alors pour tout y, log(l|p(Y)Il) <
Cd,(1d,y).Ainsi, on alog||p(y)ll = O(dist(o,y0)), et puisque par le théoreme de Ballmann-Ledrappier
3.1.6, u a un premier moment fini, nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.3.4. Lapplicationy — log||p(y)|| est u,-intégrable.

Supposons a présent que 'action de ; (B) soit fortement irréductible et contractante, et souvenons-
nous que par le théoréme 3.1.4, la mesure 1, est de support total. Par le théoreme 3.3.2, il existe une
unique mesure U,-stationnaire v. En conséquence, par le théoréme 3.2.1, nous sommes en mesure
de conclure la preuve du théoreme 3.3.3.

4 | Représentations paraboliques des surfaces d’aire finie

4.1 — Définitions

Surfaces d’aire finie. Soit £ une surface Riemannienne non compacte dont :
— l'aire est finie;
— la courbure est pincée entre deux constantes négatives —b?> < —a® (nous dirons juste courbure
négative pincée).
Alors, X est difféomorphe a Zg \ {py, ..., px} ol Z¢ est la surface compacte de genre g.Si g =0, 0on a
k = 3. Nous appelons pointesles p;. Il est bien connu que le groupe fondamental de X est un groupe
libre.

Représentations paraboliques. Le revétement universel Riemannien de Z, que I'on notera ¥ est
difféomorphe a un disque et peut étre compactifié par I'ajonction d'un cercle a I'infini. U'action par
isométrie sur X du groupe 7 (Z) s'étend naturellement en une action sur > U X(0o). Laction consiste
d’éléments hyperboliques, qui fixent deux points du cercle Z(co), et paraboliques, qui n’en fixent
qu'un seul.

Les éléments de m;(Z) agissant comme des isométries paraboliques sont exactement les lacets
faisant le tour d’'une pointe. Un tel lacet est librement homotope a un horocycle fermé.

Définition 3.4.1. Soit X une surface Riemannienne non compacte, d'aire finie, et de courbure négative
pincée. Une représentation p : m1(X) — PSL;(C) est dite parabolique si l'image d’'un élément parabo-
lique de w1 (Z) est une matrice parabolique de PSL;(C), c'est-a-dire qui n'a que des valeurs propres de
module 1.

De facon équivalente, si (I1, M, 2,CP4~1, %) est le feuilletage obtenu par suspension de p, la repré-
sentation p est parabolique si 'holonomie au dessus de tout horocycle fermé est une matrice parabo-
lique.

4.2 — Questions d’intégrabilité pour les représentations paraboliques

Résultats principaux. Le but de cette section est de prouver le résultat suivant.
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Theoreme 3.4.2. Soit X une surface Riemannienne non compacte, d'aire finie, et de courbure négative.
Soit p : m1(X) — PSL,4(C) une représentation parabolique. Alors, on a, indépendamment du choix d'un
pointbaseo€ X :

logllp(Y)ll = O(dist(o,y0)).

En utilisant d’'une part le théoréme de Ballmann-Ledrappier 3.1.6, puis le théoreme 3.3.2, nous
voyons que ce théoreme a pour corollaires les deux résultats suivants :

Corollaire 3.4.3. Soit X une surface Riemannienne non compacte, d'aire finie, et de courbure négative
pincée. Soit p : 711 (Z) — PSL4(C) une représentation parabolique. Soit (u;) ,.s la famille de mesures de

probabilité sur m1(Z) définie par le théoreme de discrétisation 3.1.4. Alors on a, pour touto € X :

Y pologllp(ll < co.
vem (Z)

Corollaire 3.4.4. Soit X une surface Riemannienne non compacte, d'aire finie, et de courbure négative
pincée. Soit (I1, M, Z, cpd-1 ,F) un fibré feuilleté obtenu dont la représentation d’holonomie est donnée
par p : m1(Z) — PSL4(C) qui est parabolique, contractante et fortement irréductible. Alors & posséde
une unique mesure harmonique.

Excursions horocycliques. Une surface ~ Riemannienne non compacte, d’aire finie, et de courbure
négative pincée se décompose ainsi: £ = KuInt Py U... L Int Py, ot P; est un horodisque centré en la
pointe p; bordée par un horocycle fermé H;, et K est une partie compacte de X.

Définition 3.4.5. Une excursion horocyclique d’'un chemin c autour de la pointe p; est une composante
connexe de l'intersection c N Int P;.

Géodésique sans excursion horocyclique. Dans la suite, p : 71;(Z) — PSL4(C) est une représenta-
tion parabolique d'une surface £ Riemannienne non compacte, d’aire finie et de courbure négative
pincée. Nous suspendons cette représentation, obtenant ainsi un fibré feuilleté (I, M, X, CP4~1, ).
Rappelons que lorsque ¢ est un chemin sur %, 7. : Vi) — V(1) est'application d’holonomie au dessus
de c, et que cette application ne dépend que de la classe d’homotopie de c.

Le lemme suivant se montre exactement comme le lemme 3.3.4, en utilisant le fait que K est
compact.

Lemme 3.4.6. Il existe un réel positif C, > 0 tel que pour tout segment géodésique c sur S sans excursion
horocyclique, l'on ait :
log||t|| < C1long(c).

Holonomie au dessus d’'une excursion horocyclique. Soit i € {1,..., k}. Notons H; '’horocycle fermé
qui borde 'horodisque P;. La représentation ayant été choisie parabolique, '’holonomie au dessus du
lacet H; est une matrice parabolique A;.

Lemme 3.4.7. Il existe un réel positif C, tel que pour tout segment géodésique c inclus dans un horo-
disque P; et dont les points extrémaux sont sur H;, l'on ait :

loglltll = Cylogt,
ot t. est la longueur de Uhorocycle qui relie les extrémités du relevé de c au revétement universel.
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Preuve. Premierement, comme indiqué dans [BGVil], il est possible, quitte a se ramener a une matrice
conjuguée, et a restreindre le cocycle a un sous-espace invariant, de ne considérer que le cas ou A;
est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Plus précisément, si h : R* — H;
est un paramétrage de H; par longueur d’arcs, on a 7)o, ;) = exp(tJ), ou J est la matrice dont toutes
les entrées sont nulles, sauf celles de la sur-diagonale qui valent 1. Les entrées de 7j,,s) sont des
fonctions polynomiales en ¢, de degré < d — 1.

Deuxiemement, le relevé ¢ de ¢ au revétement universel est homotope au segment horocyclique
reliant ses deux extrémités. Ainsi, T, = Tp(,¢,) : puisque les entrées de 7j(o,;,)) sont polynomiales en
tc, nous pouvons conclure la preuve du lemme. d

Comparaison des distances géodésique et horocyclique. Le théoréme suivant, d a Heintze et Im
Hof, [HI], permet de comparer distances géodésique et horocyclique.

Theoréme 3.4.8. Soit N une variété Riemannienne connexe, simplement connexe, complete, dont la
courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives —b*> < —a?. Alors, pour toute horo-
sphere H, si disty représente la distance associée a la restriction de la métrique sur H, et si dist repré-
sente la distance géodésique,

2 2 b
—sinh (gdist(zl, zz)) <disty(z1,22) < —sinh (—dist(zl, zz)) ,
a 2 b 2

pour tout couple (z1, z) € H?,
Nous déduisons du théoreme ci-dessus, ainsi que du lemme 3.4.7, le lemme suivant :

Lemme 3.4.9. Il existe un réel positif C, tel que pour tout segment géodésique c inclus dans un horo-
disque P; et dont les points extrémaux sont sur H;, l'on ait :

logl|t|| < Colong(c).

Fin de la preuve du théoréme 3.4.2. Nous pouvons a présent conclure la preuve en prouvant qu’il
existe un réel positif C tel que pour tout segment géodésique ¢, dont nous supposons que le point de
départ est dans K, on ait :

logllT.|| = Clong(c).

Nous pouvons décomposer un tel segment ¢, en la concaténation c,...c; de segments géodésiques c;
vérifiant :

- C2p+1 Na aucune excursion horocyclique;

- Cp estinclus dans I'un des P;, et ses extrémités sont sur ’horocycle fermé H;.

Nous avons 7, = 7¢,...T¢,, et par définition, il existe un réel positif C > 0 tel que pour tout p,
logllze,,., |l = Clong(czp+1), etlogllte,, |l < Clong(czp). Alors :

loglltcll <logllte, |l +... +logllT¢, || = Clong(cy,) + ... +long(cy)) = Clong(c),

la derniere égalité étant vraie car ¢ est un segment géodésique.

A présent, choisissons un point base p € Z, et un relevé o € . Par définition, nous avons p(y~!) =
Tc, ou ¢y estle segment géodésique obtenu en projetant [0, yo] sur Z. Nous avons donc une constante
positive C > 0 telle que pour tout y € 71 (Z), logllp(y V|| < Clong(cy) = Cdist(o,y0) = Cdist(o,y o),
car () agit par isométries sur X.

La preuve du théoreme 3.4.2 est donc finie. d
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5. DISCRETISATION DES MESURES HARMONIQUES ET CHAINES DE MARKOV

5 | Discrétisation des mesures harmoniques et chaines
de Markov

Nous proposons ici une variation de notre argument dans le cadre ou la base ne parametre plus
les feuilles. Il ne s’agit plus alors de considérer des compositions iid de difféomorphismes aléatoires,
mais des compositions dirigées par une chaine de Markov dont le noyau de transition dépend de la
métrique dans les feuilles. Les preuves sont trés proches de celles dans le cas iid, mais avec quelques
variations mineures d’ordre technique. Nous présentons ce résultat parce qu’il permet de donner une
application géométrique naturelle de la théorie de Guivarc’h sur les produits aléatoires de matrices
dirigés par une chaine de Markov : [Gu]. Pour avoir une description satisfaisante, il y a une hypothese
a vérifier, qui est la continuité du noyau de transition, et que nous n’avons pas établie : il faudrait
prouver que les poids intervenant dans le théoréme de Lyons-Sullivan peuvent étre construits de tels
sorte qu'ils varient continiment avec la métrique.

5.1 — Fibrés feuilletés non paramétrés par la base

Paramétrage des feuilles. Considérons une variété Riemannienne close B, une variété compacte V,
ainsi qu'un fibré feuilleté (I1, M, B, V, &) obtenu en suspendant une représentation p : ; (B) — Diff(V).

Nous ne paramétrons pas les feuilles de & par la métrique de la base, mais considérons une mé-
trique feuilletée L — gy qui varie continiment avec le parametre transverse.

De maniere équivalente, nous avons la construction suivante. Rappelons que la variété suspen-
sion M est obtenue en prenant le quotient de B x V par I'action diagonale de 71 (B), agissant sur le
premier facteur par applications de revétement, et sur le second par transformations d’holonomie
Py).

Nous fixerons dans toute la suite un point py € B, ainsi qu'un relevé o € B. Puisque toutes les
feuilles de & sont des revétements de B est alors possible de paramétrer le produit B x V par la fibre
Vp, de la fagon suivante :

BxV= || L,
teVy,
puis de mettre une métrique Riemannienne sur chaque L;, variant contintiment avec t, de telle sorte
que:
- proj,: (L;,0)— (L, t) soit un revétement Riemannien;
- pour tous y € m11(B) et £ € V), 'application induite y : Li— Zp(y)t soit une isométrie.

Mesures harmoniques. Soit 77 une mesure harmonique. Nous fixerons dans la suite un atlas fini
(Uj)ier mous noterons n le cardinal de I) formé de petits disques inclus dans B qui trivialisent le
fibré, ainsi que le revétement universel Riemannien de toutes les feuilles et tels que I'intersection de
deux cartes U; et U; est soit vide, soit connexe. Nous avons vu qu'il est possible d’écrire la restriction
de m a U; x V de la fagon suivante :

myy,xv = hi(p, t)Lebp,y v;(1),
ol h; est une fonction mesurable qui est harmonique en la premiere variable, et v; est une mesure
de probabilité sur V. Nous rappelons enfin qu’il y a alors un ensemble AcV qui est invariant par

toutes les transformations d’holonomie, et qui est de mesure pleine pour chaque v; sur lequel sont
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définies les densités h;(., 1), et telles que I'on ait les relations de cocycles, déja vues plus haut, et que
nous rappelons, pour la commodité du lecteur :

hi(p, 1) d[(r;}) * V]
hj(p,‘[ij(t)) - av;

(0, (3.5.7)

pour p € U; et t € A. Pour tout £ € A, Nous pouvons, comme nous |’avons fait précédemment, étendre
harmoniquementla densité h;, (., £) au revétement universel (qui envoie le point o sur (po, t) € Uj, x A)
de la feuille L par I'équation suivante :

d[r;l * V]
H(z) = T(t)hi(P,Tc(t)), (3.5.8)

4]

oi1 z € Ly, c est la projection du segment géodésique [0, z], et p celle de z.

Il'y a une difficulté venant du fait que les feuilles ne sont pas paramétrées par la base : les volumes
dans les feuilles n'ont donc plus de raison d’étre tous les mémes, et la projection sur B d’'une fonction
harmonique n’a plus de raison d’étre encore harmonique. Il n’est plus possible de conclure que les
mesures conditionnelles dans les feuilles sont exactement déterminées par les mesures h;(p, £)v;(1).
Néanmoins, comme nous allons le voir, elles leurs sont équivalentes, et ces derniéres mesures sont
canoniquement associées a la mesure harmonique. La premiere étape pour voir ceci est de prouver
que les densités locales sont a dérivée logarithmique bornée dans toutes les plaques.

Lemme 3.5.1. Il existe une constante C > 1 telle que pour tout i € I, tout t € A et tout couple p, q € U;
on, ait :
_hilg 0 _ C

Ccl< <
hi(p, 1)

Preuve. C’est une conséquence directe de I'inégalité de Harnack locale de Cheng-Yau, [CY]. Celle-ci
entraine en particulier, pour le revétement universel d' une feuille L ¢, qu'il existe, pour tout R > 0, une
constante C; g ne dépendant que de R et de la borne inférieure de la courbure sectionnelle de L, telle
que pour toute fonction harmonique % : L, — R, et toute boule B(R) de rayon R, on ait :

Sup|D(logh)| < Cy g.
B(R)

Comme la métrique feuilletée varie continiment avec le parametre transverse, et comme la base
B est compacte, il y a un majorant uniforme pour le diametre des plaques, et un minorant uniforme
pour la courbure sectionnelle des feuilles. Puisque toutes les densités peuvent étre étendues harmo-
niquement au revétement universel, il existe une constante C > 1 telle que :

Sup{|D,(logh;(.,0)l; i€l teV,pe U} <logC.
Le lemme suit donc. g

Lemme 3.5.2. [l existe une fonction continue M : B—(0,00) telle que pour tout i € I et tout p € U;, on
ait:

M(p) =/ hi(p, ©) dvi(1).
v
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Preuve. Fixons i € I et py € U;. Pour tout p € Uj, la fonction k;(p,.) est intégrable contre v;, donc la
formule écrite a bien un sens. Pour voir que la fonction est bien définie, il faut voir que si p € U; N U},
on a fv hi(p, dv;i(t) = [, v hi(p,0)dv;(r) : mais ceci vient de fagon claire de la relation de cocycle
(3.5.7).

Pour voir qu’elle varie continiment, il suffit donc de montrer que c’est le cas en restriction a
chaque carte U;. Pour cela nous utilisons le fait que les densités locales sont a dérivée logarith-
mique uniformément bornée (voir le lemme 3.5.1), pour montrer que pour tout p et t € A, h;(p, 1) <
Chi(po, t). Ainsi, puisque h;(po,.) est intégrable, le théoreme de continuité sous I'intégrale implique
que M varie de facon continue dans Uj;, ce qui nous permet de conclure. d
Proposition 3.5.3. Soiti € I, p € U;. Pour € > 0 suffisamment petit, appelons K, ¢ l'union surt € V des
disques dans les plaques de rayon € centrés en (p, t), et prp ¢ : Kp e — Vp, la projection naturelle le long
des plaques de & . Alors la mesure suivante existe :

o Prpex(m,)
mp = lim ————
£—0 m(Kp,g)

)

ou par définition, B;(p, €) représente la boule de rayon € pour la métrique de la plaque P;(t).
Nous avons de plus my, = m,/M(p), oit on a défini :

myp = hi(p, )vi(1).

Preuve. Lorsque ¢ est suffisamment petit, nous pouvons écrire, lorsque XV, :
m(prye(X)) Jx (fB,(p,e) hi(q, I)dLebPi(t)(Cl))dVi(l‘)
M) [ ([ i@ DLebp, ) (@) dvi(e)

Nous savons d'une part que lorsque le rayon ¢ tend vers zéro, la mesure de Lebesgue d’'une boule
de rayon ¢ est équivalente a une constante universelle (le volume de la boule euclidienne unité de la
dimension de la base), que multiplie £”. Nous pouvons d’autre part utiliser 'estimée de Cheng-Yau
pour voir que lorsque € — 0, et g € B;(p, €), le quotient h;(q, )/ h;(p, t) tend vers 1 uniformément. On
adongc, alalimite :

m(pry (X)) [y hi(t,p)dvi(D)
im = .
e=0  m(Kpe) [y hi(t, p)dvi(v)
Nous pouvons donc conclure. d

Remarque. En utilisant une fois de plus le fait que la dérivée logarithmique des densités locales
est uniformément bornée, et que la métrique varie continiment avec le parameétre transverse, nous
pouvons voir que la mesure m,, est équivalente a la mesure conditionnelle de m dans la fibre V),
avec une dérivée de Radon-Nikodym uniformément log-bornée. Pour voir cela, il faut utiliser le fait
que ces mesures conditionnelles s’obtiennent de la méme fagcon que m,, a la différence qu’au lieu
de considérer les ensembles K, ¢, il nous faut utiliser les images réciproques de petites boules dans B
centrées en p. Il est alors facile de voir que ces images réciproques sont emboitées dans des K, . de
taille comparable, et donc a la limite, on voit que les deux mesures sont équivalentes et que la dérivée
de Radon-Nikodym est uniformément log bornée.

En utilisant le fait que la fonction M est continue, donc bornée, nous pouvons récapituler la dis-
cussion précédente en une phrase :

les mesures my, = hi(p, t)v;(t) sont bien définies intrinsequement a partir de m et sont équivalentes a
ses mesures conditionnelles avec des dérivées de Radon-Nikodym uniformément log-bornées.
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5.2 - Dynamiques aléatoires dirigées par chaines de Markov

Le noyau de transition. Rappelons que 'on a fixé une fois pour toutes un point py € B, ainsi qu'un
point o dans le revétement universel tel que pour tout 7 € V), proj, : (L +, 0) —(L;, t) soit un revétement
Riemannien. Nous pouvons supposer que pg € U;, pour un certain ig € 1.

Alors, toute feuille L rencontre V), en un ensemble X; = LN V), que nous pouvons remonter au
revétement universel Riemannien L : nous noterons X; ce relevé. Nous avons le :

Lemme 3.5.4. Pour toute feuille L, I'ensemble X; est *-récurrent, et posséde une donnée de Lyons-
Sullivan équilibrée.

Preuve. Nous prouvons qu'il existe un réel positif C tel que pour toute feuille L, I'ensemble X; soit
discret et C-dense dans L : le fait qu’il posséde une donnée de Lyons-Sullivan équilibrée suit donc du
théoreme de Ballmann-Ledrappier 3.1.3, ainsi que de 'exemple 2 que nous avions traité apres avoir
énoncé ce théoreme.

La premiere remarque que nous faisons est que le diameétre des plaques est uniformément minoré
et majoré par des nombres C{-’l. En effet, c’est dii aux faits que la métrique varie continiment avec
le parametre transverse et que la fibre V est compacte. De ceci nous déduisons en particulier que la
partie X est discrete.

La seconde remarque a faire est que, si 'on choisit un point y € M, son projeté p = I1(y), peut
étre relié a py par un segment géodésique qui rencontre au plus 7 cartes, n étant le cardinal de I'atlas.
Nous pouvons remonter ce chemin en partant de y, et appeler x € X son point d’arrivée : on peut
relier y a x € X; par une chaine d’au plus n plaques de . Alors, on voit que dist (x, y) < nC;.

Nous pouvons a présent conclure en passant au revétement universel. O

Notons qu'il est possible d’identifier les ensembles X avec le groupe fondamental 771 (B). Ainsi, le
théoreme de Ballmann-Ledrappier 3.1.5, nous permet de construire une famille de mesures (,ué) el
sur le groupe fondamental de 7;(B), qui vérifie toutes les propriétés du théoréme Lyons-Sullivan
3.1.4, ainsi que la propriété de symétrie suivante, valable pour tous 1,72 € 71 (B) :

fh,0M2) = iy, 02 1) (3.5.9)

Le lemme suivant sera utile pour prouver les relations d’équivariance nécessaires pour construire
les fonctions harmoniques a partir des mesures stationnaires.

Lemme 3.5.5. Soirt € Vy, 01,12,y € w1(B), alors les poids suivants sont égaux :

2)
1h oY) = ph,m2 5 (M2y).

Preuve. La preuve de ce lemme se déduit directement du fait que I'application 7, : L—»mez)t est

une isométrie qui permute I'ensemble *-récurrent X = ;(B).0, ainsi que de la seconde assertion du

théoreme 3.1.4. a
Nous allons alors définir un noyau de transition sur 7 (B) par la formule suivante :

P(t,y)=pl(y™) teVy, yem(B).

Remarquons que lorsque y € 71 (B), la somme des P(t,7"), portant sur les y’ vérifiant p(y')t = p(y)t,
s'interpete comme la probabilité de transition, de t a p(y)t dans V), . Cette définition nous permet
donc de construire un noyau de Markov de la facon suivante.
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Définition 3.5.6. Nous considererons la chaine de Markov sur la fibre Vy,, définie par le noyau de tran-
sition suivant :

Pf(n= ) Py fyD,
Yem(B)

ou f est une application continue sur V.
De fagon équivalente, le noyau agit sur les mesures de probabilité sur Vy, de la facon suivante :

Pv=Y Pl Lyy=v.
yen1(B)
Une mesure de probabilité v sur V), est dite P-stationnaire si Pv = v.

Proposition 3.5.7. La définition des actions du noyau sur les fonctions continues et sur les mesures sur
Vy, est cohérente, en ce que P agit de maniere duale sur ces deux espaces :

/fd[Pv]:/Pfdv,

pour toute fonction f continue sur Vy,, et pour toute mesure de probabilité v sur Vp, .

Preuve. Choisissons une fonction f continue sur V), ainsi qu'une mesure de probabilité v sur V).
Par définition de Pv, I'intégrale de f contre Pv estla somme sur y des intégrales suivantes :

Iy(f)=/P(p()f)_lt,)f)f(t)d[)/*V](l‘)=/P(t,)’)f(7/t)d1/(t)-

Une interversion somme-intégrale, immédiate puisque f est bornée (car continue sur un compact)
et puisque (P(Z,7))yexr, (B) €st sommable de somme 1 pour tout ¢, nous permet de conclure que :

> Iy(f)=/( > P(t,y)f(yt))dv(t).

YET, (B) YET, (B)

Cette égalité est exactement celle écrite dans I’énoncé de la proposition. d
Le lemme suivant traduit la relation de symétrie (3.5.9) en termes de probabilités de transition :

Lemme 3.5.8. Pour toutt € Vpo, etyem((B),ona:

P(t,y)=Plpt,y™ ).

5.3 - Mesures harmoniques et mesures P-stationnaires

Le but de cette section est de prouver le théoreme suivant :

Theoréme 3.5.9. Soit (I1, M, B, V, %) un fibré feuilleté, muni d’'un métrique feuilletée variant continii-
ment avec le parametre transverse. Fixons py € B. Alors Uapplication qui a une mesure harmonique m
associe la mesure my, définie dans la proposition 3.5.3 est une bijection entre :

— les mesures harmoniques pour & ;

— les mesures sur V), qui sont P-stationnaires.

La preuve suit le méme cheminement logique que dans celle du théoreme 3.2.1 : la premiere
étape, étant donnée une mesure harmonique pour %, est de prolonger les densités locales, puis de les
discrétiser grace au théoreme de Lyons-Sullivan, pour enfin montrer la P-stationnarité de la mesure
my,. La seconde étape, étant donnée une mesure P-stationnaire, est de construire une mesure sur le
revétement B x V qui passe au quotient, et dont les densités par rapport au volume dans les feuilles
satisfont a une condition de P-harmonicité, puis d’utiliser le théoréeme de Lyons-Sullivan pour prou-
ver que ces densités sont en fait harmoniques.
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Discrétisation des densités harmoniques. Supposons les hypoteses du théoréme et soit 72 une me-
sure harmonique. Rappelons que pour tout ¢ € A, les densités h;, (., f) possedent une extension har-
monique a L, définie par la formule (3.5.8), qu nous avons notées H;.

Le théoreme de discrétisation des fonctions harmoniques nous permet de prouver le lemme sui-
vant:

Lemme 3.5.10. Soitt€ A, et z € L,. Alors nous avons la formule suivante :

_1,dly #vil
H@= Y ulohipopey) =0y,
yem(B) dvio
Preuve. Ce lemme se prouve exactement comme le lemme 3.2.4. O

Proposition 3.5.11. La mesure my,, sur V,, définie par la proposition 3.5.3 est P-stationnaire.

Preuve. En nous souvenant que mp, = hj, (po, )vi,, et qu'alors y x mp, = hi, (po,y (1)) y *v;, (1), et en
appliquant le lemme 3.5.10 lorsque o = z, exactement comme dans la fin de la preuve de la proposi-
tion 3.2.3, il vient la formule suivante, pour tout t € A:

d[’}’ * mpo]

1= Y uby (5.

Yen(B) Po
Par définition du noyau, on a ! (y) = P(t,y™!), et par la propriété de symétrie du noyau (voir le
lemme 3.5.8), nous avons P(t,)f‘l) = P(p()f)_l t,7), de sorte que nous puissions écrire, en multipliant
I’égalité ci-dessus par my, (cette égalité a lieu m,-presque partout) :

Mp,= Y. Plo) ™', 1)y * mp,,
Yem (B)

cette équation traduit la P-stationnarité de m,, . O
Lemme 3.5.12. Lapplication m — my, est injective.

Preuve. Puisque la base B est compacte, et puisque my, est équivalente a la mesure conditionnelle
de m sur la fibre V},;, nous pouvons conclure en utilisant le théoréeme de décomposition ergodique,
comme nous l'avons expliqué précédemment. O

Reconstruction des mesures harmoniques. Nous choisissons ici une mesure P-stationnaire v sur
V. Le but de la proposition suivante est de construire une mesure harmonique m de sorte que v
s'identifie a la mesure my, de m.

Avant de I'’énoncer, notons que pour toute mesure P-stationnaire v sur V, les mesures y * v sont
toutes dans la méme classe de mesures : en particulier, il existe un Borélien A de V de mesure pleine
pour v tel que pour tout f € A, d[y * v]/dv(t) soit bien défini.

Lemme 3.5.13. Considérons la fonction suivante, définie pour tout t € A, et tout z€ L, :

Hi()= Y pop——.

dly *v]
yem (B) dv

Alors, on a pour toutn € m1(B), et pour tout t € A,

d
H, (o) = %m.
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Preuve. Le P-stationnarité de v se traduit en disant que cette mesure est la somme des mesures défi-
nies par pf) (p) dly =vl/dv(t). Sin € m,(B), alors on obtient la mesure 7 * v en sommant les images par
1 des mesures ci-dessus. Ces mesures valent :

127 ) [gy) % V1.

Le lemme 3.5.5 nous donne |'égalité ,u'g(n)ilt()/) = u,‘lo(m/). A présent, il suffit de faire le changement

de variables ¢ = ny pour trouver que pour tout t € A:

Y @ xv=nxv.

¢em(B)

Ces deux mesures sont équivalentes a v : I'égalité des densités par rapport a v donne 1'égalité
voulue. U

Proposition 3.5.14. Considérons, pour t € A, la fonction H; definie sur L; dans le lemme 3.5.13. Alors :
1. pour tout t € A, H, est une fonction harmonique sur L, ;

2. la mesure in obtenue sur Bx V en intégrant contre v les H t(z)Lebzt est invariante par l'action
diagonale de 1 (B) : on appelle m la mesure quotient sur M ;

3. enappliquant a m la construction de la proposition 3.5.3, on trouve que mp, = v.

Preuve. Pour prouver que la fonction H; est harmonique, il suffit, par le théoreme 3.1.4, de prouver
que pour toutn e m;(B),ona:

Himo)= ) pp, () Hi(yo0)
yem(B)
Mais cette identité est une simple conséquence du lemme précédent.

Définissons la mesure /m en intégrant contre v les mesures H;(z)Leb; : nous voulons prouver
I'invariance par 'action diagonale de m; (B). Remarquons d’abord que pour tout ¢ € A, puisque la
fonction induite par y, L, — Zp(y)t est une isométrie, entrainant ainsi I'égalité y  Leb; = Lebzpmt.
Ainsi, pour prouver l'invariance par I'action, il suffit d’établir 1'égalité suivante pour tout ¢ € A,

tout z€ Ly, ettouty e w1 (B) :

dW*VHn: H;(z)
dv Hp(},)flt(y‘lz)'

Puisque I'application qu'induit y~! entre L, et L p(y)-1¢ €stune isomeétrie, la fonction % (1) Hp(y)-140

y~! est harmonique sur L,. Par le théoréme de 3.1.4, pour montrer que cette fonction est identique-
ment égale a Hy, il suffit de vérifier I'égalité en restriction a l'orbite 7, (B)o.

Mais cette derniére égalité est immédiate puisque, par le lemme 3.5.13, on a pour tout ¢ € A, et
tous y,ne€m(B):

——— (O Hyp1,(y 'n0) = () op() ().

dv dv d

dly = vl dly vl _dl(y 'n) *v]
v

Mais les égalités suivantes sont vraies v-presque partout : d [(7/_11;) *v]/dvo p(}/)_1 =d[n*v]/dly*v],
etdly*vl/dvxdn*vlldly *v] =d[n*v]/dv. On conclut en remarquant que par une nouvelle ap-
plication du lemme précédent, H;(no) = d[n * v]/dv(t). Ainsi, la mesure m est invariante par I'action
diagonale de 7 (B) sur B x V.

Pour conclure, puisque H; vaut identiquement 1 sur {0} x V (c’est une autre maniere de traduire
la P-stationnarité de v), il vient en suivant les mémes étapes de la preuve de la proposition 3.5.3, que
mp, = v :la derniere assertion suit donc. O
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1. CAS DES FEUILLETAGES PAR SURFACES HYPERBOLIQUES : UNE NOUVELLE PREUVE DU
THEOREME DE BAKHTIN-MARTINEZ

1| Cas des feuilletages par surfaces hyperboliques : une
nouvelle preuve du théoreme de Bakhtin-Martinez

1.1 - Groupe affine et feuilletage centre-instable pour le flot géodé-
sique

Le groupe spécial affine. Le groupe des transformations affines de la sphere se réalise comme un
sous-groupe résoluble de PSL,(C) constitué de matrices triangulaires supérieures. Le groupe spécial
affine, est le sous-groupe constitué des transformations affines qui préservent le demi-plan. Nous
avons fait le choix, dans cette thése, de nous intéresser au feuilletage instable plutot qu’au feuilletage
stable, nous allons donc considérer les matrices triangulaires inférieures :

a 0
Aff—{( b gl ),a>0,b€[R2}.

Nous appellerons ce groupe tout simplement le groupe affine. C’est naturellement un groupe

de Lie : il possede une structure de variété C*, difféeomorphe a un demi-plan, et les opérations de
groupes sont lisses.

Actionsur PSL,(R). En agissant par homographies, le groupe PSL,(R) se réalise comme groupe des
isométries directes du demi-plan hyperbolique H. Laction naturelle sur le fibré unitaire tangent T'H
est libre et transitive, de sorte que I'on puisse identifier PSL,(R) et T'H. On peut alors s’assurer que :
- la métrique de Sasaki s'identifie a 'unique métrique Riemannienne sur PSL,(R) qui soit inva-
riante par translation a droite (et aussi a gauche) ;
— la mesure de Liouville s’identifie a la mesure de Haar, c’est-a-dire 'unique (a une constante
pres) mesure sur PSL,(R) invariante par translations a droite (et a gauche) ;
- le flot géodésique s’identifie au sous-groupe a un parametre de translations a droite par :

et/2 0 .
0 e—t/z ’

— le flot horocyclique stable s’identifie au sous-groupe a un parametre de translations a droite

par:
1 t)
0 1)

— le flot horocyclique instable s’identifie au sous-groupe a un parametre de translations a droite

par:
1 0)
t 1)

Laction par translation a droite du groupe affine coincide donc avec |’action jointe du flot géodé-
sique et du flot horocyclique instable.

Nous notons également que les flots horocycliques stable et instable engendrent tout PSL,(R) de
sorte par exemple, que I’on obtienne la proposition suivante.

Proposition 4.1.1. La mesure de Liouville est 'unique mesure sur T'H, & une constante multiplicative
pres, qui soit invariante par l'action jointe des deux flots horocycliques.

66



CHAPITRE IV. MESURES HARMONIQUES ET MESURES DE GIBBS

Le fibré T'H s'écrit H x Sy, 0l Soo = OH = RP! est le cercle a I'infini, et cette identification est
équivariante par l'action de PSL,(R). Ce point de vue nous permet d’identifier isométriquement les
tranches H x {¢{}, £ € S avec:

— les feuilles centre-instables;

— les orbites de I'action a droite du groupe affine Aff.

1.2 — Mesures harmoniques sur le demi-plan hyperbolique.

Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition suivante.

Theoreme 4.1.2. [l existe une correspondance bijective entre les mesures harmoniques surH et les me-
sures sur T'H invariantes par U'action jointe du flot géodésique et du flot horocyclique instable.

Plus précisément nous prouvons :

— que chaque feuille centre-instable porte canoniquement une mesure invariante par I'action
jointe des flots géodésique et horocyclique instable, appelée mesure caractéristique de la feuille
centre-instable, qui de plus est équivalente a la mesure d’aire hyperbolique, et dont la densité
est donnée par le noyau de Poisson correspondant ;

— qu’en conséquence, toute mesures de Borel invariantes par I'action jointe des flots géodésique
et horocyclique instable est obtenue par intégration des mesures caractéristiques contre une
mesure de Borel finie sur le cercle a l'infini;

— que la projection de toute mesure invariante par I’action jointe des flots géodésique et horocy-
clique instable est harmonique;

— que toute mesure harmonique s’obtient ainsi.

Noyau de Poisson. A chaque feuille centre-instable H x {¢}, £ € Sy, est associée une unique fonction
harmonique (a une constante multiplicative pres) k(.,¢) telle que lim,_ ¢ k(z,¢) = 0 lorsque &£ E
et oo sinon (la convergence z— ¢’ est non-tangentielle). 1l s’agit du noyau de Poisson donné par la

formule suivante pour z=x +iy:
y

Hed = ey
Remarque. Pour trouver cette formule, il suffit de savoir prouver cela lorsque ¢ = oo, et de prou-
ver que l'unique fonction qui convient est donnée par k(z,00) = Im(z). Lunique fonction k(.,¢) pour
¢ €R, sera alors Im o g¢ ., Ol g¢_. » st une homographie qui envoie ¢ sur le point a I'infini. Cette
formule ne dépend bien entendu pas de la transformation g:_. o, : deux telles homographies ne dif-
ferent (a constante multiplicative prés) que d'une translation parallele a I’axe réel, opération qui a
I’évidence ne change pas la partie imaginaire.

Nous pouvons donc considérer ’homographie envoyant un point z € H sur go,—¢(2) = —%_5. Un
calcul immédiat donne alors que pour tout z = x +iy € H,

_ 1) _ y
kz8) = Im(z—f) S (x—82 4y

Nous avons donc le théoréme suivant, di a Herglotz, dont on trouvera une preuve dans [Ru] :

Theoreéme 4.1.3. Il y a une correspondance bijective entre les mesures de Borel finies sur S, et les fonc-
tions harmoniques positives sur H donnée par n — K(nl, oit K(nl, qu'on appelle l'intégrale de Poisson
den, vérifie pour toutze H :

Kinl@) = / k(z, &)dn(E).
Seo
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Lapplication réciproque se construit en remarquant que par la propriété de la moyenne, la me-
sure sur le cercle Cg centré en i et de rayon R définie par hc,Lebc, est une famille de mesure finie de
masse totale k(i) : par compacité nous pouvons alors extraire une limite, montrer que c’est la seule
possible, puis, prouver que # estl'intégrale de Poisson, ce qui requiert de savoir résoudre le probleme
de Dirichlet a I'infini (c’est-a-dire le cas ot 7 a une densité continue par rapport a Lebesgue). Les
détails se trouvent dans [Ru].

Mesures invariantes par le groupe affine. La proposition suivante, qui caractérise les mesures de
Borel sur T'H qui sont invariantes par I'action jointe des flots géodésique et horocyclique instable.
Chaque feuille centre-instable H x {} porte une mesure caractéristique, qui, par définition, a une den-
sité k(.,¢) par rapport a ’aire hyperbolique. Nous pouvons alors prouver :

Proposition 4.1.4. Une mesure de Borel sur T'H est invariante par Uaction jointes des flots géodésique
et horocyclique instable si et seulement si elle s'obtient par intégration contre une certaine mesure finie
1 sur Soo des mesures caractéristiques des feuilles centre-instables fi¢.

Lemme 4.1.5. 11y a, a une constante multiplicative pres, une unique mesure de Borel surH x {oo} qui
soit invariante par l'action jointe des flots géodésique et horocyclique instable : elle a une densité par
rapport a la mesure d’aire hyperbolique donnée par la fonction “partie imaginaire’.

Preuve. L'action jointe des deux flots sur la feuille centre-instable correspondant a I'infini est exac-
tement donnée par I'action du groupe affine Aff sur lui-méme par translations a droite. Nous savons
qu’il posséde, a une constante multiplicative pres, une unique mesure de Haar a droite. Ainsi s’en-
suivent |'existence et 'unicité de la mesure désirée.

Nous affirmons que, si 'on écrit H = {(x, y) € R?; y > 0}, la mesure recherchée s’écrit en coordon-
nées:

_dxdy

v
Pour le voir il suffit de prouver qu’elle est préservée par le flot géodésique et par le flot horocyclique
instable. Pour ce faire, en utilisant le théoréme de Fubini, il suffit de prouver que les deux flots, en
restriction aux droites horizontales, préservent I’élément d x, et, en restriction aux demi-droites ver-
ticales, préservent I'élément dy/y.

En restriction a H x {oo}, le flot horocyclique instable se réalise comme un sous-groupe a un pa-
rametre de translations le long des droites horizontales : il préserve donc les deux éléments dx et
dyly.

Le flot géodésique se réalise comme le sous-groupe a un parametre de translation le long des
demi-droites verticales paramétrées par la longueur d’'arc hyperbolique. Ainsi, il préserve I’élément
dx, et]’élément de longueur hyperbolique sur les demi-droites verticale dy/ y.

Dans ces coordonneés, I'élément d’aire hyperbolique se lit dxdy/y? : ainsi, nous concluons que
la densité de u, par rapport a 'aire hyperbolique est donnée par la fonction y. a

Comme conséquence de ce lemme, nous obtenons le lemme suivant :

Hoo

Lemme 4.1.6. Soité € Sy. Il y a, a une constante multiplicative pres, une unique mesure de Borel sur
la feuille centre-instable correspondant a & qui soit invariante par Uaction jointe des flots géodésique et
horocyclique instable a une densité par rapport a la mesure d'aire hyperbolique donnée par la fonction
k(.,8).

Preuve. Soit ¢ € R. Considérons ’homographie g¢ .o : 2— —%_5. C’est une isométrie du demi-plan
hyperbolique, sa différentielle commute donc avec les flots géodésique et horocycliques, et ’applica-
tion induite ng” — WZ est donnée par g —. oo-
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En particulier, en vertu du lemme précédent, la mesure g = (Dgs—00) ! * fio €St Une mesure
sur la feuille centre-instable correspondant a ¢ invariante par l'action jointe des flots géodésique et
horocyclique instable.

Encore parce que g¢ . , est une isométrie, elle préserve I'aire hyperbolique, de sorte que p¢ a une
densité par rapport a 'aire hyperbolique obtenue en composant celle de pi, par g .o : On obtient
doncImo gs . = k(.,{), comme nous I'avons remarqué précédemment.

Il ne reste donc plus qu’a prouver que cette mesure est la seule, a multiplication pres par une
constante, qui soit invariante par I'action jointe des deux flots. Pour ce faire, nous prenons une telle
mesure et la poussons par la différentielle de g¢_. . Par le méme argument que ci-dessus, ainsi que
par la partie “unicité” du lemme précédent, nous trouvons que la mesure que I’on obtient est néces-
sairement un multiple de . C'est donc que la mesure initiale était un multiple de p¢. Nous pouvons
donc conclure la preuve du lemme. d

Fin de la preuve de la proposition 4.1.4. Cette proposition est une conséquence immédiate des
deux lemmes précédents. Sil’on considere une mesure p invariante par ’action jointe des deux flots,
ou c’est équivalent, par I’action du groupe affine, nous pouvons désintégrer dans les feuilles centre-
instables, qui sont aussi les orbites de I'actions du groupe affine.

Nous obtenons alors un systéme de mesures contitionnelles qui sont invariantes par cette action :
par les deux lemmes précédents, nous obtenons, quitte a renormaliser par une fonction mesurable,
exactement les mesures caractéristiques . Nous pouvons donc conclure la preuve. d

Relevé canonique d’'une mesure harmonique. Une mesure harmonique m sur H a une densité par
rapport a Lebesgue qui est une fonction harmonique positive h : H—(0,00). Par le théoreme de Her-
glotz 4.1.3, h s’écrit comme l'intégrale de Poisson d'une mesure de Borel finie 7 sur Soo.

Proposition 4.1.7. Soit m une mesure harmonique sur H, et n la mesure de Borel finie sur Soo qui lui
correspond. La mesure y invariante par U'action jointe des flots géodésique et horocyclique instables
correspondant an se projette sur m. Nous appelons |1 le relevé canonique de la mesure harmonique m.

Preuve. La preuve de cette proposition est immédiate. En effet, u est obtenue par intégration contre
ndes pg = k(z,¢{)Lebyx g (2). La projection canonique étant une isométrie en restriction aux H x {¢}, la
projection est une mesure équivalente a la mesure de Lebesgue, et la densité est obtenue en intégrant
les densités des mesures conditionnelles contre 7.

Nous reconnaissons la densité de m : c’est donc que c’est la projection canonique de m. O

Fin de la preuve du théoréme 4.1.2. La preuve de la proposition 4.1.7 s’adapte pour prouver que la
projection de toute mesure sur T'H invariante par les flots géodésique et horocyclique instable est
une mesure harmonique. Ainsi donc nous avons deux applications réciproques 'une de I'autre :
- la projection des mesures sur T'H invariantes par I'action jointe des flots géodésique et horo-
cyclique instable;
- le relevé canonique des mesures harmoniques sur H.
Ceci nous permet donc d’achever la preuve du théoreme 4.1.2. O

1.3 — Mesures harmoniques et flot géodésique feuilleté pour des feuille-
tages par surfaces de Riemann hyperboliques

Versions d’'un théoréeme de Martinez. Nous nous intéressons dans ce paragraphe au cas d'une va-
riété close (M, %) feuilletée par des surfaces hyperboliques : c’est-a-dire au cas ou le feuilletage est
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muni d'une métrique feuilletée de sorte que la courbure des feuilles vaille —1 identiquement. Un
théoreme de Candel [Ca] assure I'existence d'une telle métrique feuilletée lorsque les feuilles de &
sont de type hyperbolique, c’est-a-dire lorsque leur caractéristique d’Euler-Poincaré est négative.

Martinez, dans une série de deux papiers dont I'un écrit en collaboration avec Bakhtin (voir [Ma,
BMar]), a donné une version feuilletée du théoréme 4.1.2. Nous proposons ci-dessous une preuve
plus courte de ce résultat, ainsi que, dans le paragraphe suivant, une généralisation en dimension su-
périeure, dans le cas ol la courbure sectionnelle des feuilles est négative, mais variable. Remarquons
que Connell et Martinez ont aussi donné dans [CM] une preuve dans le cas de laminations par des
espaces symétriques de rang supérieur, utilisant une adaptation de I'argument que nous développe-
rons, et qui nous avait été suggéré par Marco Brunella.

Theoréme 4.1.8. Soit (M, %) une variété close feuilletée par des surfaces de Riemann hyperboliques.
1l existe alors une correspondance bijective entre les mesures harmoniques pour & et les mesures sur
T'F invariantes par Uaction jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés.

Il est prouvé dans [BGM] que ce théoreme s’écrit aussi sous une autre forme, et c’est celle-ci que
nous généraliserons.

Theoreme 4.1.9. Soit (M, %) une variété close feuilletée par des surfaces de Riemann hyperboliques. Il
existe alors une correspondance bijective entre les mesures harmonique pour & et les états de u-Gibbs
sur TVZ pour le flot géodésique feuilleté.

Nous rappelons qu’'un état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté est une mesure sur T'.%
qui est invariante par le flot, et dont la désintégration dans les feuilles instables est équivalente a Le-
besgue. Dans ce cas précis, les feuilles instables sont précisément les horocycles munis du vecteur
normal sortant de I'horodisque correspondant, paramétrés par le flot horocyclique instable : les états
de u-Gibbs ne sont donc rien d’autre que les mesures invariantes par ’action jointe des flots géodé-
sique et horocyclique instable feuilletés.

Mesures invariantes par le flot géodésique et par les deux flots horocycliques. Nous énongons ici
une proposition que I'on peut trouver dans [BG, Ma], et que nous généraliserons plus loin lors de
notre étude des états de u-Gibbs.

Proposition 4.1.10. Soit (M, %) une variété close feuilletée par des surfaces de Riemann hyperboliques.
Supposons qu'il existe une mesure u sur T'.F invariante par les flots géodésique et horocycliques stable
et instable feuilletés. Alors 1 est totalement invariante, et en particulier, le feuilletage & admet une
mesure transverse invariante par holonomie.

Preuve. Comme nous I'avons remarqué dans la proposition 4.1.1, les flots géodésique, et horocy-
cliques stable et instable engendrent le groupe PSL;(R), si bien que la mesure de Liouville, qui est la
mesure de Haar bi-invariante de PSL,(R), est 'unique mesure, a une constante multiplicative pres,
qui soit invariante par 'action des trois flots.

Ainsi, si une mesure y sur T < estinvariante par I'action jointe des trois flots, ses mesures condi-
tionnelles dans les plaques sont des multiples de la mesure de Liouville. Il s’ensuit alors que u s’écrit
dans une carte comme le produit de la mesure de Liouville et d’'une mesure transverse, et que la
famille des mesures transverses ainsi définie, est invariante par '’holonomie du feuilletage F qui
est, rappelons-le, égale a celle de &. Pour les détails, voir les références citées ci-dessus, ainsi que la
preuve du théoreme 5.2.4, olt nous donnons plus en détail une condition suffisante pour I'existence
de mesures transverses invariantes pour un feuilletage dont les feuilles sont courbées négativement.
O
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Relevé canonique d’'une mesure harmonique. Nous considérons dans la suite une variété close
(M, &) feuilletée par des surfaces hyperboliques. Considérons un bon atlas feuilleté o« = (U;, ;) ier,
ainsi que la transversale compléte correspondante 9 = | |;c; T;. Nous rappelons qu’alors nous pou-
vons former un atlas pour le feuilletage Z de T'Z en tirant of en arriére par le fibré unitaire tangent
aux feuilles, qu’alors 9~ est encore une transversale complete de Z, et qu’en prime, les deux feuille-
tages & et Z ont méme pseudogroupe d’holonomie.

Nous nous proposons I’énoncé suivant :

Proposition 4.1.11. Supposons que les feuilles de F soient des surfaces de Riemann hyperboliques.
Pour toute mesure m harmonique pour le feuilletage &, il existe une mesure u sur T'F qui est inva-
riante par l'action jointe des flots géodésique et horocyclique instables feuilletés, et qui induit la méme
mesure que m sur la transversale compléte 9.

Soit m une mesure harmonique pour &. Pour tout i € I, m s’écrit, en restriction a U;, sous la
forme :
myy, = hi(z,x)Lebp, ) (2) vi(x),

ol h; et une fonction mesurable sur U; qui est harmonique sur v;-presque toute plaque P;(x). Rap-
pelons que les v; induisent une mesure que nous noterons /7 sur 9 qui est quasi-invariante par le
pseudogroupe, et que le cocycle de Radon-Nikodym ainsi défini est donné par le quotient de fonc-
tions harmoniques. Plus précisément, lorsque U; N U; # @, nous pouvons, en évaluant m sur I'inter-
section U; N U; écrire pour v j-presque tout x € but(z;;) et z€ P;(x) N P; (Tl-_jl (x)):

dltij*vil hj(z, x)

—_— )=

vj hi(z,77} (X))

Nous rappelons qu'’il est possible, grace au lemme de Ghys 1.3.3, d’étendre harmoniquement les
densités locales “sur une feuille typique” : autrement dit, il existe un ensemble de Borel ' c 9 de
mesure pleine pour v;, telle que pour tout x € &', (par exemple x € T;, pour iy € I) laformule suivante
definisse une extension harmonique de h;, (., x) ala feuille L, :

-1
Hetz) = A Y G, o),
dv iy

ol z€ Ly, i esttel que z € U, et c est n'importe quel chemin reliant c a z.

Preuve de la proposition 4.1.11. Nous donnerons plus tard la preuve dans le cas plus général des
feuilletages par feuilles courbées négativement. Nous n'indiquons ici que les étapes de la preuve.

— Nous choisissons un bon atlas feuilleté suffisamment fin.

— Nous pouvons nous ramener au cas d'une mesure harmonique ergodique m, et sélectionner
une petite transversale T;, rencontrant presque toute feuille.

— Nous étendons la densité harmonique sur une feuille typique, que nous pouvons relever au
revétement universel, obtenant ainsi une fonction H. v X €T,

— En utilisant la proposition 4.1.7, nous pouvons canoniquement relever la mesure harmonique
sur H avec densité Hy, obtenant ainsi une mesure sur T'H invariante par le flot géodésique et
le flot horocyclique instable.

— En projetant sur le feuilletage, nous avons une mesure définie sur T L.

— Nous la multiplions dans les plaques par un cocycle convenable de sorte a pouvoir recoller les
mesures de facon cohérente avec I’holonomie de F qui, nous le rappelons, est la méme que
celle de &.
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- Nous intégrons les mesures locales contre les mesures transverses induites par m, obtenant
ainsi une mesure invariante par 'action jointe des deux flots qui de plus induit sur la transver-
sale complete de & la méme mesure que m. d

Lemme 4.1.12. La mesure obtenue dans la proposition 4.1.11 se projette sur m. Nous l'appelons le
relevé canonique de la mesure m.

Preuve. La preuve de ce lemme est une immeédiate adaptation de celle de la proposition 4.1.7. d

Projection d’'une mesure invariante par les deux flots. Nous avons relevé les mesures harmoniques,
et prouvé qu'il existe toujours une mesure sur 7'.% invariante par les flots géodésique et horocy-
clique instable feuilletés qui se projettent dessus. Nous voulons a présent montrer que toute mesure
sur T1.% invariante par ces deux flots se projette sur une mesure harmonique.

Proposition 4.1.13. Soit (M, %) une variété close feuilletée par des surfaces hyperboliques. Soit u une
mesure invariante par l'action jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés. Alors la
projection de i le long des fibres unitaires tangentes est une mesure harmonique qui induit la méme
mesure sur une transversale complete.

Preuve. Soit (M, %) un tel feuilletage : nous prenons un bon atlas feuilleté «f = (U;, ¢;). Comme d’ha-
bitude, nous pouvons relever cet atlas en le tirant en arriére par le fibré unitaire tangent. Suppo-
sons alors que p soit invariante par I'action des deux flots, et considérons sa désintégration dans les
plaques de P; x Sy, x Tj.

Par les lemmes 4.1.5 et 4.1.6, les mesures conditionnelles de p dans les P; x {£} x {x} ont une den-
sité par rapport a 'aire hyperbolique qui est donnée par le noyau de Poisson k(.,¢), et les mesures
conditionnelles de u dans les plaques P; x S x {x} sont obtenues en intégrant ces mesures contre
une certaine mesure 7, sur Seo.

Le mesures conditionnelles de la projection m de u sur M ont donc une densité par rapport a la
mesure d’aire hyperbolique (la projection canonique est, en restriction aux plaques P; x {{} x {x}, une
isométrie), et les densités sont données par les intégrales de celles des mesures ci-dessus contre 7 :
ce sont ainsi des fonctions harmoniques.

Nous concluons alors que la projection d'une mesure sur T'.% invariante par les deux flots est une
mesure harmonique. Clairement, les deux mesures induisent la méme mesure sur une transversale
complete. d

Mesure induite sur la transversale compléte. Dans [BMar], afin de prouver que deux mesures in-
variantes par I'action jointe des flots géodésique et horocyclique instable différentes se projettent sur
deux mesures harmoniques différentes, Bakhtin et Martinez utilisent 'unicité de la représentation de
Poisson de la densité harmonique caractéristique d'une feuille typique (voir I'énoncé du théoreme de
Herglotz 4.1.3).

Nous proposons un argument différent que nous généraliserons plus loin et qui est une variation
de 'argument de Hopf.

Proposition 4.1.14. Soit (M, %) un feuilletage par surfaces hyperboliques. Alors :

1. toute mesure invariante par l'action jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés
induit une mesure finie sur une transversale complete quasi-invariante par holonomie;

2. sideux telles mesures sont différentes, alors les mesures qu’elles induisent sont différentes.
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Preuve. Ici encore, nous donnerons 'argument complet lorsque nous nous intéresserons plus loin
aux feuilletages a feuilles courbées négativement. Nous pouvons néanmoins donner quelques indi-
cations de la preuve, qui utilise le fait que le flot horocyclique stable feuilleté induit des difféomor-
phismes locaux entre les variétés centre-instables (sil’on préfere, le feuilletage stable est lisse, et donc
absolument continu).

La premiere partie découle assez facilement du fait qu'une mesure invariante par I'action jointe
des deux flots feuilletés possede une désintégration absolument continue dans les feuilles centre-
instables.

Pour voir que la seconde a encore lieu, il suffit de considérer le cas ol les deux mesures sont
ergodiques (une composante ergodique d'un état de u-Gibbs en est encore un) : il faut alors prouver
que siles deux mesures induites ne sont pas sont singulieres, alors les mesures ergodiques sont égales.

Lidée est la suivante. Si les deux mesures induites par, disons, p; et uy, ne pas sont singulieres,
alors le bassin d’attraction (dans le passé et le futur) de u; se projette le long des plaques sur la trans-
versale compléte en un ensemble de mesure positive pour fi; (nous notons fi; la mesure induite sur
une transversale compléte). Prenons alors une plaque dans cet ensemble de mesure positive.

Puisque y; et pp ont une désintégration absolument continue dans les feuilles centre-instables,
le bassin d’attraction de u; rencontre presque toute plaque centre-instable en un ensemble plein
pour la mesure de Lebesgue, et il existe une plaque centre-instable qui rencontre celui de y; en un
ensemble de mesure positive pour la mesure de Lebesgue.

Par un argument d’absolue continuité, nous pouvons alors trouver un point du bassin d’attraction
de p; et un point du bassin d’attraction de y, appartenant a la méme orbite du flot horocyclique
stable feuilleté. C’est donc que ces mesures sont égales. d

Corollaire 4.1.15. Soit (M, %) un feuilletage par surfaces hyperboliques. Alors deux mesures différentes
invariantes par l'action jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés se projettent sur des
mesures harmoniques différentes.

Preuve. C’est une conséquence immédiate des propositions 4.1.13 et 4.1.14. d

Fin de la preuve du théoréme 4.1.8. Nous récapitulons le contenu de la proposition 4.1.11 et du
corollaire 4.1.15. Il y a deux opérations qui sont réciproques I'une de I'autre :
— le relevé canonique d'une mesure harmonique pour & ;
- la projection d’'une mesure invariante par I'action jointe des flots géodésique et horocyclique
instable feuilletés.
Nous obtenons ainsi la bijection recherchée entre les mesures harmoniques et les mesures inva-
riantes par les flots géodésique et horocyclique instable feuilletés. O

2 | Mouvement Brownien en courbure négative

Nous avons traité ci-dessus le cas des mesures harmoniques des variétés feuilletées par des sur-
faces hyperboliques. Le but de cette section est de généraliser le théoréeme de Martinez, Bakhtin-
Martinez, au cadre des feuilles de dimension quelconque et de courbure négative.

En dimension supérieure, il n'y a pas de flot horocyclique, c’est une premiere difficulté. Méme
si 'on peut remonter canoniquement une mesure harmonique au fibré unitaire tangente, il n'y a
aucune raison que la mesure ainsi obtenue soit invariante par le flot géodésique : c’est une difficulté
supplémentaire.
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Nous allons développer une idée diie a Ledrappier [L1] (voir aussi [Hal]). En courbure négative,
presque tout chemin Brownien est escorté par un rayon géodésique. L'idée consiste alors a rempla-
cer I'étude ergodique du mouvement Brownien a celle des géodésiques qui escortent les chemins
Browniens. Nous verrons que les mesures de Gibbs nous permettent de faire exactement ceci.

Dans le cadre des feuilletages par variétés courbées négativement, nous proposons donc une no-
tion de mesure de H-Gibbs, qui sont invariantes par le flot géodésique feuilleté et qui décrivent exac-
tement le comportement ergodique des géodésiques escortant les chemins Browniens tangents aux
feuiles.

Nous proposons donc de prouver le théoreme suivant, dont on donnera une version plus précise
plus tard (voir le théoréme 4.3.12).

Theoreme 4.2.1. Soit (M,%) une variété close feuilletée, munie d’'une métrique feuilletée telle que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Alors il existe une correspondance bijective entre les
mesures de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté et les mesures harmoniques.

2.1 - Comportement asymptotique des chemins Browniens

Dans la suite, N désignera une variété Riemannienne complete, connexe et simplement connexe
de courbure négative pincée.

Escorte géodésique Si z € N, un vecteur non nul v € T, N peut étre décrit par ses coordonnées po-
laires, c’est-a-dire par le couple (r,0) € (0,00) x T} N, tel que v = rf. La courbure sectionnelle de N est
négative partout, donc I'application exponentielle exp, : T, N — N est un difféomorphisme : en parti-
culier, un point y # z est déterminé par les coordonnées polaires de exp;!(y). Nous noterons encore
abusivement ce couple (r,0) : ce sont les coordonnées polaires (ou coordonnées géodésiques) de y.

Pour w € Q, notons (r(w, t),0(w, t)) les coordonnées polaires de w(¢). Prat a alors démontré dans
[Pr] :

Theoréme 4.2.2 (Prat). Soit N une variété complete, connexe et simplement connexe dont la courbure
sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives —b> < —a?. Alors :

1. ilexisteun nombrea tel que (n—1)a < a < (n—1)b et pour tout z € N, et W, -presque tout w € Qy,
1
lim -r(w, t) = a;
t—oo f
2. pour tout z € N, et W,-presque tout w € Q, il existe 6 (w,o0) € Tle tel que:

lim O (w, t) =0 (w,00).
t—oo

Nous résumons en disant qu'un chemin Brownien est escorté par une géodésique. L'idée présente
dans [L1] est que I'on peut, grace a une mesure de Gibbs, décrire précisément le comportement sta-
tistique des géodésiques qui escortent un chemin Brownien, rapprochant ainsi I’étude ergodique du
mouvement Brownien, de I'étude des états de Gibbs pour les flots d’Anosov. C’est cette idée que nous
voulons exploiter ici.

Classe harmonique. Nous pouvons alors nous intéresser a la distribution de sortie du mouvement
Brownien. Plus précisément lorsque z € N, la fonction ¢, : Q; — Seo, w — limeoo w(2) (0U la limite
est prise dans la topologie conique) est bien définie W -preque partout, et nous pouvons via cette
fonction pousser la mesure de Wiener : nous obtenons ainsi une mesure w, sur S, qui décrit la
distribution asymptotique des chemins Browniens partant de z. Dans [Su2], Sullivan a prouvé :
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Theoréme 4.2.3 (Sullivan). Soit N une variété Riemannienne complete connexe et simplement connexe,
dont la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives.

1. Les mesures w;, z € N sont toutes équivalentes entre elles. La classe de mesure ainsi définie sera
appelée classe harmonique.

2. La classe harmonique charge tout ouvert non vide de So,. Mieux : quand z tend vers ¢ dans la
topologie conique, w, converge vers .

Noyau de Poisson et représentation intégrale. Nous définissons le noyau de Poisson de N comme
la dérivée de Radon-Nikodym: :

dwg,
dw;,

Lorsque N est le disque hyperbolique, ce noyau coincide avec le noyau de Poisson que nous avions
défini dans le paragraphe précédent. Il est caractérisé par les propriétés suivantes (z € N eté € N(o0)) :

k(z1,22;¢) = (é). (4.2.1)

k(z,z;6) =1, Ak(z,.;6)=0 et lim k(z1,22;¢')=0 quand & #¢.
22—
Dans [AS], Anderson et Schoen livrent une étude tres précise de ce noyau, et prouvent les théoremes
clés suivants.

Theoréme 4.2.4. Fixons deux points o,z € N. Alors il existe a > 0 tel que pour tout &,¢' € N(oo),
|k(0,2;€) = k(0,2;¢")| < £, (&,&N".

Ainsi, puisque k est lisse en les deux premieéres variables, nous avons une dépendance Holder
de k avec des constantes uniformes dans K; x K» x N(co), out K; sont des parties compactes de NN.
Le second résultat donne une représentation intégrale, aussi appelée représentation de Poisson, des
fonctions harmoniques positives de N.

Theoreme 4.2.5. Soit N une variété Riemannienne complete, connexe et simplement connexe dont
la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives. Soit h une fonction harmonique
positive sur N, et 0 € N un point fixé. Alors il existe une unique mesure de Borel finien, sur N(oo) telle
que pour tout z € N,

h(z) =/ k(o,z;¢) dno(8).
N(co)

Remarque. La propriété dela moyenne des fonctions harmoniques entraine que la masse totale de
m, est égale a h(o).

2.2 — Classe harmonique et flot géodésique

Mesres sur les variétés invariantes. Le résultat suivant est di a Ledrappier [L1]. C’est un analogue
du théoréme 2.1.7 pour le potentiel donné par :

H(v) = 4 log k(cy(0), ¢y (1); ¢y (—00)),
dt|i=o
ol ¢, est la géodesique dirigée par v, a la différence que nous ne demandons par que N soit un revé-
tement Riemannien d'une variété compacte, mais seulement des bornes uniformes sur la courbure,
ainsi, ce n'est pas une conséquence directe de ce cas. Par projection de la classe harmonique sur les
horospheres et multiplication par une fonction convenable, Ledrappier a prouvé le résultat suivant.
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Theoréme 4.2.6. Soit N une variété Riemannienne complete, connexe et simplement connexe et dont
la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives. 1l existe alors deux familles de me-
sures ()L]LL‘LU) veTIN €t (/1%6)55 N(oo) définies respectivement sur les feuilles instables faibles et fortes telles
que:

1. pourtoutve TN, /TI”{ , est équivalente a la projection sur W*(v) de la classe harmonique;

2. /T}‘{' , estindépendante du choix de v sur une feuille instable donnée;

3. nous avoniles relations c?:équivciriance suivantes pour touty € Isom* (M), v € TN, eté e N(oo) :
Y * A;‘LV = A;‘I,Dw, ety * /1%’5 = Aﬁ"ﬁ ;

4. nous avons la propriété de quasi-invariance par le flot géodésique suivante :

d GT * XZM;_T(U)
= (w) = k(cw(=1), €y (0); ¢y (—00)) (4.2.2)
ary,,
oitve T'N, we W (v), et ¢, désigne la géodésique dirigée par w ;
5. pour tout v e T'N avec c,(—o0) = &, la mesure Ig{f s'obtient par intégration des 1Y, G, (v) contre

léléement dt élément du flot : en particulier, cette mesure vérifie la relation (4.2.2).

Les classes des mesures A%, , * = u, cu seront appelées les classes harmoniques sur les variété
(centre)-instables.

Continuité absolue. Nous aurons besoin de la propriété suivante d’absolue continuité du feuille-
tage stable.

Theoreéme 4.2.7. Soit N une variété Riemannienne complete, connexe et simplement connexe dont
la courbure est pincée entre deux constantes négatives. Alors les transformations d’holonomie stable
préservent la classe harmonique des variétés centre-instables. Plus précisément, définissons, pour v, w €
TN dans la méme variété stable,

2 (v, w) = exp (4.2.3)

00  k(w(0), o (T); Cw(~00))
/0 (HOG‘(W)_HOG‘(V))dt] = R0 (0), 0 (T); co(—00))

Alors :
1. kj,(v,w) est bien définie pour tout v, w appartenant a la méme variété stable;
2. pour tous vy et wy appartenant a la méme variété stable, on a, pour tout w € W% (wy),

d | hol; * LK

Vo— Wo H, vy

cu
dAH,wO

(w) = ky;(w,holy, ., ).

3. il existe des constantes de Hélder uniformes C et « telles que lorsque v et w appartiennent a la
méme variété stable avec dists(v, w) <1, log kj, (v, w) < Cdists(v, w)* ;

Preuve. Premierement, I'intégrale donnée par la formule (4.2.3) existe par le lemme de distorsion
usuel 6.1.5, car le le potentiel H est uniformément Holder (avec des constantes ne dépendant que de
la borne de la courbure) : voir le théoréeme 4.2.4.

La continuité absolue a été prouvée dans [L1]. Pour avoir I'expression du Jacobien, il s’agit de
reproduire 'argument usuel de I'absolue continuité du feuilletage stable : voir la preuve du théoréme
5.5.4. Puisque les constantes d’Anosov, et de Hélder du noyau ne dépendent que du pincement de la
courbure, les contrdles de distorsion usuels (voir par exemple les lemmes 3.3 et 3.6 du livre de Mafié
[Man]) se prouvent de la méme facon : en particulier, I'’expression du Jacobien kfi, en découle, ainsi
que les constantes de Holder de son logarithme (voir la fin du théoréme 3.1 dans [Man]). d
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3 | Mesures harmoniques et mesures de Gibbs pour le
flot géodésique feuilleté

Dans tout ce qui suit, nous considérerons donc (M, %) une variété close feuilletée dont toutes
les feuilles sont courbées négativement. Nous savons alors que par compacité de M, les courbures
sectionnelles des feuilles sont uniformément pincées entre deux constantes négatives —b? < —a?. De
méme, les rayons d’injectivité des feuilles sont uniformément minorés, ainsi, nous pouvons choisir
un bon atlas feuilleté «f = (U;,¢;) dont toutes les plaques trivialisent le revétement universel des
feuilles.

Nous aimerions commencer cette section par un petit rappel. Une mesure harmonique m a une
désintégration locale dans une carte feuilletée Uj :

myy, = hi(z, x)Lebp,x) (2)dv;(x).

La famille de mesure (v;) ;s est quasi-invariante par holonomie, et nous avons les relations de cocycle

suivantes : .
dlry; vl (= i@
dv,  hjlz,Ti(x)

(4.3.4)

Nous rappelons, encore une fois, que grace au lemme de Ghys 1.3.3, nous pouvons étendre les
densités harmoniques locales a toute une feuille typique :

Lemme 4.3.1. Soit m une mesure harmonique pour & . Alors il y a un ensemble de Borel saturé et de
mesure pleine &y < M tel que pour fout y € &y, si y € P;,(x)cU;,, pour un certain indice i € I, et
x € Ty, la formule suivante définit une fonction harmonique de z€ Ly :

dir-1« Vil

Hy(z) = T(x)hi(z,rc(x)), (4.3.5)
Lo

ou i est tel que z € U;, et c est n'importe quel chemin joignant x et z.

3.1 — Relevé canonique des mesures harmoniques

Mesures co-harmoniques. Soit L une feuille de %, dont le revétement universel Riemannien est
noté L. Nous fixons un point base o € L. Le feuilletage centre-instable W de T'L est paramétré
par L(oco) : nous avons déja vu qu'il s'identifie au feuilletage trivial (L x {¢}) cel(00)- 1l €St ainsi possible
d’associer a chaque feuille centre-instable I x {£,} la mesure &y-harmonique pour WU définie par:

me, = k(o, z; éO)Lebzx{fo} (2).

Définition 4.3.2. Une mesure m* sur T'L est appelée oo-harmonique pour We* si ses mesures condi-
tionnelles dans les feuilles centre-instables sont données par les mg, € N(c0).

Si L' est un quotient de L par un sous-groupe d’isométries directes, la mesure quotient d’une me-
sure co-harmonique pour W sur T'L sera encore appelée co-harmonique pour le feuilletage centre-
instable quotient.

Lemme 4.3.3. La projection sur L d’une mesure co-harmonique sur T'L a une densité harmonique
par rapport a la mesure de Lebesgue.

77



3. MESURES HARMONIQUES ET MESURES DE GIBBS POUR LE FLOT GEODESIQUE FEUILLETE

Preuve. Considérons une mesure co-harmonique /", obtenue en intégrant les mesures m; contre
une mesure de Borel finie 17, sur L(co). Puisque toutes les feuilles centre-instables sont isométriques
a L, et puisque chaque mg¢ a une densité par rapport a Lebesgue, nous déduisons que la projection
m™* a encore une densité par rapport a Lebesgue.

De plus, cette densité est obtenue par intégration des k(o, .;¢) contre 1, : c’est une fonction har-
monique, et le lemme est prouvé. a

Nous rappelons que le fibré unitaire tangent T'.% est feuilleté par les fibrés unitaires tangents aux
feuilles de Z, et ce feuilletage, noté Z, est lui-méme sous-feuilleté par le feuilletage centre-instable
W " du flot géodésique feuilleté.

Définition 4.3.4. Soit (M, %) une variété close feuilletée avec une métrique feuilletée. Supposons que
toutes les feuilles de F soient courbées négativement. Une mesure de probabilité m* sur T'.F est dite

oo-harmonique pour W " si ses mesure conditionnelles dans les plaques de & sont co-harmonique
pour WX,

Avant d’énoncer la proposition suivante, nous introduisons trois notations :

— la projection canonique le long des sphéres tangentes au feuilletage pr: T'% — M;

— SLar(&¥) désigne I'ensemble des mesures harmoniques pour & ;

- Hars (W) désigne celui des mesures co-harmoniques pour # %,

Le fait que I'ensemble A ar,,(# °“) n'est pas vide n’est pas évident a priori. Il découle en fait
de la proposition suivante qui donne une section A ar(F) — A ars (W ") (ainsi que du fait que les
mesures harmoniques existent par Garnett).

Proposition 4.3.5. Soit (M, %) une variété close feuilletée dont les feuilles sont courbées négativement.
Soit of = (Uj, ;i)ie; un bon atlas feuilleté pour &, et I~ une transversale compléte associée. Alors :

1. si m™ est une mesure co-harmonique pour W ", sa projection pr = m* est une mesure harmo-
nique;

2. si m est une mesure harmonique, il y a une mesure m* qui est oo-harmonique et se projette sur
m (en particulier, elle induit la méme mesure que m sur 9" ) : nous appelons cette mesure le relevé
canonique de m.

End’autre termes, Uapplication pr. : 7€ are(W °*) — Far(F) qui associe a une mesure co-harmonique
m™* sa projection sur M, pr = m™ est bien définie et a une section donnée par le relevé canonique.

Preuve. Nous choisissons un bon atlas feuilleté «f = (U, ¢;);e; pour &, tel que lorsque nous le tirons
en arriere par la fibration, nous obtenons encore un bon atlas feuilleté pour 3 . dont les cartes U ; sont
trivialement feuilletées par les sphéres tangentes au feuilletages, et trivialisent le feuilletage centre
instable du flot géodésique feuilleté.

Le fait que l'application pr. soit bien définie, ou si 'on préfere que la projection sur M d’'une
mesure oco-harmonique pour # °“ soit harmonique, vient du lemme 4.3.3 appliqué aux plaques de
F.

A présent, montrons comment relever une mesure harmonique au fibré unitaire tangent. Parce
que les mesures harmoniques peuvent étre décomposées en composantes ergodiques, nous n’avons
qu’a montrer comment relever les mesures harmoniques ergodiques. Soit alors m une mesure har-
monique ergodique, et 771, la mesure qu’elle induit sur la transversale complete 9. 1l existe alors un
indice iy € I tel que la saturation de T;, par % soit de mesure pleine. En d’autres termes, presque toute
feuille rencontre la transversale T, .

Ainsi, par le lemme 4.3.1, il y a un ensemble Borélien saturé & < M qui est de mesure pleine pour
m, telles que toutes les feuilles passant par un point de & intersecte T;,, et telle que pour tout y € &,
la densité harmonique définie sur la plaque correspondante puisse étre étendue a toute la feuille.
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Soit xp € T;, N :1aformule (4.3.5) définit une fonction harmonique Hy, : Ly, —(0,00). Nous pou-
vons la relever au revétement universel Riemannien LNX0 (nous fixons une préimage o de xp) en une
fonction harmonique Hy,. Les s plaques P; trivialisent le revétement universel : tout h; peut étre relevé
en une fonction harmonlque h d’une section P, c on Par le lemme 4.3.1, si ¢ est un chemin reliant
Xp etla plaque P;, si P;(c) est le relevé correspondant, alors la formule on = h id(ty Ly i1/dvi,(xp), a
lieu en restriction a P; (c).

Le théoréme 4.2.5 fournit une mesure 7, sur L x, (00) telle que H % (2) = f Ly (00) k(o,z;¢)dn ().l est

alors possible de relever la mesure ﬁxo Leba Tlfxo en considérant la mesure obtenue par intégration

contre 17, des mesures my, définies sur les feuilles instables, identifiées avec Zxo x {¢}. Par projection

sur T'L,,, nous obtenons une mesure définie sur tout le fibré unitaire tangent a Ly,, que I'on note
my, , et qui lorsqu’on la pousse par pr, se prOJette sur Hy, Leb.

Nous pouvons a présent choisir y € Ly, N :ily a un indice i € I tel que y € T;. Nous pouvons
définir la mesure m;y sur la plaque T'P;(y) en divisant la restriction de mj, a T'P;(y) par la dérivée
d[r;lvi] /dvi,(xp), ol ¢ est un chemin joignant xo et y.

Une autre application du lemme 4.3.1 montre que cette mesure ne dépend pas du choix de point
base xp, dans le sens que si x; € Tj, N Ly,, nous avons :

dir:! *vi] diz ]
(d—v,(x())) (M3 )11 p,y) = (;—wl(xl)) (M3 )71 P90
ou ¢ et ¢’ sont n'importe quels chemins joignant respectivement x et x; a y. De plus, la mesure m:r y
se projette sur h; (., y) Lebp, ;) quand nous la poussons sur la plaque P; (y).
Supposons que m(U; nU;) # @, et que y € dom(7;;). Nous avons alors pour tout v € T'P; ¥ n

T'P;(1i(y),

-1 -1 . -1

dm? dlt 1y V]]
)= Z — (), (4.3.6)
M Vi

de sorte que nous serons capables de recoller ensemble ces mesures de facon cohérente avec ’holo-
nomie.

Finalement, presque toute feuille rencontre Tj, : ainsi la construction ci-dessus donne pour -
presque tout y € 9 une mesure sur T' P;(y) (si y € T;), qui ne dépend que de i et de y. Ainsi, pour tout
i € I tel que m(Uj;) > 0, nous obtenons, par intégration contre v; des mesures m;“yy, une mesure m;

sur U;. A cause de la relation (4.3.6), nous voyons que ces mesures peuvent étre recollées ensemble,
définissant ainsi une mesure m™*.

Par définition, la mesure induite par m* sur I est exactement 77i. De plus, puisque chacune des
mesures conditionnelles de m™* dans les plaques de & sont co-harmoniques et se projettent sur celles
de m, nous concluons que m* est co-harmonique pour # °“ et qu’elle se projette sur m. d

Remarque. Afin de prouver que 'application pr, : #are (W ") — A ar(F) est une bijection, il
reste a prouver qu’elle est injective. Comme nous I'avons indiqué plus haut, une preuve de ce fait
peut étre adaptée a partir de la preuve de [BMar] dans le cas des laminations par surfaces hyperbo-
liques, et reposerait sur un argument analytique basé sur I'unicité de la représentation intégrale 4.2.5.
Nous proposons une autre preuve qui est plus dans I'esprit de ce travail de thése. Nous prouverons
ce fait, qui n'est pas si évident a priori, que deux différentes mesures co-harmoniques pour # “ in-
duisent des mesures différentes sur les transversales de & : et ainsi se projettent sur des mesures
harmoniques différentes. C’est un argument basé sur une variation de I'argument de Hopf et sur la
propriété d’absolue continuité 4.2.7 : mais nous avons tout d’abord besoin de la notion de mesure de
H-Gibbs pour expliquer cela.
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3.2 - Mesures de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté

Maintenant que nous savons relever canoniquement les mesures harmoniques au fibré unitaire
tangent, la prochaine étape est un reparamétrage de ces mesures dans la direction instable de facon
a obtenir une mesure invariante par le flot géodésique feuilleté qui posséde la propritété de Gibbs.

Mesures de H-Gibbs. Nous avons montré comment construire une famille de mesures, que nous
notons (Aﬁyy)vep # sur les feuilles instables de G; qui vérifient la relation de cocycle (4.2.2). No-
tons qu’il y a également une famille de mesures définie sur les feuilles centre-instables, et notée
A ' Jver1# : Ces mesures sont obtenues par intégration des Y H.G,(v) contre I'élément dt du flot.

Définition 4.3.6. Soit (M,F) une variété close feuilletée munie d’'une métrique feuilletée de sorte que
les feuilles soient courbées négativement. Une mesure de probabilité u sur T' %, sera appelée mesure de
H-Gibbs pour Gy, si elle vérifient les propriétés suivantes :

— W estinvariante par Gy ;
- U a une désintégration absolument continue par rapport a (W'“, /l}gyy).

Nous voudrions aussi rappeler que ces mesures sont associées au potentiel suivant :

d
Hw)= —| logkrw)(cy(0),cy(1);cy(—00)),
dat|,—o

ol L(v) estla feuille a laquelle v est tangent, kz,) est le noyau de Poisson sur m, et ¢, estla géodé-
sique dirigée par v.

Theoréme 4.3.7. Soit (M, %) une variété close feuilletée munie d'une métrique feuilletée de sorte que
les feuilles soient courbées négativement.

1. Pourtoutve T %, et tout disque D CW?OC(U), les points d’accumulation de

TGt*(/l ID
—/ 2 el
(D)

sont des mesures de H-Gibbs pour G;.

2. Les composantes ergodiques d'une mesure de H-Gibbs pour G; sont encore des mesures de H -
Gibbs.

3. Siu est une mesure de H-Gibbs pour G, alors les densités locales devy, , sur les variétés instables
locales sont uniformément log-bornées et vérifient :

Vi, (W)

W = kr ) (cw(0), ¢y (0); ¢y (—00))

Preuve. Ce théoréme d’existence se prouve exactement comme le théoréme 6.1.2 que nous prouve-
rons plus loin : nous avons la relation de cocycle (4.2.2), le feuilletage uniformément dilaté par le flot,
et les constantes de Hoélder uniformes du potentiel dans les feuilles. d
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Mesure induite sur une transversale complete. Il est vrai que deux mesures de H-Gibbs qui in-
duisent le méme systeme de mesures sur un systeme complet de transversales au feuilletage instable
sont égales. Il est plus intéressant de noter, et c’est 'objet de la proposition suivante, qu'une mesure
de H-Gibbs est en fait déterminée par le systeme de mesures qu’elle induit sur une transversale com-
plete au feuilletage .

Afin de prouver ce fait, nous proposons d’utiliser un argument a la Hopf ot1 I'ingrédient principal
estla propriété d’absolue continuité 4.2.7. Nous avons choisi un bon atlas feuilleté </, que nous avons
tiré en arriere par la fibration. Nous pouvons supposer que les plaques de I'atlas relevé possedent la
structure de produit local. Nous appelons 9~ une transversale compléte associée.

Proposition 4.3.8. Soit (M, %) une variété close feuilletée munie d'une métrique feuilletée de sorte que
les feuilles soient courbées négativement. Alors :

1. toute mesure de H-Gibbs pour G; induit sur 9 une mesure qui est quasi-invariante par le pseu-
dogroupe d’holonomie de & ;

2. deux mesures de H-Gibbs différentes pour G; induisent des mesures différentes sur J .

Preuve. Soit u une mesure de H-Gibbs pour G;. Nous avons choisi I'atlas </ de sorte que toutes les
plaques deI'atlas A1 possedent la structure de produit local. Ainsi, nous obtenons un systéme complet
de transversales pour #* en considérantles T;* = Uyer, W/, (x). Par construction des mesures de H-
Gibbs p (voir le théoréme 4.3.7), elles induisent un systeéme de mesures vl?s sur les transversales Tl.“
sont la classe est invariante par holonomie instable.

La projection de u sur T; le long des feuilles de &, notée v;, coincide alors avec celle de v{* le
long des feuilles centre-stables. A présent, choisissons deux cartes U; et U ;j dont I'intersection a une
mesure positive pour g, ou, cela revient au méme, telles que le domaine de 7;; soit positif pour v;.
Dans ce cas, si Ac T; vérifie v;(A) > 0, nous avons v°* (A) > 0 ot1 A est le saturé, a l'intérieur de Ti” ,
de A dans la direction centre-stable. Comme nous I'avons fait remarquer, V;S (hol”icsﬁchs (A)) > 0. Par

projection le long de la direction centre-stable, nous avons v;(7;;(A)) > 0, ce qui prouve que v; et
7j; * v; sont dans la méme classe de mesure. Par récurrence, nous prouvons que le pseudogroupe
d’holonomie (engendré par les 7; ;) préserve cette classe de mesures transverses.

A présent, nous devons prouver que les mesures induites sur 9~ par deux mesures de H-Gibbs dif-
férents sont également différentes. Puisque toute composante ergodique d'une mesure de H-Gibbs
est encore une mesure de H-Gibbs, cela revient a prouver que deux mesures ergodiques différentes
(et donc singuliéres) induisent des mesures singulieres sur J .

Considérons deux mesures de H-Gibbs ergodiques p; et p» et supposons que les mesures qu’elles
induisent sur 9, notées fi; et [y, ne soient pas singulieres. Soit 2 1'ensemble des vecteurs v € T'%
tels que pour toute fonction continue f: M — R, nous ayons :

1 [T 1 [T
lim —/ foGs(v)dt= lim —/ fOG_t(l/)dIZ/ fdu.
0 T—oo T 0 M

T—oo T

Par le théoreme ergodique de Birkhoff, nous savons que p;(2) = 1 : si nous notons X I'union des
projections de & N U; sur les transversales T;, nous avons par définition, ﬁl(c)?) = 0. Puisque nous
avons supposé que les mesures n’étaient pas singuliéres, nous avons iz (X) > 0.

Soit alors i € I tel que iy (X;) >0, ot X; = XN T;. 1l existe donc un ensemble &% < U;, positif pour
U2, qui se projette sur X; le long des plaques. Par ergodicité de u,, nous pouvons supposer que pour
tout w € &, et toute fonction continue f: M — R, nous ayons :

1T 1T
Th—I>noo? i foGt(w)dt:Th_rgo?/o fOG_t(w)dt:/Mfduz.
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Prenons un élément de X;, que nous identifions a une plaque de Z notée P;. Puisque p; et yo ont
une désintégration absolument continue par rapport a (# %, A;}f ,)veT1.%, NOUS pouvons trouver deux
vecteurs v € & N P;, et w € ¥ N P; tels que Agfy—presque tout élément de W, (v) appartienne a &, et
que A& n W (w)) > 0.

Projetons l'intersection & N chouc(w) sur WZCO”C(U) le long du feuilletage stable : par la propriété
d’absolue continuité 4.2.7, cette projection a une mesure positive pour /lgf , dans W (v) etintersecte
donc &. En résumé, nous avons 'existence de w' € & et v' € & dans la méme variété stable. Ainsi,

pour toute fonction continue f: M —R:

I I

lim — o®,(v)dt= lim — o®, (w'dt.
T—oo T A f t( ) T—oo T 0 f t( )

Par définition, la premiere limite est égale a || v fdu, etla seconde a | v fdue : ces deux intégrales

sont donc égales, et ce pour toute fonction continue f : M — R. Cela entraine en particulier 1'égalité

des deux mesures. d

Reparamétrage du relevé canonique. Dans la proposition 4.3.5, nous avons défini le relevé cano-

nique m* de toute mesure harmonique m. Nous associons a m une mesure de H-Gibbs par repara-

métrage de m* le long des variétés centre-instables, qui consistera a échanger la mesure de Lebesgue
cu

etlamesure A}/ .

Lemme 4.3.9. Soit L une feuille de &, et &y € L(00). La mesure suivante définie sur la feuille instable
correspondant a L x {{o} est invariante par le flot géodésique G;, et a une désintégration absolument
continue par rapporta (W*", A, R

pe, = k(0,Z:E0)AS, (2).

Preuve. Linvariance par le flot est une consiquence immeédiate de la formule (4.2.2). Puisque Igg

est obtenue par intégration de /T?I G, (v) contre I'élement d ¢ du flot, cette mesure a une désintégration
O

cu

continue par rapport a (770”, /TH,E)'

Proposition 4.3.10. Soit (M, ) une variété close feuilleté dont les feuilles sont courbées négativement.
Alors, pour toute mesure co-harmonique pour W °“ m™, il existe une unique mesure de H-Gibbs u qui
induit sur la transversale compléte I la méme mesure que m™*.

Réciproquement, pour toute mesure de H-Gibbs L, il existe une unique mesure co-harmonique
pour W " qui induit sur la transversale complete I la méme mesure que m*.

Preuve. Latlas feuilleté < trivialise le feuilletage centre-instable. Les plaques centre-instables de cet
atlas sont notées Q;, et les transversales, S;. Lunion disjointe des S; donne une transversale compléte
pour # %, notée .#, qui peut étre vue comme feuilletée trivialement en spheres ||, TLL, ol I~ est
une transversale compléete pour &.

La mesure m™* est par définition obtenue dans une carte U; par intégration contre une mesure v’i
définie sur S;, de mesures qui sont données par les m¢ correspondants.

Au lieu d'intégrer contre v/, les mesures n1;, intégrons les mesures y; définies dans le lemme 4.3.9
contre v; et appelons p; la mesure sur U; ainsi obtenue.

D’une part, ces mesures y; sont invariantes par le flot géodésique feuilleté, et ont une désinté-
gration absolument continue par rapport a (W”,A?I,v) parce qu'il en est ainsi de chaque p; (voir le
lemme 4.3.9).
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D’autre part, pour v € T'.%, la mesure )Lﬁf , est, comme la mesure de Lebesgue, bien définie sur
toute la variété centre-instable de v. Ainsi, comme les mesures m}“, les mesures u; peuvent étre re-
collées ensemble, et la mesure que 1'on obtient alors, notée p, est invariante par le flot G, et a une
désintégration absolument continue par rapport a (7//”,/1?1’1/). C’est une mesure de H-Gibbs, et par
construction, elle induit la méme mesure transverse que m™* sur la transversale compléte ., ce qui
entraine deux choses.

D’abord, puisque . est un feuilletage trivial en spheres paramétré par  : m* et u induisent la
meéme mesure sur J .

Enfin, puisqu'une mesure co-harmonique est caractérisée par la mesure qu’elle induit sur .,
deux mesures co-harmoniques différentes donnent des mesures de H-Gibbs différentes : et on al'uni-
cité.

Afin de prouver la réciproque, il s’agit de reprendre 'argument a I’envers. d

Ainsi, puisque nous savons que deux mesures de H-Gibbs différentes induisent sur 9~ deux me-
sures différentes (voir la proposition 4.3.8), il en est de méme pour deux mesures co-harmoniques
pour # ¢* différentes. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 4.3.11. Lapplication pr. : fars(W ") — A ar(F) est injective.

Fin de la preuve du théoréme 4.2.1. Nous sommes alors préts a prouver le théoreme 4.2.1, plus
précisément, nous prouvons :

Theoreme 4.3.12. Soit (M, %) une variété feuilletée close dont toutes les feuilles sont courbées négati-
vement. Alors pour toute mesure harmonique pour &, il existe une unique mesure de H-Gibbs pour G;
induisant la méme mesure sur une transversale complete 9 pour & .

Réciproquement, pour toute mesure de H-Gibbs pour Gy, il y a une unique mesure harmonique
pour & qui induit la méme mesure sur la transversale 5.

Preuve. Les propositions 4.3.5 et 4.3.11 montrent que pour toute mesure harmonique pour &, il y a
une unique mesure co-harmonique pour # °“ induisant la méme mesure sur J, et réciproquement.
La proposition 4.3.10 montre que pour toute mesure co-harmonique pour # Y, il y a une unique
mesure de H-Gibbs pour G; induisant la méme mesure sur 9, et réciproquement.
La preuve du théoreme suit donc. O
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Chapitre V

Etats de u-Gibbs pour le flot géodésique
feuilleté
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1. HYPERBOLICITE FEUILLETEE

1| Hyperbolicité feuilletée

1.1 — Définition

Flots hyperboliques feuilletés. Le concept général d’hyperbolicité feuilletée a été introduit dans le
travail de Bonatti, Gomez-Mont et Martinez [BGM]. IIs I'explorent du point de vue de la théorie de
Pesin dans le cadre des feuilletages transversalement conformes, en lien avec le travail de Deroin et
Kleptsyn [DK].

Soit (M, &) une variété close feuilletée, et munie d’'une métrique Riemannienne feuilletée. Soit X

un champ de vecteurs continu et @; le flot associé . On dit que ce champ est hyperbolique feuilleté si :

- X est tangent aux feuilles de & ;

— X est C? (on pourrait demander C'*"), en restricion aux feuilles;

— X varie continiment dans la topologie C? avec le paramétre transverse;

— il y a une décomposition continue du fibré tangent au feuilletage en trois sous-fibrés TF =
E*e® E" @ ES, telle que E° = RX, et E®, et E“ sont respectivement appelés fibrés stable et in-
stable, et sont uniformément contracté et dilaté par 'action du flot, c’est-a-dire qu’il existe des
constantes uniformes Cs, Cy, >0, et y,, >0, x5 <0, telles que

DO, (vy)|| < CseXs||v sivie ESett>0
{n ()l < CselXs||vgl| s 511

[|DD_,(v,)|| < Cye ™u||vy,|| sivy,€E'ett>0

Cette notion a un parfum d’hyperbolicité partielle : la direction transverse au feuilletage jouerait
alors le role de la direction centrale. Néanmoins, il y a une différence de taille : la dynamique du
flot dans la direction transverse au feuilletage n’a aucune raison d’étre dominée par la contraction et
I'expansion présents respectivement dans les fibrés stable et instable, alors que c’est une hypotheése
nécessaire en dynamique partiellement hyperbolique.

Le flot géodésique feuilleté. Nous allons ici demander que toutes les feuilles de & soient courbées
négativement. Puisque la géométrie des feuilles est uniformément bornée (M est compacte), cela
entraine I'existence de constantes uniformes —b? < —a? < 0 bornant respectivement inférieurement
et supérieurement les courbures sectionnelles de toutes les feuilles. Nous avons vu que la métrique
de Sasaki feuilletée est une métrique feuilletée, et qu'en conséquence, il y a des sous-fibrés E* et E*
continus sur M tels que :

a _bt [ : s
B¢ llvsll < [IDGe(v)ll < —e” T lvsl sivieE ett>0
a

a _ b _ )
Ee bty < IIDG= (vl < =e *|vyll siv,€Etett>0.
a

C’est donc un exemple de flot hyperbolique feuilleté. C’est, avec les relevés de flots d’Anosov a des
fibrés feuilletés comme nous le verons ultérieurement, d’ailleurs le seul que nous soyons en mesure
de présenter.

1.2 — Les variétés stables et instables

Théoréme de la variété stable. La méthode usuelle de transformation de graphe peut étre adaptée
au cadre feuilleté pour prouver que les fibrés stable et instable forts d'un flot hyperboliques feuilleté
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sont uniquement intégrables (voir [BGM]). Les variétés intégrales forment ce que 1'on appelle les
feuilletages stables et instables forts, qui sous-feuillettent &. Peut-étre devrions-nous les appeler
feuilletages stables ou instables feuilletés, ou a la rigueur, sous-feuilletages stables et instables, puisque
nous ne savons a priori rien de ce qui se passe dans la direction transverse a & : deux points de
feuilles différentes pourraient aisément étre asymptotiques dans le futur ou dans le passé. Pour ne
pas alourdir la présentation, nous choisissons de conserver la terminologie usuelle de la dynamique
uniformément hyperbolique.

Theoreéme 5.1.1. Si ®; est un flot hyperbolique feuilleté, alors pour tout x € M, il existe deux plonge-
ments de classe C? de disques de dimensions respectives dim E* et diim E* dans la feuille de x, que nous
noterons Wlsoc(x) et Wl’éc(x), et que nous appellerons respectivement variétés stable et instable locales
de x tels que :

L. TyW) (%) = E*(x) pourx =s,u;

x)<w;

loc

2. pourtoutt<0, (W}

loc

(@4 (x)) et D_ (W}

loc

(X)) <Wp

loc

(D_¢(x));

3. ily a des variétés globales immergées qui sous-feuillettent & définies par :

W (x) = J o, (W}}, (@ (x)))
=<0

W x) = |J @ (W) (P_;(x))).
<0

De plus les variétés stables et instables locales varient contintiment avec le point x dans la topologie C?,
et les variétés invariantes globales sont caractérisées par les propriétés dynamiques suivantes :

WS (x)={y€Ly; tlirgodistg(Qt(x),®t(y)) =0}

W x)={yeLy Jlim_ distz (D¢ (x), - (y)) = O}.

Nous noterons en particulier que les variétés invariantes globales ne dépendent pas du choix des
variétés locales.

Sous-feuilletages invariants et la structure de produit local. Les deux collections (W?*(x))en €t
(WH(x)) xem forment ce que 'on appelle les feuilletages stable and instable (forts), et on les notera #'*
and #'“.

Lorqu’il y a une ambiguité, c’est-a-dire lorsqu’on considére un fibré feuilleté paramétré par une
métrique Riemannienne d'une base possédant un flot d’Anosov, ainsi que le flot hyperbolique feuilleté
défini en relevant le flot par la fibration (voir le chapitre VI), il sera d’'usage de noter #° et #'“ les
feuilletages invariants de la base, et W’ et#" ceux du flot feuilleté.

Les variétés centre-stables et centre-instables d'un point x seront notées W¢*(x) et W°(x) et sont
par définition les saturations de W*(x) et W*(x) dans la direction du flot. Ces variétés forment deux
sous-feuilletages de & notés respectivement # ¢* et # °* que I'on appelle les feuilletages centre-stable
et centre-instable.

Si 6 > 0 est suffisamment petit, nous introduirons parfois la notation W(S* (x) pour I'intersection
de la boule incluse dans L, centrée en x et de rayon § et de W* (x) (where x = s, u, s, cu). La notation
W} (x) sera réservée pour une variété locale “de rayon suffisamment petit”. La proposition suivante

loc
montre comment munir les feuilles de & d'une structure de produit local uniformément Holder.
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Proposition 5.1.2. 1] existe deux nombres 0 < § <7y < 26 tels que pour tout couple de points x et y
appartenant da la méme feuille L et distants d'au plusy, la variété centre-stable locale de x et la variété
instable locale de y de taille 6 se coupent transversalement en un unique point noté [x, y] :

Wi (x) h Wy (y) = [x, y1.

De plus, la coordonnée |.,.] dépend Hélder contintiment de x et y avec des constantes de Holder uni-
formes.

La dépendance uniformément Holder de la structure de produit local dans les feuilles, ainsi que
la continuité dans la direction transverse, seront prouvés dans 'appendice : voir la proposition 5.5.3.
La notation suivante sera commode a utiliser. Sixe M et A; c W(S’, nous notons :

[Ay, Acs] = {[xu, Xesll Xy € Ay, Xes € Acshe

De plus, le rectangle [Wy'(x), W*(x)] sera noté Zx.

1.3 — Continuité absolue et structure de produit local du volume dans
les feuilles

Continuité absolue. Nous montrerons en appendice comment adapter le preuve usuelle de 1'ab-
solue continuité des feuilletages invariants des flots d’Anosov a notre cadre hyperbolique feuilleté.
11 suffit de voir que les controles de distorsion sont encore valables dans ce cadre, et ceci, méme si
les feuilles sont non compactes, se voit en utilisant la compacité de la variété ambiante, ainsi que la
continuité transverse de la métrique, et de la dynamique. Nous donnerons néanmoins tous les détails
dans la suite.

Theoréme 5.1.3. Soit®; un flot hyperbolique feuilleté sur une variété close feuilletée (M, ). Les trans-
formations d’holonomies le long des feuilletages invariants sont absolument continus, et leurs Jaco-
biens sont uniforméments log-Hélder.

Propriété de produit local du volume. Soit x € M. Le volume induit respectivement sur la variété
instable (resp. centre-stable) de x sera notée Leb¥ (resp. Leb%’). Nous pouvons construire une mesure
m, sur le rectangle %, en imposant pour tous ensembles de Borel A%c W6”(x) et A°c Wgs (x) la
relation :

my[A%, A%] = Leb%(A%)Leb S (AS).

C’est exactement la méme chose que de demander que m, soit, dans le rectangle %, obtenu :
— par intégration contre Leb$’ des mesures hol{’. , * Leb¥;

~ par intégration contre Leby des mesures holy ., » Leby".

Par absolue continuité des mesures, nous trouvons les formules équivalentes suivantes pour un
Borélien quelconque Ac %, :

my(A) = /
Wy (x)

/ W (x)

La fonction qui associe a x € M 'angle entre E“(x) et E°(x), que nous appelons a(x) est, et tout
comme les fibrés, Holder le long des feuilles (voir le théoreme 5.5.1).

dLeb$’(2) (56.1.2)

/ JacholS, (¢) dLeb%(()
ANWU(z)

dLeb%(y). (5.1.3)

/ Jachol}_ ({) dLeb}’({)
ANWSS(2)
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Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition suivante, qui est une application directe de
I’absolue continuité des feuilletages invariants :

Proposition 5.1.4. Les deux mesures Lebr and my sont équivalentes dans %, avec une dérivée de
Radon-Nikodym :

dmy
= hol“
dLeby, Y sina(y) Jacholy_.x

() Jachol}l. ().
Nous divisons la preuve de cette proposition en deux lemmes.
Lemme 5.1.5. La quantité suivante existe pour tout x :

dmy
X) = .
dLeby, sin a(x)

Preuve. Nous noterons Bg (x,7) la boule de centre x et de rayon r tangente a la feuille de x. Nous
écrivons :

my(Bz(x,1)) = /

/ JacholS®, .({) dLeb%(() | dLeb%’(2).
W (x) LI Bg (x,r)nWH(z2)

A présent, lorsque r tend vers zéro, nous savons que :

- le Jacobien de l'application exponentielle exp, : TxLy — Ly tend vers 1 : nous pouvons donc
supposer que nous travaillons dans I’espace euclidien Ty L, avec presque aucune distorsion de
volume;

— par continuité du Jacobien de I'’holonomie centre-stable, Jachol
de 1lorsque z€ W/S*(x);

— leJacobien de I'inverse de I'application exponentielle (exp®®) ;! : W< (x) — E(x) tend vers 1 de
sorte que 'intégrale précédente peut étre supposée prise sur une boule euclidienne de rayon r
dans E*(x);

— par continuité du feuilletage instable, les Jacobiens de chacune des applications (exp*);! :
WH(z) — E"(z) sont proches de 1, et 'angle que font les espace E“(z) et E*(x) est proche de
celui que font les espaces E¥(x) et E®(x), c’est-a-dire a(x) : avec trés peu de distorsion, nous
pouvons supposer que ces tranches sont paralleles.

Considérons alors, dans T Ly, la structure euclidienne que I’on obtient en rendant E%(x) et E*(x)
orthogonales, ainsi que le volume correspondant. Ce dernier a une densité 1/sin a(x) par rapport au
volume usuel.

Par les considérations ci-dessus, ainsi que par le théoreme de Fubini, I'intégrale précédente est
équivalente, lorsque le rayon r tend vers zéro, au poids donné par la boule par ce volume modifié.

En passant a la limite, on trouve donc :

CcS

22, . est uniformément proche

my(Bz(x,r) 1

0 Leb; (B (x,1)) " sina(x)’
O

Lemme 5.1.6. Supposons que x, y appartiennent a la méme feuille, et que Z . et Zy se coupent. Alors
my et my sont équivalentes sur ZxNRy. Plus précisément, si{ € ZxNRy, et si nous notons, {y, = [y,{] €
Wi () etlF =10,y € Wi (y), alors:

loc oc

dmy
dmy

({) =Jachol),_. . ({})Jachol}’. . ({31).
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Preuve. Supposons que x, y vérifient les hypotheses de la proposition. Soit { € Zx N %y, {y = (3,1,
4 ;S = [{, y] et considérons deux petits disques D% c Wéu(y) et D c Wgs () de méme rayon et centrés
respectivement en ; et {°. Le rectangle D = [D", D®’] est un ouvert contenant {. De plus, puisque
I'angle selon lequel se coupent les variétés instables et centre-instables est uniformément borné, et
puisque les applications d’holonomie instable et centre-stable sont uniformément Hélder, lorsque
le rayon commun des disques D%, et D°® converge vers zéro, ce rectangle D reste pincé entre deux
boules Riemanniennes dont les rayons sont en rapport uniformément borné. Nous pouvons donc
utiliser le théoréeme de densité de Lebesgue et prouver :

my (D) LebY (hol;‘_, (D%) Leb$’ (holj,s_, (D)
my(D) Leb}; (D") Leb* (D°s)

— Jachol_ . ({})Jacholy’. ({7

quand le rayon commun de D* et D°® tend vers 0. Ceci conclut donc la preuve du lemme. d

Preuve de la proposition 5.1.4. Nous pouvons a présent conclure la preuve de la proposition 5.1.4.
Siye %y, alors:
my(Bz(y,r))  myBz(y,1) my(Bz(y,1))
Leby (Bz(y,1)) Lebr (Bg(y, 1) my(Bz(y,1))

Lorsque r tend vers 0, le premier facteur converge vers sina(y)~! par le premier lemme, et le second,

vers Jac holj’f_, <MJac holf,s_, () (puisqu’ici { = y, nous avons ¢ ;‘ =( ;S = y). Lapreuve de la proposition
est maintenant achevée. a

2 | Etats de su-Gibbs et mesures transverses invariantes

2.1 - Etats de u-Gibbs en hyperbolicité feuilletée

Existence et propriétés. Dans leur travail non publié [BGM], Bonatti, Gémez-Mont et Martinez dé-
finissent et étudient les états de u-Gibbs pour les flots hyperboliques feuilletés, et, en utilisant les
résultats de Deroin et Kleptsyn [DK], et un précédent travail de Martinez [Ma], Bakhtin-Martinez
[BMar], généralisé au chapitre IV, ils obtiennent leur unicité pour le flot géodésique feuilleté, dans le
contexte des feuilletages transversalement conformes par surfaces hyperboliques sans mesure trans-
verse invariante.

Définition 5.2.1. Soit ®; un flot hyperbolique feuilleté sur une variété close feuilletée (M, ). Un état
de u-Gibbs pour ®; est une mesure de probabilité sur M qui est invariante par le flot, et qui a une
désintégration équivalente a Lebesgue dans les feuilles instables.

De facon analogue, un état de s-Gibbs pour ®; est un état de u-Gibbs pour ®_; : il a une désintégra-
tion équivalente a Lebesgue dans les feuilles stables.

Un état de su-Gibbs pour ®; est une mesure de probabilité qui est a la fois un état de u-Gibbs et un
état de s-Gibbs pour ®;.

Comme dans le cas des flots d’Anosov, I'existence d’états de u-Gibbs repose sur un controle de
distorsion classique. Le Jacobien du flot dans la direction instable est, nous le rappelons, défini par :

Jac"®;(x) = | det(D®;|E" (x))|.
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Puisque la dérivée du flot est uniformément C' le long des feuilles, et puisque le fibré E* est unifor-
mément Holder dans les feuilles, le Jacobien instable du temps 1 du flot est uniformément Holder
dans les feuilles. En conséquence, en suivant les lignes du théoréme 6.1.2, on trouve le théoréme sui-
vant:

Theoréme 5.2.2. Soit ®; un flot hyperbolique feuilleté sur une variété close feuilletée (M, ). Alors :

1. pour tout disque instable Dc W, (x), tout point d’accumulation de la famille de mesures sui-
vantes, indexée par T € [0,00), est un état de u-Gibbs :

u
1 Leb| > )4,
Leb“(D¥) |
dont les densités locales, notées vy, sont uniformément log-bornées et vérifient, pour z,,z, €
) :
loc

vy(z2)  Jact®_(2)
= lim ——
yy(z1) i—-ooJact®_i(z1)

(5.2.4)

2. toute composante ergodique d'un état de u-Gibbs est encore un état de u-Gibbs, de plus les den-
sités dans les plaques instables de cette composante ergodique sont uniformément log-bornées et
vérifient la relation (5.2.4);

3. tout état de u-Gibbs est une mesure dont les densités dans les plaques instables sont uniformé-
ment log-bornées et vérifient la relation (5.2.4).

Remarque 1. Nous pouvons toujours nous arranger pour avoir t;/;,‘ (y) = 1. Plus précisément, consi-
dérons un état de u-Gibbs pour un flot hyperbolique feuilleté @, ainsi qu'une carte feuilletée de la
forme
U= %x.
xeT

Nous noterons p, la mesure conditionnelle de u sur Z. Par unicité dans le théoréme de désintégra-
tion de Rokhlin, et puisque les densités locales sont uniformément log-bornée, il existe une unique
mesure v§® sur W (x) qui ait une densité uniformément log-bornée par rapport a la projection de
Uy sur chosc(x), et telle que 'on puisse écrire la désintégration suivante dans les variétés instables
locales :

y = (w;‘ Leb;‘) Ve (y), (5.2.5)
ouyy(y) =1.

Remarque 2. Une mesure p invariante par le flot induit I'élément de longueur dt sur les lignes
de flot. Ainsi, tout état de u-Gibbs pour ®; est un état de cu-Gibbs : il possede une désintégration
équivalente a Lebesgue dans les feuilles centre-instables W (x). Il existe ainsi des densités ¢/}, qui
coincident avec v, dans la variété instable locale de y (et en particulier, y}"(y) = 1), telles que nous
ayons la désintégration suivante :

Uy = (w””LebC”) vi.(y).

Les densités locales sont alors déterminées par la relation suivante : si { € Wfo"c (), et si T est tel que
O_ () e W) (y), alors:

]acuq)_t T(C)

(O oo Jack®_,(y)
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Mesures induites sur les transversales. En reproduisant le raisonnement que nous avons déve-
loppé dans la preuve de la proposition 4.3.8 (voir le chapitre V), et qui était basé sur ’absolue de
continuité du feuilletage stable, nous pouvons donner la :

Proposition 5.2.3. Soit (M, %) une variété close feuilletée, et ®; un flot hyperbolique feuilleté. Soit
o = (Uj, ¢;)ier un atlas feuilleté pour &, et I la transversale compléte correspondante. Alors :

1. tout état de u-Gibbs induit sur I~ une mesure qui est quasi-invariante par le pseudogroupe d’ho-
lonomie de & ;

2. deux états de u-Gibbs différents induisent des classes de mesures différentes sur I ;

2.2 — Une condition suffisante pour I’existence d’une mesure transverse
invariante

Le but principal de ce paragraphe est de prouver le théoréeme suivant :

Theoréme 5.2.4. Soit ®; un flot hyperbolique feuilleté sur une variété feuilleté close (M, %), qui pré-
serve la mesure de Lebesgue dans les feuilles. Supposons que ®; posséde un état de su-Gibbs u. Alors &
possede une mesure transverse invariante par holonomie.

Considérons un atlas feuilleté dont les cartes ont la forme U = e %, ainsi qu'un point x € T.

Identifier les densités. Dans la suite, nous supposons que @; est un flot hyperbolique feuilleté pos-
sédant un état de su-Gibbs noté u. En particulier, il existe des mesures v§® sur #,°, ainsi que vy sur
Wy telles que py se désintégre ainsi dans %, :

(w2 Leby) v (2)
(1//5,3 Lebff )vEY).

Mx

Le lemme suivant est une application immeédiate de 'absolue continuité des feuilletages inva-
riants.

Lemme 5.2.5. Les mesures v$® et v sont respectivement équivalentes par rapport a Leb$’® et LebY.

Preuve. Nous n’allons prouver que le fait que les mesures v¥ sont équivalentes par rapport a Leb¥.
Premiérement, par la remarque 1, la projection de y, sur W (x) le long du feuilletage centre-stable
est équivalente a v¥. Il suffit donc de prouver le lemme pour cette mesure.

Puisque p est un état de u-Gibbs, il a une désintégration équivalente a Lebesgue dans les feuilles
instables. Ainsi, par 'absolue continuité des applications d’holonomie holZ:. , avec z € W (x), la
projection le long du feuilletage centre-stable sur W} (x) des mesures condionnelles de u dans les

variétés stables locales sont équivalentes a Lebesgue. Nous pouvons donc conclure. d

Une conséquence de ce lemme, est 'existence de deux fonctions positives f : Wlbéc(x) —(0,00) et
g: W (x)—(0,00) telles que les désintégrations de p puissent étre écrites :

(v dLeb?) g(z)dLeb$’ (2)
(w;s dLeb;S) F()dLebk(y).

Hx
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Lemme 5.2.6. La mesure |1, est équivalente a my dans Zy. Plus précisément, si{ € Ry, y = [(,x],
z=[x,(], et F représente la dérivée de Radon-Nikodym du,/dmy, alors :

F{O) e u.Jacholll  (2)
m = Yy (Z)WZ(OW (5.2.6)
Jachol’_ . (»)
— u cs y—x
= v vy (O—Iacholgﬁx(c)' (5.2.7)

Preuve. Rappelons-nous que les désintégrations de m, sont données dans les variétés stables locales
sont données par la relation (5.1.2), et dans les variétés centre-instables locales, par la relation (5.1.3).
Ainsi, nous avons pour tout { € Zy, si y = [(, x] et z=[x,{],

diy _ 1//? (9]
dm. @) = Jachol®® () g(2) (5.2.8)
¥5 Q)
mf(y). (5.2.9)
En particulier, nous prouvons ainsi que :
_ i) = O
gx) = f(x) = dm, (x).

En séparant les variables, il vient :

glz) Wy ©JacholZ’. ()
f)  yEOlachol_ ()’

cette identité étant vérifiée pour tout { € Z,. Si 'on choisit { € Wﬁcs (x), nous avons alors { = z and
y = x. En remplacant dans I'égalité précédente, nous avons donc :

8(2)
fx)
Nous obtenons donc la relation (5.2.6) pour la densité normalisée en injectant la derniére égalité dans

(5.2.8). Dans le méme esprit, en choisissant { € #4(x), puis en injectant I'égalité ainsi obtenue dans
(5.2.9), nous obtenons la relation (5.2.7). O

=% (z)Jachols’, , (2);

Theoréme 5.2.7. La mesure iy est équivalente a la mesure de Lebesgue. Mieux, si G = duy/dLeby_,
alors pour tout { € Zx on a, si y = [(,x], z = [x,{], et si 11,72 € R sont tels que ; (y) € Wlsoc((), et

D, (2) € Wlsoc (%) :
—G(C) = lim Jac®-7(y) lim Jac®r(¢) (5.2.10)
G(x) T—ooJacP_7(x) T—ooJac D11, ()
Jac®_7(() .. Jac @744, (2)

i . (5.2.11)
T—ooJac®_7(z) T—oo Jac®rp(x)
Preuve. Lebesgue-presque partout, nous avons du,/dLeb = (du,/dmy) x (dmy/dLeb). Nous obte-
nons donc la densité G en faisant le produit des deux densités qui sont données par le lemme pré-
cédent, ainsi que par la proposition 5.1.4. En faisant le produit, nous trouvons les deux formules sui-
vantes pour exprimer localement la densité :
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G()  sina(x) , cs cs u

G(x)  sina() vy (C)IaChOI‘V—’x(C) ]acholy_,x(y)
_osina(x) u u cs
= snaQ vy (@ (()Jachol,_  ({)Jachol’,  (2),

lorsque { € Zy, et y = [{, x], z = [x,{], et ol « représente I'angle entre les fibrés E* et E°.
A présent, revenons aux formules exprimant les densités locales des états de Gibbs, ainsi que des
Jacobiens des holonomies stables et instables faibles. Ces formules nous donnent par exemple :

w,n . Jact®_r(y)
V) = Th—r»rcln Jac“d_7(x)’

ainsi que :
. Jac® d_r(y)
u -
Jachol,, x(y)_Thm Jac D)

En se plagant dans une base formée de vecteurs de E* et E%, il vient que pour tout y, et tout 7 > 0,

ona:
_sina(®_r(y) cs
Jac®_r(y) = —sina(y) Jac* ®_r(y)Jac” O_r(y).

Puisque I'angle a est, comme les fibrés, uniformément Holder dans les feuilles de &, nous avons,
lorsque x et y sont sur la méme variété instable, que limy_, o, sin(a(®_r(y)))/ sin(a(®_7(x))) = 1. Pour
conclure, nous avons, pour x et y sur la méme variété instable locale :

Jac®_r(y) B sin a(x)

= u h lu )

Nous prouvons de méme que si y est sur la méme variété centre-stable locale que {, et si 7; est tel
que @, (y) € WZSOC(C ), alors on al'égalité :

Jac®r(() :sina(y)
T—ooJac®riqy, (y)  sina(()

¥y (OJacholl”, (0).

En faisant le produit de ces limites, nous prouvons la formule (5.2.10).
L'autre formule se prouve de maniére symétrique. d

Fin de la preuve du théoréme 5.2.4. A présent, si I'on suppose que le flot hyperbolique feuilleté
préserve le volume dans les feuilles, et posséde un état de su-Gibbs y, nous trouvons que les probabi-
lité conditionnelles dans les plaques de & ont une densité par rapport au volume qui est constante :
puisque si G sont les densités fournies par le théoréeme 5.2.7, nous trouvons que pour tout x et tout
(eRy,ety=1[x,(]:

G(@¢) . Jacdr(y) . Jacd_7(()
—— = lim lim =1.
G(x) T—ooJac®r(x) T—ooJac®_7(y)

Ainsi, en évaluant u sur I'intersection de deux cartes feuilletées U; et U, supposée de mesure
positive, nous trouvons I'égalité des mesures transverses suivante en restriction au but de l'application
d’holonomiet;; :

Leb(e%.[i—jl(x))'[ij *v;(x) = Leb(Zx)v(x).

Ainsi, la mesure v sur 9~ définie en restriction a T; par Leb(Z,)v;(x), est-elle invariante par 'ac-
tion du pseudogroupe d’holonomie. Cela conclut la preuve du théoréme 5.2.4. d
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3 | Etats de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté et
mesures ¢p“-harmoniques

Dans tout ce qui suit, (M, %) désignera une variété feuilletée close dont les feuilles sont courbées
négativement. Nous regardons le fibré unitaire tangent T'.% qui est feuilleté par les fibrés unitaires
tangents aux feuilles de &. Le flot géodésique feuilleté, noté G, est alors un flot hyperbolique feuilleté.

3.1 — Mesures ¢“-harmoniques.

Potentiel et noyau. Les états de u-Gibbs sont associés a un potentiel qu’il est d'usage de noter ¢
(voir par exemple [BR, Bo2]). Il est défini pour v e T'.% :

P ()=~ 4 logJac" Gy (v).
dt|s=o
Le flot géodésique étant de classe C* dans les feuilles, et variant continiment dans la topolo-
gie C* avec le parametre transverse, nous en déduisons que cette fonction est continue dans M, et,
comme le fibré instable, varie de facon uniformément Holder dans les feuilles.
Associé a ce potentiel, il y a un noyau, qui jouera dans la suite le role du noyau de Poisson. Soit L
une feuille de %, et L le revétement universel Riemannien. Nous pouvons relever la restriction ('b|uT1 I

en une fonction ¢*: T'L— R. Nous définissons alors sur L x L x L(co) le noyau suivant :

o)
: ;

ol nous rappelons que la différence des intégrales a la signification suivante. Soit un rayon géodé-
sique ¢ qui est asymptote a ¢, alors la limite suivante existe, et ne dépend pas du choix du rayon c et
nous pouvons poser par définition :

A A
¢ 3 —\Je(T) c(T)

Lemme 5.3.1. Pour tout triplet (z1,22,¢) € L x L x L(co), nous avons l'égalité suivante :

k"(z1,22;&) = exp

’

Jac“G_7_g, (e )
ku(Zl,Zz;f): hm T :Bs(zleZ) & 2o
T=co  Jac"G-r(vgz)

ol V¢ 5, désigne le vecteur unitaire basé en z; tel quelimy . oo G_1(v¢ z,) =¢.

Il est bien connu que lorsque L est une variété hyperbolique, le potentiel ¢p* est constant égal a la
dimension des horospheres, c’est-a-dire d — 1, (d étant la dimension des feuilles du feuilletage). Il est
aussi bien connu que dans ce cas, le noyau de Poisson sur L coincide avec la fonction qui associe a
un triplet (z1, z,&) € L x L x L(co) la quantité :

e—(d—l)ﬁ{(zhzz)y

ou f¢ représente le cocycle de Busemann en ¢. En conséquence, nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.3.2. Supposons que & soit un feuilletage par feuilles hyperboliques. Alors pour toute
feuille L, le noyau k* et le noyau de Poisson coincident.
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Fonctions ¢p"-harmoniques. Le noyau k" jouant le réle du noyau de Poisson, nous pouvons définir
une notion de fonction harmonique associée au potentiel ¢p*.

Définition 5.3.3. Soit L une variété complete, connexe et simplement connexe dont la courbure section-
nelle est pincée entre deux constantes négatives. Nous fixons un point base o € L. Une fonction positive
h:L—R" est dite o -harmonique s'il existe une mesure de Borel finie sur L(oo), notéen, telle que pour
toutze L, l'on ait:
h(z) = /~ k"(0,2;6)dn(S).
L(o0)

La fonction induite par une fonction ¢ -harmonique invariante par un sous-groupe discret d’iso-

métries T, sur le quotient de LIT est encore appelée p" -harmonique.

Remarque. La notion de fonction ¢p*%-harmonique est indépendante du choix du point base o : si
o' est un autre point de L, si 17 est une mesure de Borel finie sur L(co), et si & est la fonction ¢*-
harmonique correspondante, alors on peut écrire pour tout z € L,

h(Z)=/ k“(0',z;&)dn' (&),

L(o0)
oun'(&) = k"(0,0;$n(&).

Supposons a présent que & soit un feuilletage d'une variété close dont toutes les feuilles sont
négativement courbées, et que L soit le revétement universel Riemannien de 'une d’elles. Bien que
la feuille ne soit pas compacte, elle se réalise a I'intérieur d'un feuilletage d'une variété compacte, de
sorte que sa géométrie posséde une certaine récurrence. En particulier, nous avons vu que les feuille-
tages (centre-)stable et (centre)-instable sont absolument continus avec des Jacobiens d’holonomies
uniformément log-Holder. Dans ce contexte, nous pouvons prouver la proposition suivante :

Proposition 5.3.4. Soit L une feuille de &, et v € T'L basé en x € L. Nous notons 6(v) l'angle selon
lequel se coupent la variété centre-instable W% (v) et la fibre unitaire tangente T} L.

Soit T\, T, deux sections transverses au feuilletage centre-instable W °* incluses chacune dans une
fibre unitaire tangente, telles qu'il y ait une application d’holonomie le long des feuilles centre-instables

cu . . . 4 . ! cu .
holTl_,T2 : Ty — 1>, qui soit un homéomorphisme. Alors, pour tout we Tp et w' = h01T2—>T1 (w)e T :

cu s
d |holy_ g, *Lebr, wy = S0 4 i),

dLebr, sinf(w")

ot & = cyy(o0).

Ici la notation est abusive : il faut choisir des relevés au revétement universel des points bases de
w et w' dans un méme domaine fondamental, et évaluer k“ en ces points.
Preuve. Soit donc Tj, T» deux sections transverses a # %, chacune étant incluse dans une fibre uni-
taire, et telle qu'il existe une transformation d’holonomie du feuilletage # ¥, holcT’l‘__ 1, - T1 = T2, qui
soit un homéomorphisme.

Nous savons par absolue continuité du feuilletage centre-instable que la transformation préserve
la classe de Lebesgue. Mieux, nous en connaissons le Jacobien. Nous avons, pour tout w € T, sil’'on

pose w' =hol7 ;. (w):
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d|hol7’_ 7, * Lebr, Jac2 G_i_ g, (w',w) (W)

w) = lim
dLebr, () [—o00 Jach G_,(w")

ol pour tout v € T3, JacTi G:(v) désigne la fonction |det(DG;)| restreinte a ’espace tangent a T; en v.

En nous placant dans une base formée de vecteurs tangents aux fibres unitaires tangentes, et aux
variétés centre-instables, nous pouvons utiliser I'invariance par le flot géodésique de la mesure de
Liouville pour prouver que 'on a pour tout w € T>, et tout t € R,

| sin0:(Gi(w)

- JacT' G, (w)Jac“ G, (w),
sinf(w)

ol 6; représente 1'angle selon lequel se coupent en G¢(w) la variété centre-instable W*(G(w)), et
I'image G;(T»). Remarquons aussi que puisque le flot géodésique est orthogonal aux variétés instables
et agit par isométrie le long des orbites, nous avons pour tout ¢ € R, Jac*“G;(w) = Jac*G(w).

Nous remarquons également, que lorsque ¢t — oo, I'angle 6_;(G_;(w)) s’approche de plus en plus
de I'angle selon lequel se coupent en G_;(w) les variétés stable et centre-instables de w. En particu-

lier, par Holder-continuité des fibrés stables et centre-instables, nous avons, lorsque w' = hol‘};‘ﬁ T, (W),

sinf_,(G_(w")

lim — =1.
t=c0 $in0_— g (w',w) (G- 1-p(w',w) W)
En conséquence, nous avons I’égalité suivante :
i JacG_i_p;w,u) (W) sinB(w) : Jac"G_(w')
t—oo  Jach'G_,(w") sin@(w') t—ooJac“G_ ;g (w',w) (W)
sinf(w)
= ———k"(w,w';0).
sinf(w') ( ¢)
Nous pouvons donc conclure la preuve de la proposition. d

Ainsi, si nous définissons sur chaque sphere unitaire tangente T1.%, x € M, la mesure w, dont la
dentité par rapport a la mesure de Lebesgue est donnée par sinf(v), v € T;gr , alors on a, pour tout
couple de transversales au feuilletage centre-instable T;, T» incluses chacune dans une fibre unitaire
tangente, et tel qu’il existe une application d’holonomie holCTll‘_,T2 : Ty — T> qui est un homéomor-
phisme, on a, pour w € T, basé en x € L, et w' =hol7’ ;. (w), baséen x' € L:

d |hol¥ . *wy
hoh (W) = K", %),

dwy
o1 £ = ¢,y (—o0) . Nous allons en déduire le théoreme suivant :

Theoréme 5.3.5. Soit (M, %) une variété feuilletée close dont les feuilles sont courbées négativement.
Alors l'application hy : M — R associant a tout x € M le nombre :

ho(x) :/ sinf dLeb 1 &,
T\F *

est une fonction continue sur M qui, en restriction aux feuilles de M, est " -harmonique.
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Considérons, pour prouver ce théoréme, la famille de mesures finies sur I(co) induite par () xer.
Tout d’abord cette famille peut étre relevée de facon naturelle au revétement universel en une famille
que nous notons encore (w;) ,.;. Nous rappelons ensuite qu’il existe une identification naturelle, pour
zel, b Tzlf—i(oo), qui associe a tout vecteur unitaire v basé en z, le point 7,(v) = ¢, (—00). Via
cette identification, 7, = 7' o : T} L— T, L est une transformation d’holonomie le long du feuille-
tage instable.

Ainsi, si v, = 7, * ,, nous obtenons, pour tous z,z € L, que les mesures v,, et v, sont dans
la méme classe (celle que nous appelons classe de visibilité), avec la dérivée suivante, pour tout ¢ €

L(oco) : 4
Vs,

©=—22 (16 = k20 (5.3.12)
dvzl B d[Tzl,zZ*wzJ Tz - 21,2256). 3.

Preuve du théoréeme 5.3.5. Tout d’abord, puisque les fibrés centre-instables, et unitaires tangents
aux feuilles sont des fonctions continues, I'angle qu’ils forment, 6, ainsi que son sinus, le sont éga-
lement. Puisque la métrique varie continliment avec le parameétre transverse, cette intégrale varie
continiment avec x € M.

Nous devons prouver qu’en restriction a une feuille L, cette fonction est ¢p*-harmonique. Pour ce
faire, nous allons relever hy au revétement universel de la feuille L. Nous avons donc une fonction
EO qui associe a tout z la masse de la mesure w;. Or par définition, v, et w, ont méme masse. Une
application de la formule (5.3.12) implique alors, aprés avoir fixé un point base o € I, que I’on a pour
tout z,

L(o0)

ho(2) = mass(v,) :/ k“(0,z;&)dv, ().

C’est donc que hy est, en restriction aux feuilles, une fonction ¢p*-harmonique. d

Mesures ¢“-harmoniques. Nous pouvons a présent définir la notion de mesure ¢*-harmonique
pour les feuilletages dont les feuilles sont courbées négativement :

Définition 5.3.6. Soit (M, F) une variété close feuilletée. Nous la supposons munie d'une métrique
feuilletée de telle sorte que toutes les feuilles de & soient courbées négativement. Une mesure de pro-
babilité m sur M sera dite p*-harmonique si elle a une désintégration équivalente a Lebesgue dans les
feuilles de &, et si les densités locales sont des fonctions ¢! -harmoniques.

La question de I'existence de telles mesures sera traitée dans le paragraphe suivant. Nous don-
nons néanmoins une propriété sur le support des mesures ¢p*-harmoniques.

Lemme 5.3.7. Soit my et my deux mesures ¢ -harmoniques singuliéres. Alors il existe un ensemble de
Borel  c M tel que, m(ZX') =1, my(X) =0, et X et est saturé par & .

Preuve. Soit m, une mesure ¢*-harmonique singuliére par rapport a m;. Il existe donc un ensemble
de Borel &y < M tel que m; (Xp) =1 et ma(Xy) = 0. Puisque les densités des mesures conditionnelles
m; dans les plaques sont > 0, il vient que la famille de mesures induites sur les transversales T; est
quasi-invariante par transformations d’holonomies.

Ainsi, quitte a jeter un ensemble de mesure nulle pour m;, nous pouvons supposer que, lorsque
©(U;) > 0,les projections de ZynU; sur T;, notées X; sont pleines pour v, 1, et invariantes par holono-
mie dans le sens que pour tout j, 7;;(X;ndom(7;;)) = X;jnbut(z;;), ou dom(z;;) et but(z;;) désignent
respectivement le domaine et le but de I'application d’holonomie 7;;. Ainsi, si & représente le saturé
de &y, pour tout i, X; est également la projection sur T; de & n U;. D’autre part, puisque Xy c %', on
am(&)=1.
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A présent, il reste a voir que m, (%) = 0. Nous avons pour tout i, vz ; (X;) = m2 (%o n U;) = 0, donc
en particulier, puisque X; est également la projection de & n U; sur T;, nous avons my(Z N U;) = 0.
O

Remarque. La propositon précédente n'utilise que le fait que le désintégration des mesures ¢p*-
harmoniques est équivalente a Lebesgue dans les feuilles de %, et non une propriété spéciale des
densités locales (outre le fait qu’elles soient strictement positives). En conséquence, la conclusion
reste valide quelles que soient les mesures qui ont une désintégration équivalente par rapport a Le-
besgue dans les feuilles, et quel que soit le feuilletage & (on ne fait pas d’hypothése de courbure né-
gative). En particulier, elle est valide pour les mesures F-harmoniques définies pour les feuilletages
suspensions que nous définirons au chapitre VI.

Nous n’'avons pas, a priori, de décomposition ergodique pour les mesures ¢*-harmonique, ou
plutot, elle sera montrée plus tard. Nous pouvons néanmoins prouver le lemme suivant qui nous
servira a prouver la correspondance bijective entre mesure ¢*-harmonique et les états de u-Gibbs
pour le flot géodésique feuilleté. Il nous servira a nous restreindre au cas de mesures ¢p*-harmoniques
pour lesquelles presque toute feuille rencontre une transversale donnée.

Lemme 5.3.8. Soit of = (U;,};)ic; un atlas feuilleté pour &, et (T;)ic; un systeme complet de trans-
versales correspondantes. Alors pour toute mesure ¢ -harmonique m, il existe une famille de mesures
finies my,...my, ainsi que des Boréliens saturés &, ..., &, tels que pour tout j,

1 ZinZi, =@ pour j#1;

2. mj, est une mesure ¢*-harmonique finie supportée par Z;; : en particulier, m;;, et m;, sont sin-
gulieres des que j # 1 ;

3. il existe une transversale T;, telle que p;,-presque toute feuille de &, rencontre la transversale
T,
Preuve. Soit m une mesure ¢“-harmonique pour &. Lorsque m(U;) > 0, nous posons v; la projection
de la restriction my, sur T;. Comme dans la preuve du lemme précédent, on peut supposer I'exis-
tence, pour tout i tel que m(U;) > 0, d'un ensemble X; de mesure pleine pour v; tel que les X; soient
invariants les transformations d’holonomie.

Soit ip un indice tel que m(U;;,) > 0. Nous pouvons définir 'ensemble &, comme le saturé de X;,
c’est un ensemble Borélien, sur lequel on peut restreindre m, obtenant ainsi une mesure Borélienne
mi;. Nous pouvons alors écrire m = m;, + m'.

Par définition de %, les mesures m;, et m' = myeg;, , sont encore ¢*-harmoniques. Soit alors
m' =0, c’est-a-dire &, est de mesure pleine pour m, soit nous pouvons appliquer ce raisonnement
a m' : ce procédé termine en un nombre d’étapes fini, donnant ainsi les familles de Boréliens et de
mesures désirés. d

3.2 - Correspondance bijective entre états de u-Gibbs et mesures ¢"-
harmoniques

Nous supposons dans la suite que (M, %) est une variété close feuilletée, munie d'une métrique
feuilletée de sorte que toutes les feuilles soient courbées négativement. On rappelle que par compa-
cité de M, et par continuité de la métrique avec le parametre transverse, la courbure sectionnelle des

99



3. ETATS DE U-GIBBS POUR LE FLOT GEODESIQUE FEUILLETE ET MESURES ¢V -HARMONIQUES

feuille est pincée entre deux constantes négatives uniformes —b? < —a? < 0, et que le rayon d’injecti-
vité est uniformément minoré, de sorte qu'’il es possible de recouvrir M par un atlas feuilleté fini dont
toutes les plaques trivialisent le revétement universel Riemannien.

Projection d’un état de u-Gibbs. 1l a été noté dans le travail de Bonatti, Gémez-Mont et Martinez,
[BGM], que la projection de tout état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté G; de T'%, le long
des fibres unitaires tangentes au feuilletage, a une désintégration équivalente par rapport a Lebesgue
dans les feuilles de &. La proposition suivante compléte cette observation en s'intéressant plus par-
ticulierement aux densités locales.

Proposition 5.3.9. Soit (M, %) une variété close feuilletée, munie d’'une métrique feuilletée de sorte
que toutes les feuilles soient courbées négativement. Soit i un état de u-Gibbs pour le flot géodésique
feuilleté de T'% . Alors la projection de u le long des sphéres tangentes aux feuilletage est une mesure
¢4 -harmonique, que l'on note m.

De plus, si g est une transversale complete au feuilletage sur lequel agit le pseudogroupe d’holono-
miede &, les mesures induites sur 9 par m et par [L sont les mémes, de sorte que la projection des états
de u-Gibbs le long des fibres unitaires tangentes soit injective.

Preuve. Soit 1 un état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté G,. Comme il a été noté dans
[BGM], il s’agit de s'intéresser aux mesures conditionnelles de p dans les plaques centre-instables.
Nous avons déja remarqué dans la section précédente, que ces mesures étaient équivalentes a la me-
sure de Lebesgue. De plus, les densités locales dans une carte feuilletée pour le feuilletage centre-
instable vérifient la relation suivante : pour tous v;, v, appartenant a la méme variété centre-instable
locale,

v (vp)

()
avec la notation abusive suivante. Nous écrivons k“(vy, v,;¢) pour désigner k% (zy, z2;¢), ou z; est le
point base du relevé de v; au revétement universel L dans un domaine fondamental fixé, (celui conte-
nant le point base 0), et ¢ représente la valeur commune G_,(v;).

A présent, si U = Uye P(x) est une carte feuilletée pour &, suffisamment fine, o T est une sec-
tion transverse au feuilletage, nous pouvons la relever en une carte feuilletée U pour F qui est trivia-
lement feuilletée par les sphéres tangentes, et qui trivialise les feuilletage centre-instable.

Nous pouvons alors désintégrer la restriction de la mesure u 2 la carte U par rapport 2 une me-
sure vt définie sur T, de sorte que les mesures conditionnelles dans les plaques UveT; P cho‘é(v),
soient obtenues en intégrant contre une certaine mesure de Borel finie 7, sur T.P(x) les mesures
wcu(w)Lelecotz ) (W) (nous pouvons naturellement choisir nos mesures normalisées de sorte que y°*

=k"(v1,v2;0),

vaille 1 identiquement sur T;P(x)).

Alors la projection de p sur U est une mesure ¢“-harmonique par définition, et induit la méme
mesure v sur la transversale T. Puisque, par la proposition 5.2.3, deux états de u-Gibbs différents
induisent des mesures différentes sur une transversale compleéte, la projection définie ce-dessus est
injective. Nous pouvons ainsi conclure la preuve de la proposition. a

Lexistence des états de u-Gibbs étant assurée par le théoréme 5.2.2, cette proposition régle donc
le probleme d’existence des mesures ¢*-harmoniques pour les feuilletages dont les feuilles sont a
courbure négatives.

Corollaire 5.3.10. Soit (M, %) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée de sorte que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Alors l'ensemble des mesures ¢p*-harmoniques est un
convexe non vide.
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Relevé canonique d’'une mesure ¢p“-harmonique. Réciproquement, il est possible de relever n'im-
porte quelle mesure ¢%-harmonique au fibré unitaire tangent T'.%. Nous aurons besoin des deux
notations suivantes :

- pr:T'% — M désigne la projection canonique le long des sphéres tangentes au feuilletage % ;

— 9ibbs" désigne I'ensemble des états de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté ;

- Har?" (F) désigne I'ensemble des mesures ¢*-harmoniques pour %.

Theoréme 5.3.11. Soit (M, %) une variété close feuilletée, munie d'une métrique feuilletée de sorte

que toutes les feuilles soient courbées négativement. Alors l'application pr. : 4ibbs* — #ar®" (F) qui

associe a un état de u-Gibbs p sa projection le long des spheres tangentes pr * , est une bijection.
Lorsque m = pr * , et L€ 9ibbs“, nous disons que i est le relevé canonique de m au fibré T' % .

Preuve. La preuve est la méme que pour les mesures harmoniques (voir 4.3.5). Nous rappelons les
grandes lignes de la preuve :

— On choisit un bon atlas feuilleté pour & suffisamment fin pour que les plaques soient des petits
disques trivialisant les revétements universels des feuilles, et en tirant en arriere par le fibré
unitaire tangent, on obtient un atlas pour Z.

— On prend une mesure ¢“-harmonique p telle qu'il existe une transversale T;, rencontrant p-
presque toute feuille de & : on peut se ramener a ce cas par le lemme 5.3.8.

— On étend par 'holonomie les densités ¢*-harmonique de u-presque toute plaque passant par
T;,, en utilisant le lemme de Ghys (voir 1.3.3), puis on remonte ces fonctions aux revétements
universels des feuilles.

- En utilisant leurs représentations intégrales a I'infini, nous pouvons dérouler les densités ¢*-
harmoniques, il y a une fagon canonique de remonter ces fonctions aux fibrés unitaires tan-
gents des revétements universels des feuilles.

- Nous définissons ainsi en reprojetant par le revétement universel, une familles de mesures sur
chaque plaque. qui sont invariantes par le flot et dont les désintégrations dans les feuilles in-
stables sont équivalentes a Lebesgue.

— On normalise ces densités par un cocycle convenable, puis on integre les mesures sur les cartes
feuilletées pour F par le mesure transverse de p, de sorte 2 pouvoir recoller ces mesures de
facon cohérente avec ’holonomie.

— On obtient le relevé canonique de toute mesure ¢*-harmonique, qui est une section de la pro-
jection le long des fibres unitaires tangentes.

- En utilisant ce qui précede, pr.:¥4ibbs" — Har? (F) est surjective.

— En utilisant la proposition 5.3.9, nous savons que pr : 4ibbs* —.#ar?" () est injective.

— Nous pouvons conclure.

O

Décomposition ergodique des mesures ¢p“-harmoniques. 1l existe une notion d’ergodicité pour
les mesures ¢p*-harmonique, de méme qu’il en existe une pour les mesures harmoniques usuelles.
En vertu du lemme 5.3.7, qui énonce que lorsqu’on a deux mesures ¢“-harmoniques singuliéres,
alors il existe un Borélien saturé plein pour I'une et nul pour 'autre, la notion suivante est la notion
la plus naturelle d’ergodicité.

Définition 5.3.12. Soit (M, %) une variété close feuilletée, munie d’'une métrique feuilletée de sorte que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Une mesure ¢p"-harmonique m sur M est dite ergo-
dique si tout Borélien saturé par le feuilletage & est soit de mesure nulle, soit de mesure pleine.
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Remarque. Siof = (Uj,}i)ier est un bon atlas feuilleté pour le feuilletage %, nous considérons la
transversale complete associée I = ;e T;, sur lequel agit le pseudogroupe d’holonomie. Une me-
sure ¢p“-harmonique induit une mesure de probabilité, notée 771, sur I qui est quasi-invariante par
le pseudogroupe d’holonomie, le cocycle de Radon-Nikodym associé étant défini comme le quotient
de deux fonctions ¢*-harmoniques.

Dire que m est ergodique revient exactement a dire que toute partie borélienne de 9~ saturée par
I'action du pseudogroupe d’holonomie a une mesure nulle ou pleine pour 7.

Proposition 5.3.13. Une mesure ¢p"-harmonique sur M est ergodique si et seulement si son relevé ca-
nonique a T'.F est un état de u-Gibbs ergodique pour le flot géodésique feuilleté.

Preuve. Soit of = (U;,¢;)ie; un bon atlas feuilleté pour &, que 'on tire en arriere afin de définir un
bon atlas feuilleté pour Z. Soit I la transversale complete associée. Nous savons que si m est une
mesure ¢“-harmonique pour & et que si u est son relevé canonique au fibré T1.%, alors, les deux
mesures induites sur 9, 7 et fi, sont égales.

Soit alors & 9 un Borélien saturé parle le pseudogroupe d’holonomie de &. Alors le Borélien de
T'% défini comme 'union des plaques de Z rencontrant & est un Borélien saturé par le feuilletage
Z,eten particulier invariant par le flot géodésique feuilleté G;.

Ainsi donc si'on suppose que le relevé canonique de m est ergodique, ce Borélien est de mesure
nulle ou pleine pour y, et donc & est de mesure pleine ou nulle pour fi = /. Ceci prouve I'ergodicité
de m.

A présent, supposons qu’un état de u-Gibbs u ne soit pas ergodique : il existe alors deux états de
u-Gibbs singuliers (rappelons que les composantes ergodiques d'un états u-Gibbs sont encore des
états de u-Gibbs), p1, 2, ainsi quunréel 0 < a < 1 tels que p = ap; + (1 — ) y».

En projetant nous avons alors m = am; + (1 — @) my. Puisque y; et yp sont singuliéres, elles in-
duisent des mesures singuliéres sur la transversale 9 : c’est la proposition 5.2.3. Puisque m; et my
induisent respectivement les mémes mesures sur la transversale, elles sont également singuliéres.

Par le lemme 5.3.7, il existe un ensemble de Borel saturé & < M tel que m;(¥) =1, et ma(Z) =0
ainsi m(Z') = a €(0,1) : m n’est pas ergodique.

Puisque la projection le long des sphéres tangentes au feuilletages induit une bijection entre états
de u-Gibbs et mesures ¢*-harmoniques, nous pouvons conclure. d

Nous pouvons a présent déduire de ce résultat, ainsi que de la décomposition ergodique des me-
sures invariantes par un flot, le théoréme suivant qui donne la structure du convexe des mesures
¢“-harmoniques, et plus particulierement, la décomposition ergodique de ces mesures :

Theoréme 5.3.14 (Décomposition ergodique). Soit (M,%) une variété close feuilletée, munie d’'une
métrique feuilletée telles que ses feuilles soient courbées négativement. Lespace #ar®?" (F) des mesures
¢4 -harmoniques pour & est un ensemble convexe non vide, dont les points extrémaux sont exactement
donnés par les mesures ergodiques.

De plus, il existe un Borélien de probabilité totale &, c'est-a-dire plein pour toute mesure ¢p“-
harmonique, ainsi qu'une unique famille (my) xeax de mesures sur M tels que :

1. pour tout x € X, my est une mesure ¢ -harmonique ergodique;
2. six,y € & appartiennent a la méme feuille, my = my ;

3. pour toute mesure ¢ -harmonique m, on a:

m :/ mydm(x).
x
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Preuve. Que les points extrémaux du convexe .#ar?" soient données exactement par les mesures
ergodiques découle directement de la proposition précédente, ainsi que de ce que ce fait est vrai
pour le convexe ¥ibbs" des états de u-Gibbs pour G;.

Soit % c T1.% I'ensemble des points u-réguliers, c’est-a-dire des vecteurs unitaires v tangents a
& pour lesquels les mesures 1/T f Og,wdtetl/T f 0c_,(dt convergent vers une méme limite u,
qui de plus est un état de u-Gibbs.

Alors, puisque toute composante ergodique d’'un état de u-Gibbs est encore un état de u-Gibbs,
2% est de mesure pleine pour tout état de u-Gibbs. Ainsi, sa projection & est-elle pleine pour toute
mesure ¢*-harmonique m (voir le théoréme 5.3.11).

Nous affirmons que deux vecteurs unitaires v; et v, tangents a une méme feuille et u-réguliers,
peuvent étre reliés par une concaténation de chemins dans #'%, et dans # ¥, dont les extrémités sont
encore u-régulieres. Pour voir ceci, il s’agit de procéder comme lors de la preuve de la proposition
5.2.3, ol nous prouvons que deux états de u-Gibbs ergodiques différents, donc singuliers, induisent
sur la transversale deux mesures mutuellement singulieres. Nous utilisons :

— le fait qu’en restriction aux variétés centre-instables, 'ensemble des points u-réguliers est de

mesure pleine pour Lebesgue;

— l'absolue continuité du feuilletage stable fort.

Nous en déduisons alors que lorsque v; et v sont tangents a la méme feuille, nous avons u,, = yy,.
En particulier, pour x € &, la projection m, = pr * u, ne dépend pas de v € T..Z, et si x et y sont sur
la méme feuille, alors my = m,,.

Chacune des mesures (1, est bien entendu ergodique : ce sont exactement les composantes ergo-
diques des états de u-Gibbs. En vertu de la proposition précédente 5.3.13, les mesures m, sont toutes
ergodiques.

Pour finir, il reste a prouver la décomposition ergodique a proprement parler. Mais pour I'obtenir,
il n'y a qu’a projeter sur M le long des sphéres unitaires tangentes a % la décomposition ergodique
des états de u-Gibbs. La preuve est alors terminée. d

Mesures totalement invariantes. A partir d'une mesure transverse a .% invariante par holonomie,
nous pouvons toujours former une mesure harmonique en la combinant avec le volume dans les
feuilles.

De méme, nous pouvons toujours également former une mesure ¢p“-harmonique en combinant,
non pas avec le volume, mais avec la mesure a densité par rapport a Lebesgue donnée par la fonction
¢*-harmonique dans les feuilles h.

Définition 5.3.15. Soit (M, %) une variété close feuilletée, munie d’'une métrique feuilletée de sorte que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Une mesure ' -harmonique totalement invariante est
une mesure qui s'écrit dans chaque carte feuilletée comme le produit d’'une mesure transverse, inva-
riante par holonomie, par la mesure qui dans chaque plaque a la densité hy par rapport a la mesure de
Lebesgue, ot l'on rappelle que pour tout x € M,

ho(x) = / sinf dLebti g,
Tl *

ot 0 est I'angle formé par les fibres centre-instables, et unitaires tangentes.

Ainsi, 'argument selon lequel les mesures harmoniques forment une bonne notion généralisant
les mesures transverses quasi-invariantes, se transpose au cas des mesures ¢*-harmoniques.
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4 | Conditions suffisantes pour I’existence de mesures in-
variantes

Dans cette partie, nous considérons toujours une variété close feuilletée (M, %) munie d'une mé-
trique feuilletée, dont les feuilles sont courbées négativement.

4.1 — Condition suffisante sur les états de u-Gibbs

Nous avons énoncé le théoréme 5.2.4 sous '’hypothese d'un flot hyperbolique feuilleté préservant
le volume dans les feuilles. C’est bien le cas du flot géodésique tangent aux feuilles G;, qui comme il
est bien connu, préserve la mesure de Liouville des feuilles. Nous avons alors le théoreme suivant.

Theoréme 5.4.1. Soit (M, F) une variété close feuilletée munie d'une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Alors si le flot géodésique feuilleté admet un état de su-Gibbs, & a une me-
sure transverse invariante.

4.2 — Condition suffisante sur les densités ¢p¥-harmoniques : une géné-
ralisation d’un résultat de Matsumoto

Un résultat de Matsumoto. Etant donnée une mesure ¢*-harmonique, sur chaque feuille typique
est définie une fonction ¢*-harmonique, obtenue en prolongeant les densités locales. Associée a
cette fonction ¢p“-harmonique, qu'on peut appeler fonction caractéristique de la feuille, il y a une
mesure de Borel finie n sur la sphére a I'infini de la feuille.

Dans [Mat], Matsumoto définit ces objets pour les mesures harmoniques, et prouve que dans le
cas des feuilletages par variétés hyperboliques, si 7 est une mesure harmonique qui n’est pas totale-
ment invariante, alors :

— la fonction harmonique caractéristique d'une feuille typique est non bornée;

— la mesure 7 associée sur la sphére a I'infini d’'une feuille typique est singuliére par rapport a

Lebesgue.

Une version de ce théoréme dans le cas des feuilletages transversalement conformes par surfaces
hyperboliques, se trouve dans [BGM], et repose sur le travail de [DK] sur I'exposant de Lyapunov du
mouvement Brownien feuilleté.

Nous proposons de prouver un théoréme analogue dans le cas des mesures ¢*-harmoniques, ce
qui donnera une nouvelle preuve, ne faisant pas appel aux propriétés du mouvement Brownien, mais
aux propriétés d’absolue continuité des horospheéres, du théoréeme de Matsumoto.

Fonctions et classes de mesure caractéristiques. Avant d’énoncer le théoréme a proprement par-
ler, nous devons expliquer précisément quels sont les objets que nous associons a une feuille typique
pour une mesure ¢*-harmonique m.

Nous avons vu a plusieurs reprises comment utiliser le lemme de Ghys (voir 4.3.5) les densités
locales ¢p*-harmoniques de la mesure m sur une feuille typique : obtenant ainsi la fonction caracté-
ristique hy. Bien s, elle n'est déterminée qu’a une constante multiplicative pres, puisque sa déter-
mination dépend d’'un choix de plaque initial.

Par définition d’'une fonction ¢*-harmonique, le relevé au revétement universel de hj s'écrit
comme intégrale du noyau k% (o, z; ¢) contre une certaine mesure de Borel finie n); définie sur L(c0). Ici
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encore, seule la classe de mesure [177] est déterminée indépendamment d'un choix de plaque initial.
Nous avons ainsi défini la classe de mesure caractéristique sur la sphére a I'infini d'une feuille typique.
Sur la spheére a I'infini de toute feuille L de &, nous pouvons définir la classe de visibilité, en pous-
sant par le flot géodésique la mesure de Lebesgue restreinte a une fibre unitaire tangente a L. Nous
rappelons que puisque L se réalise comme feuille d'un feuilletage d'une variété compacte, le feuille-
tage centre-instable est absolument continu, de sorte que cette classe de mesure soit bien définie.

Condition suffisante pour I'existence de mesure transverse invariante. Nous pouvons alors énon-
cer le théoréme suivant qui donne une condition suffisante sur la classe caractéristique sur la sphere
a l'infini d’'une feuille typique pour I'existence d'une mesure transverse invariante par holonomie.
En suivant Matsumoto, nous nous dirons qu’une certaine propriété est vérifiée pour m-presque toute
feuille, s'il existe un ensemble de Borel & saturé par le feuilletage et de mesure pleine pour m tel que
toute feuille passant par & vérifie cette propriété.

Theoréme 5.4.2. Soit(M, ) unevariété close feuilletée munie d'une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Soit m une mesure ¢p%-harmonique qui n'est pas totalement invariante.
Alors pour m-presque toute feuille L, la classe de mesure caractéristique associée [1] sur L(co) est sin-
guliere par rapport a la classe de visibilité.

Nous rappelons que pour des feuilletages dont les feuilles sont hyperboliques, les mesures ¢“-
harmoniques coincident avec les mesures harmoniques usuelles au sens de Garnett. De plus, en cour-
bure constante, la sphére a I'infini est une variété lisse, et toutes les transformations d’holonomies du
feuilletage centre instable sont lisses de sorte que la classe de visibilité soit donnée par la classe de
Lebesgue a I'infini. Nous obtenons alors, dans le cas ot les feuilles sont des variétés hyperboliques,
une nouvelle preuve du théoréme de Matsumoto :

Corollaire 5.4.3 (Matsumoto). Soit (M,%) une variété close feuilletée par des variétés hyperboliques.
Soit m une mesure harmonique qui n'est pas totalement invariante. Alors pour m-presque toute feuille
L, la classe de mesure caractéristique associée [1] sur L(oo) est singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue.

De plus la fonction harmonique caractéristique d’'une feuille typique n'est pas bornée.

Preuve. Le fait que la classe caractéristique d'une feuille typique pour une mesure harmonique non
totalement invariante soit singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue est une conséquence im-
meédiate de ce qui précede, et du théoréme 5.4.2.

Le fait que la fonction caractéristique d'une feuille typique ne soit pas bornée vient du fait qu’alors
sa classe caractéristique est singuliére par rapport a Lebesgue, et du théoréme de Fatou usuel pour
les fonctions harmoniques (voir le théoréme 11.24 [Ru]) : pour Lebesgue-presque tout point ¢ de la
sphere a l'infini, la fonction harmonique caractéristique croit indéfiniment lorsque 1'on tend vers ¢
non-tangentiellement. d

Lien avec les états de su-Gibbs. La premiere étape dans la preuve de ce théoréme est la réduction
au cas des mesures ¢p“-harmoniques ergodiques. Nous avons prouvé un théoréme de décomposition
ergodique pour les mesures ¢p*-harmoniques : voir le théoréme 5.3.14 : nous pouvons donc l'utiliser
pour nous restreindre au cas des mesures ergodiques.

Soit a présent, m une mesure ¢*-harmonique ergodique telle qu’il existe un ensemble de Borel &
saturé par le feuilletage de mesure positive tel que la classe caractéristique de toute feuille passant par
Z ne soit pas singuliere par rapport a la classe de visibilité. Alors, par ergodicité, cet ensemble est de
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mesure pleine. Le théoréme 5.4.2 est conséquence de la proposition suivante, ainsi que du théoréme
54.1:

Proposition 5.4.4. Supposons qu'il existe une mesure ¢p*-harmonique ergodique m telle que la classe
caractéristique de m-presque toute feuille de & ne soit pas singuliére par rapport a la classe de visibilité.
Alors son relevé canonique p est un état de su-Gibbs.

4.3 — Preuve de la proposition 5.4.4

Désintégration dans les variétés stables. Dans la suite, (M, %) est une variété close feuilletée mu-
nie d'une métrique feuilletée, telle que toutes les feuilles de & soient courbées négativement. Nous
commencons par réduire la preuve de la proposition 5.4.4 a celle d'une propriété des états de u-Gibbs
qui ne sont pas totalement invariants. Plus précisément, nous prouvons que la proposition 5.4.4 est
une conséquence de la proposition suivante, que nous énongons dans le cadre du flot géodésique
feuilleté, mais qui reste vraie pour tout flot hyperbolique feuilleté :

Proposition 5.4.5. Soit p un état de u-Gibbs ergodique sur T'F pour le flot géodésique feuilleté G;,.
Alors nous avons lalternative suivante :
— soit u est un état de su-Gibbs;
— soit la désintégration de p dans les variétés stables est singuliere par rapport a la mesure de Le-
besgue.

Cela entraine la proposition 5.4.4. Pour prouver la proposition 5.4.4 a partir de la proposition pré-
cédente, nous avons besoin de deux applications plus ou moins immédiates de I’absolue continuité
des feuilletages stable et instable. Pour I'’énoncé le premier lemme, nous avons besoin de rappeler que
pour toute mesure m, ¢p*-harmonique pour %, nous pouvons, pour m-presque toute feuille, projeter
la classe caractéristique sur les fibres unitaires tangentes a L. Nous appellerons encore abusivement
classe caractéristique de L la classe ainsi définie qui est invariante par holonomie centre-instable.

Lemme 5.4.6. Soit m une mesure ¢p*-harmonique, et 1 son relevé canonique. Alors la désintégration
de u dans les fibres unitaires tangentes est absolument continue par rapport a la classe caractéristique
de L.

Preuve. Soit U une carte feuilletée pour &, et T une section transverse, telle que U= UxeT T P(x)
soit une carte feuilletée pour Z. Alors, par définition, la mesure conditionnelle du relevé canonique
u de m dans une plaque typique T'P(x) s'obtient en intégrant des mesures qui ont une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue (cette densité est donnée en termes du noyau k* : voir par exemple
la proposition 5.3.9) dans les variétés centre-instables locales contre une mesure a l'infini qui est dans
la classe caractéristique de la feuille correspondante.

Alors, en utilisant I’absolue continuité du feuilletage par les fibres unitaires tangentes, nous pou-
vons désintégrer cette méme mesure dans les fibres unitaires tangentes par rapport a la mesure de
Lebesgue dans une variété centre-instable locale. Puis, par invariance de la classe caractéristique par
holonomie centre-instable, nous voyons que les mesures conditionnelles dans les fibres unitaires tan-
gentes sont dans la classe caractéristique, et nous pouvons conclure. d

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de 1'absolue continuité du feuilletage centre-
instable.

Lemme 5.4.7. La désintégration d'un état de u-Gibbs est singuliere par rapport a Lebesgue dans les
variétés stables si et seulement si sa désintégration dans les fibres lest.
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Preuve. Soit . un état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté. Nous considérons une carte feuille-
tée pour Z dontles plaques sont des petits ouverts %, possédant la structure de produitlocal. Consi-
dérons la mesure conditionnelle u,, sur cette plaque. Par absolue continuité du feuilletage centre
instable, et parce que uy, a une désintégration continue par rapport a Lebesgue dans les variétés
centre-instables, les mesures conditionnelles de u dans les feuilles stables locales de 2, sont simul-
tanément singulieres par rapport a Lebesgue : si 'une des mesures conditionnelles I'est, alors elle le
sont toutes. Ainsi, la désintégration de p, dans les feuilles stables locale est singuliére par rapport
a Lebesgue si et seulement si sa projection sur une feuille stable faible le long des plaques centre-
instable est singuliére par rapport a Lebesgue.

De méme, la désintégration de uy, dans les fibres unitaires tangentes est singuliére par rapport a
Lebesgue si et seulement si sa projection sur une fibre I'est.

Par définition, nous passons de la projection le long du feuilletage centre-instable sur une variété
stable locale a celle sur une fibre unitaire tangente par une transformation d’holonomie absolument
continue : par ce qui précede, le lemme suit donc. d

Fin de la preuve de la proposition 5.4.4. Supposons que la proposition 5.4.5 soit vraie, et supposons
qu'il existe une mesure ¢*-harmonique ergodique telle que la classe caractéristique de m-presque
toute feuille ne soit pas singuliére par rapport a la classe de visibilité. C’est donc, en appliquant le
lemme 5.4.6, que lorsque I'on projette cette classe caractéristique dans les fibres unitaires tangentes,
les mesures que nous obtenons ne sont pas singuliéres par rapport a la mesure de Lebesgue.

Nous en déduisons donc, par le lemme 5.4.7, que la désintégration de y dans les variétés stables
n’est pas singuliére par rapport a Lebesgue. Mais par la proposition, ce n’est possible que si p est un
su-Gibbs.

Ainsi, pour prouver la proposition 5.4.4, et donc le théoréme 5.4.2, il suffit de montrer la proposi-
tion 5.4.5. ]

Preuve de la proposition 5.4.5. 1l suffit de prouver qu'un état de u-Gibbs ergodique dont la désin-
tégration dans les feuilles stables n’est pas singuliére par rapport a Lebesgue est un état de su-Gibbs.
La stratégie est la méme que celle qui nous servira plus tard a prouver des résultats d’unicité.

Soit donc p un état de u-Gibbs ergodique pour le flot géodésique feuilleté dont la désintégration
dans les feuilles stables n’est pas singuliere par rapport a Lebesgue.

Il existe un ensemble de mesure pleine pour u noté % tel que pour tout v € % et toute fonction
f:T'.% —R continue, 'on ait :

T T
lim/ foGiv)dt= lim/ foG_;(v)dt= fau.
T—o0 /g T\

T—o0 Jg

Par hypothese, on peut en désintégrant u dans des plaques stables, trouver un point vy € %, ainsi
qu'un ensemble de Borel Dc W} (o) qui contient v et tel que :

- Leb*(D) >0;

- Dc%.
Puisque Dc %, on prouve que pour tout y € D la famille de mesures 1/T fOT 6¢_,(v) converge vers y :
par le théoreme de Fubini, la famille de mesures suivante converge donc vers y :

T G_t % (Leb )
_L / il P
Leb’(D)
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D’autre part, par le théoréme 5.2.2, nous savons que tout point d’accumulation de ur (cette fa-
mille n'en a qu'un seul : c’est u) est un état de s-Gibbs. En conclusion, u est donc a la fois un état de
s-Gibbs et de u-Gibbs : c’est un état de su-Gibbs.

Nous avions donc bien prouvé la dichotomie recherchée. La preuve de la proposition 5.4.5, et
donc celle du théoréme 5.4.2, est donc compléte. O

5 | Appendice : absolue continuité des feuilletages inva-
riants des flots hyperboliques feuilletés

Nous allons voir que les résultats classiques de régularité Holder d’objets associés classiquement
aux flots d’Anosov peuvent étre généralisés au cadre hyperbolique feuilleté sans mal : nous allons voir
que les lemmes de distorsions usuels nécessaires pour prouver ces théoremes sont encore valides
dans ce contexte.

Dans la suite (M, %) est une variété close feuilletée, munie d'une métrique feuilletée variant
continiment avec le parametre transverse. Nous avons également pris un flot hyperbolique feuilleté
®;: M — M. Nous noterons X le champ de vecteurs engendré par ®;.

5.1 — Fibrés invariants Holdériens

Nous avons demandé a ce que les fibrés E*, x = s, u, cs, cu soient continus. Comme dans [Ba],
nous voudrions prouver que ces fibrés varient de facon Holder.

Theoréme 5.5.1. Soit (M, %) une variété close feuilletée munie d’'une métrique feuilleté, ainsi que d'un
flot hyperbolique feuilleté. Alors les fibrés invariants E*, x = s, u, cs, cu, varient de fagon uniformément
Hélder en restriction aux feuilles.

Nous rappelons I'idée, qui est une idée dynamique : nous pouvons demander a ce que x et y €
M soient tres proches dans une méme feuille, de sorte que ®r(x) et @7 (y) soient raisonnablement
proches et que, par continuité, il en soit de méme pour E%(®r(x)) et E“(®@(y)). Alors leurs images par
DO_7, E¥(x) = DO_7(E*(®r(x))) et E¥(y) = DO_7(E*(®1(y))), sont exponentiellement plus proches
et cela donne un exposant de Holder pour les fibrés.

Nous ne donnons pas la preuve, qui consisterait a copier 'appendice de Misha Brin du livre [Ba],

seulement rappellerons-nous que I'’on a besoin de quantités uniformes qui sont :

— l'uniforme continuité des fibrés stables et instables, qui vient de la compacité de la variété am-
biente M ;

— la contraction du fibré stable, et I'expansion du fibré instable par le flot, qui viennent de la
définition de I'hyperbolicité feuilletée ;

— une borne inférieure du rayon d’injectivité des feuilles, qui vient du fait que, puisque la mé-
trique varie contintiment dans la topologie C, toutes les feuilles sont a géométrie uniformé-
ment bornée;

— une borne uniforme sur la norme de la différentielle du temps 1 du flot D®,, ainsi que de son
inverse (D®;)~! sur toute la variété, qui vient de ce que le flot varie continiiment dans la topo-
logie C2.
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5.2 — Feuilletages invariants Holdériens

En guise de définition des flots hyperboliques feuilletés, nous pouvons en fait demander I'exis-
tence de constantes C;,Cy, > 1, et ys1 < Xs52 <0, Yu,1 = Yu2 >0, telsque:

Cile™ st ||ugl] < [|D®(vy)l| < Cse™s2||vgl| sivseESett=0
C;le e ||uy || < [|DD_(v,)]] < Cye Xw2||vy || sivye E'ett=0

Métrique adaptée. Choisissons desnombres y, < x51 < Xs52 < Xs,1 <0, ainsique y, , > xs1 = Xs,2 >
Xs1>0, ouiciles lettres r et [ sont utilisées respectivement pour “rapide” et “lent”.

Lemme 5.5.2. Pour tous choix de nombres Y «., * = s,u, o = l,r, il existe une métrique |.| feuilletée
continue, et variant de fagon Holder dans les feuilles de & telle que :

1. E’ X et E" sont partout deux a deux orthogonaux, et|X|=1;
2. pour tout vg€ ES et t =0 e'tsr|vg| < |D®;(vs)| < e'¥s!| ],

3. pour tout v, € E¥ et t =0 e~ Xur|pg| < |DD_;(v,)| < e”Xul |y,

Preuve. Nous n’avons qu’a poser, pour vs € E¥ ;

0 00
vl =/ ||chtvs||e‘f15vfdr+/ IID®,vslle” s dt
— 0

(e.0]
et pour v, € E*:
0 oo
vl = / ||D<I)tvu||e_t7f”vldt+/ ID®, vy lle” X di.
—00 0
Ces intégrales convergent par le choix des parametres, et il est facile de se convaincre que les deuxieme
et troisiéme propriétés sont bien vérifiées.

Nous pouvons de plus imposer la premiére condition, en posant, pour v = aX + vs+ v, € TS,
v = a? + |vgl? + |vy|? : cette métrique n'est alors que Holder continue, et varie bien continiiment
avec le parametre transverse. O

Concretement, la longueur d’'une courbe lisse par morceaux obtenue en concaténant une courbe
tangente au feuilletage stable, au feuilletage instable, et au flot, est la somme des longueurs de ces
trois composantes. La distance dans les feuilles induite par cette nouvelle métrique est dans la classe
de Holder de celle induite par la métrique feuilletée originale. Ainsi, pour prouver que les applications
d’holonomie stable sont Holder, il suffit de le prouver pour la métrique adaptée.

Holonomies Holder. Nous pouvons alors prouver que les feuilletages stables et instables sont Hol-
der (nos constantes sont bien str trés loin d’étre optimales : nous renvoyons a [PSW] pour une étude
plus poussée).

Nous n’allons prouver que la Holder continuité du feuilletage stable. Celle du feuilletage instable
s’obtient par un argument symétrique. De plus, nous raisonnons uniquement dans le cas ot1 les trans-
versales sont des variétés centre-instables, mais il suffit de traiter ce cas puisque les transversales au
feuilletage stable convergent vers les variétés centre-instables lorsqu’on les pousse par le flot (comme
dans le cas uniformément continu).

Proposition 5.5.3. Il existe des constantes Cy et 0 telles que pour tous x,y € M sur la méme variété
centre-instable, appartenant au domaine d’'une méme transformation d’holonomie stable hy tels que
dists(x, hs(x)) < 1 etdist(y, hs(y)) < 1, on ait distc, (hs(x), hs(y)) < Co(distey (%, y))eo.
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Preuve. Par la remarque précédente, il nous suffit de prouver ce fait pour la distance issue de la mé-
trique adaptée. Soit alors x, y comme dans I'énoncé : notons y = dist.,(x, y) (nous supposons y < 1).
Par hypotheése, nous avons dist,(x, hs(x)) <1 et dists(y, hs(y)) < 1.
Si x et y sont sur la méme trajectoire, alors puisque nous pouvons supposer || X|| = 1, et puisque
les transformations d’holonomie stable commutent avec le flot, on a dists(hs(x), hs(y)) = dists(x, y).
Supposons a présent que x et y soient sur la méme variété instable. Notons x’ = hs(x) et y' = hy(y).
Choisissons alors :

91:i<1_

Xur = Xs,l
Nous pouvons alors trouver un certain ¢ > 0 tel que ye‘t«r = Y91, et e!¥st = y01 : il s’agit de prendre
t=01logy/xs1=(01—1)1logy/xy,r. Nous pouvons alors prouver, par le choix de la métrique adaptée :

dist(@;(y"), ®;(x)) < disto(@;(y"), ®; (1)) + dists (@ (x), @1 (x)) + dist, (D (x), Dy (1)) =3y
Puisque x} et y; sont sur la méme variété centre-instable, nous trouvons alors que

dist(x’, y') < dist(®,(x"), @, (1)) < 3y = 3distc, (x, ).

5.3 — Absolue continuite.

Nous sommes a présent prets a prouver I'absolue continuité du feuilletage stable. Nous rappelons
que, dans notre définition de flot hyperbolique feuilleté, nous avons supposé qu’en restriction aux
feuilles, le flot est C2, et que le champ de vecteurs varie de facon continue dans la topologie C2. Ici
encore, nous n'allons traiter que le cas ou les transversales sont des variétés centre-instables, le cas
général se déduisant comme dans [Man].

Theoréme 5.5.4. Soit (M, %) une variété close feuilletée et ®;: M — M un flot hyperbolique feuilleté.
Alors les applications d’holonomie stable sont absolument continues avec un Jacobien uniformément
log-Holder. Plus précisément, il existe des constantes C > 0 et 0 < 1 tel que pour tous x,y € M sur
la méme variété centre-instable, appartenant au domaine d’'une méme transformation d’holonomie
stable h; tels que distc, (x, y) < 1 dists(x, hs(x)) < 1 etdists(y, hs(¥)) < 1, on ait:

|logJac hg(x) —logJac hs(y)| < Cdist(x, y)g.

Idée de preuve. Nous suivons ici la preuve de Mané, donnée au chapitre 3 de [Man]. Il y a essentielle-
ment deux étapes, reposant sur deux controles de distorsion différents.
La premiere étape est de prouver que la quantité suivante existe :

J5(x) = lim M_
t—o0Jac'®;(hs(x))

Nous avons déja vu le lemme de distorsion qui permet de prouver cela (voir le lemme 6.1.5). Nous
avons besoin du fait que le fibré stable varie de facon uniformément Holder, ainsi que de la continuité
de la dérivée D®, dans la topologie C!. Nous noterons dans la suite x’ = h(x).

La seconde étape est plus difficile. Il s’agit de prendre une approximation lisse des transforma-
tions d’holonomie stable. Pour ce faire, nous remarquons que chacune des feuilles centre-instables
locales posséde un fibré normal C? qui varie contintiment avec la feuille dans la topologie C? : cela
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donne donc un feuilletage local C? transverse aux feuilles centre-instables locales. Quitte a renor-
maliser la métrique, nous pouvons supposer que ’holonomie de ce feuilletage donne une famille de
fonctions C* 70 __ , : Wi (x) - W (x'), lorsque x, x sont sur la méme variété stable a distance au
plus 1. Nous pouvons alors trouver une constante C; > 0 telles que :

distz (70 _ ., (x), x) = Cydisty (x, x). (5.5.13)
IDxm°_ . — Id|| = Cidisty (x, X). (5.5.14)

Puisque la métrique feuilletée varie contintiment dans la topologie C?, cette constante peut étre ren-
due uniforme sur toute la variété (tant que x, x’ restent a distance uniformément bornée). En conju-
guant par le flot, nous obtenons I'approximation désirée. En notant respectivement x; et x} les images
®,(x) et ®,(x') pour t > 0, nous définissons n;_,x, =d_;o0 ”?c,—»x’ o ®,. Par la premieére inégalité ci-
dessus (5.5.13), cette famille converge uniformément vers la translformation d’holonomie kg lorsque
t tend vers I'infini. Afin de prouver que cette application d’holonomie est absolument continue, il suf-
fit alors de prouver que J f =Jac n;_, o converge vers J* (voir le théoreme 3.3 de [Man]). Par I'inégalité

(5.5.14), le Jacobien de #%_, ., = tend uniformément vers 1, et nous avons :

—~y.
N cu !
]t(x): Jac CDtt(x) ]acnoﬁ ().
J(x)  Jac®t®.(m! _ (x)) X=X

X—X

Nous aurons donc besoin d'un nouveau contréle de distorsion, que nous effectuons ci-dessous.
e t _ N 1" ~ n _ 0 : : " /
Par hypotheése, Y S (x) = ®_4(x;) = x", ol nous posons x;, = ”xp—wc’[ (x¢). Ainsi, x; et x; sont
sur la méme variété centre-instable. De plus, par la majoration (5.5.13), nous avons disty (x, x/) <
t t
Cidist(x;, x}) < C;Cye'¥s, et lorsque ¢ est assez grand, nous pouvons controler dist, (x}, x}) par une
exponentielle C’e!Xs. Puisque x’. et x!' appartiennent a la méme variété centre-instable, nous avons
t t

pour tout 7 < £, diste, (P—g(x}), P_g(x,)") < distey (1), x)) < C'es.

Nous pouvons alors faire le calcul, en utilisant le fait que le fibré centre-instable est uniformément
Holder, et que la dérivée du flot est uniformément C 1. il existe des constantes K’ et @', telles que, pour
n entier assez grand,

’ Jac®“®,(x)
g ]accuq)n (XH)

n-1
Y [logJac®®; (@ ;(x") —logJac®; (®;(x"))]
=0

n-1
K'Y diste, (@;(x), ®;(x")°
j=0

IA

< K'(C" nexp®ysn) —.0

Cecinous permet donc de prouver la convergence uniforme de J f vers J¥, et donc I’absolue conti-
nuité du feuilletage stable.

Reste a prouver que le Jacobien est uniformément Holder. Ici encore, il suffit de le prouver pour
une métrique adaptée, comme lors de la preuve du lemme 5.5.3. Soit x, y deux points sur la méme
variété centre-instable a distance y < 1. Si x, y sont sur la méme orbite, J*(y)/J*(x) < Adistc,(x, y), olt
A est une borne supérieure uniforme pour || D®;||, t € [-1,1].

Si x et y sont sur la méme variété instable, nous pouvons écrire pour tout ¢t = 0, avec x; = ®;(x), y; =
@4(y), ¥’ = hs(x),y' = hs(y) :

) I(yr) Jac’®,(y) Jac* @, (x')
JS(x)  J5(x) Jacs®, (x) Jac*®,(y")’
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Considérons alors I'exposant que nous avions défini dans la preuve de la proposition 5.5.3 :

91:i<1'

Xur = Xs,l

Nous pouvons alors, comme dans la preuve précédente, considérer un temps ¢ > 0 tel que ye¥ur =
}/91, etelts! = 791 :ils’agitde prendre ¢ = 0, 1logy/xs; = (01—1)logy/xy . Nous avons alors dist, (x¢, y;) <
y9, et distg(xy, xp), dists(ys, yy) < Yo

Par le lemme de distorsion usuel, nous pouvons contréler le logarithme du premier quotient
J5(y)1J%(x;) par une quantité de I'ordre de y% pour un certain 6 < 6.

Par un lemme de distorsion analogue a celui que nous avons donné dans un second temps, il
existe une constante uniforme 03 < 6; telle que nous puissions contréler le terme logJac*®;(y) —
logJac*®,(x) par une quantité de I'ordre de ¢tlogy%, qui est de 'ordre de —log(y)y%, et donc controlé
en particulier par y%/2.

Le troisieme facteur paut étre controlé par une puissance < 1 de y par le méme raionnement
que ci-dessus, en utilisant la caractere uniformément Holder des applications d’holonomie stable
(proposition 5.5.3).

Ainsi, nous trouvons des constantes de Holder uniformes sur M pour le Jacobien des transforma-
tions d’holonomie stable. O
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1. MESURES DE GIBBS ET MESURES F-HARMONIQUES POUR LES FIBRES FEUILLETES

1| Mesures de Gibbs et mesures F-harmoniques pour les
fibrés feuilletés

Nous avons déja vu deux exemples de mesures de Gibbs pour le flot géodésique feuilleté. Les
premieres étaient les états de H-Gibbs, associées a un potentiel dont la définition fait intervenir le
noyau de Poisson. Les secondes étaient les états de u-Gibbs, associés a un potentiel donné par le
jacobien instable du flot.

Nous voulons généraliser cette notion de mesures de Gibbs, au moins dans le cas des fibrés
feuilletés : c’est-a-dire le cas ou le feuilletage est transverse a une fibration au dessus d’'une variété
close portant un flot d’Anosov C? topologiquement mélangeant.

Ensuite, dans le cas particulier o1 I'on regarde le flot géodésique feuilleté sur 'unitaire tangent
d’'un feuilletage transverse a une fibration dont les feuilles sont paramétrées par une métrique a cour-
bure sectionnelle négative sur la base, nous allons associer a ces mesures de Gibbs certaines mesures
que nous appellerons F-harmoniques.

De méme que les mesures de H-Gibbs, et de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté sont en
bijection respectivement avec les mesures harmoniques et ¢p*-harmoniques, nous aimerions asso-
cier a tout potentiel Holder F un noyau k' analogue au noyau de Poisson, qui nous permettrait, par
intégration contre une mesure a 'infini, de définir de nouvelles fonctions, appelées F-harmoniques.
Nous verrons certaines propriétés de ces fonctions dans la suite.

1.1 — Relevés de flots d’Anosov

Dans les deux paragraphes suivants, nous considérons un fibré feuilleté (II, M, B, V, %), dont la
base B est une variété Riemannienne close, et V est une variété différentielle compacte. Nous sup-
posons que les feuilles de & sont paramétrées par la métrique Riemannienne de B, de sorte qu'en
restriction aux feuilles, la projection II soit un revétement Riemannien.

Supposons qu’il existe un flot d’Anosov ¢, de classe C? et topologiquement mélangeant sur B. Il
est alors possible de relever aux feuilles de & :

— leflot ¢, : pour ce faire, prenons des cartes trivialisant a la fois la fibration et le flot, puis remon-

tons le champ de vecteurs : nous notons ®; le flot hyperbolique feuilleté ainsi obtenu;;

— les fibrés E*, * = s, u, cs, ou cu, via la différentielle DIT; nous notons E - les fibrés ainsi définis;

— les feuilletages invariants #*, x = s, u, cs, ou cu; nous notons W les feuilletages ainsi définis :

nous obtenons quatre sous-feuilletages de & qui sont invariants par le flot ®;

— n'importe quel potentiel Holder F : B—R : le potentiel relevé F = F oIl est continu, et reste

uniformément Holder dans les feuilles;

— toutes les familles de mesures (A;p) peB AVEC * = §,U,CS, OU CU : NOUS notons (/_1)1’3) . les fa-

milles obtenues; elle vérifient la propriété suivante : si xe M, p =11(x) € B, et D cW*(x), ona
)L}f:x(D) = )L;,p(H(D)).
Nous pouvons de plus relever les cocycles définis par les formules (2.1.1) et (2.1.2) :

k3.(x,y) = exp / (ﬁocm(y)—l?o@t(x))dt] = kp(I(x), T(y)), (6.1.1)
0

pour x, y dans la méme feuille stable w’ ;

I'c;(x,y)zexp/ (?od>_t(y)—?od>_t(x))dt]=k;(n(x),n(y)), 6.1.2)
0
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pour x, y dans la méme feuille instable w"

1.2 — Mesures de Gibbs et hyperbolicité feuilletée

Mesures de Gibbs. La famille de mesures (/_1]% Jxep sur les variétés instables est quasi-invariante par
I’action du flot hyperbolique feuilleté, et les relations de cocycles sont données :

dior A%, ol
A,

T
() = exp /iquugw—Pumdt, (6.1.3)
0

pour TeR, x€ M, et yEWu(x).

Définition 6.1.1. Soit (I1, M, B, V, %) un fibré feuilleté oir B est une variété Riemannienne close possé-
dant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant de classe C?, et V, une variété différentiable com-
pacte. Supposons que les feuilles soient localement isométriques a la base. Soit F : B— R un potentiel
Holder, et F : M — R son relevé. Une mesure de Gibbs pour le flot hyperbolique feuilleté ®, associée au
potentiel F est une mesure de probabilité . telle que :

— W estinvariante par ®; ;

— U a une désintégration absolument continue par rapport a w", /_1; .

Existence. Lexistence de mesures de Gibbs pour ®; découle du théoréme suivant.

Theoréme 6.1.2. Soit (I1, M, B, V, %) un fibré feuilleté ot B est une variété Riemannienne close pos-
sédant un flot d’Anosov feuilleté topologiquement mélangeant de classe C?, et V, une variété différen-
tiable compacte. Supposons que les feuilles soient localement isométrique a la base. Alors :

1. pour tout petit disque D CW?OC(x), tout point d'accumulation de :

T(Dr*(/lFth
—/ LT
FxD)

est une mesure de Gibbs pour ® associée au potentiel F, dont les densités locales, notées wlﬁiy sont
uniformément log-bornées et vérifient, pour zy,z, € W}, (y) :

1//;%},(22)

———— =ex
v OF

/ (Fod_(z) - Fod_,(z1))dt| = kii(21, 20); (6.1.4)
0

2. la propriété précédente reste vraie si l'on suppose juste que D est un Borélien de mesure positive
pour A% Fx’

3. les composantes ergodiques d’une mesure de Gibbs associée au potentiel F sont encore des me-
sures de Gibbs pour le méme potentiel, de plus les densités dans les plaques instables de cette
composante ergodique sont uniformément log-bornées et vérifient la relation (6.1.4);

4. les densités y, (y) des mesures conditionnelles de toute mesure de Gibbs u dans les plaques in-

stables Wyoc(x) associée a F par rapport a )_Llﬁf .. sont uniformément log-bornées et vérifient la
relation (6.1.4).

5. la projection sur B d’une mesure de Gibbs pour ®; associée a F est ir.

115



1. MESURES DE GIBBS ET MESURES F-HARMONIQUES POUR LES FIBRES FEUILLETES

Nous prouverons ce théoreme dans le détail dans la section suivante. Le point est de montrer que
la section 11.2.2. de [BDV] peut étre adaptée a ce contexte.

Nous déduisons la proposition des résultats du chapitre II : associée a toute mesure de Gibbs,
il y a une famille de mesures transverses au feuilletage instable vérifiant les propriétés de quasi-
invariances suivantes.

Proposition 6.1.3. Supposons les hypothéses du théoreme 6.1.2, et soit |1 une mesure de Gibbs pour @
.. . 1S . . . ——u .72 N

associé au potentiel F. Soit « = (U;,¢;) un atlas feuilleté pour # . Considérons un systeme complet

de transversales associé (T;) je1. Alors, il existe une famille de mesures (v;) ey sur ces transversales telles

que:

1. v; est équivalente a la projection sur T; de la restriction [y, avec une dérivée de Radon-Nikodym
qui est log-bornée indépendamment de i ;

2. v; satisfait a la propriété d'absolue continuité suivante :

dhol?. _ ;. *v;]

! J _1.u u
av; () = kg (y,holz, 1. (¥)),

pour y appartenant au domaine de hol%_, T,

Mesures induites sur les fibres. Nous pouvons aussi prouver la proposition suivante, qui a trait aux
mesures induites par une mesure de Gibbs sur les fibres.

Proposition 6.1.4. Supposons les hypothéses du théoreme 6.1.2. Alors :
1. toute mesure de Gibbs pour ®, associée au potentiel F induit sur la fibre V une mesure laissée
quasi-invariante par Uaction du groupe d’holonomie de & ;

2. deux mesures de Gibbs pour ®; associées au méme potentiel induisent des mesures différentes sur
la fibre V.

Preuve. La preuve de cette proposition est une adaptation immeédiate de celle de la proposition 4.3.8
dans le cadre des mesures de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté. d

1.3 — Preuve de existence des mesures de Gibbs

Controle de distorsion. Nousaurons besoin dulemme de distorsion suivant, trés classique en théo-
rie ergodique, dont nous rappelons la preuve, courte et élémentaire. Nous supposons toutes les hy-
pothéses du théoreme 6.1.2.

Lemme 6.1.5. Soit D un petit disque inclus dans une variété instable de ®;. Alors étant donné un réel
positif A, il existe une constante Ky > 1 telle que pour tout t = 0, tout ouvert Oc ®,(D) de diametre
inférieur a A, et tout Borélien X c O, nous ayons, pour x€ O :

K—l}ttlé@;(x)(x) - D * Ap, (X) K A,

< - < Ko~ .
0 ,(0) @ =A% (O) Ak, 0 (O)

u
AFKD[(X

Preuve. Nous ne prouvons que la majoration. La minoration suivra par le méme argument. Dans un
premier temps, nous utilisons le fait que ®; laisse quasi-invariante la famille de mesures (1} ) xenm €t
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que la dérivée de Radon-Nikodym est donné par kf 7(x) =exp [ fOT (Fo ®_,(x)—P(F))dt|. Ainsi, si O
et X sont comme dans le lemme, nous avons :

D j“zbg,x(X) 3 Jx kf,Td/i?ZCDT(x) - izbéoT(x)(X) u kg ¢ (y1)

Or*Af (0 fokp A,y Ay () nyco kg r(2)

Lelogarithme du dernier quotient est exactement donné par I'intégrale fOT (l_%(p_ (¥ —focp_ T(¥2))ds.
En utilisant la continuité de Holder de la fonction F dans les variétés instables, nous voyons que
cette intégrale est, en valeur absolue, majorée par

T
c/ dist (@ (y1), d_; (y2))dlt
0

En utilisant le fait que le flot contracte uniformément le feuilletage instable par itération négative,
nous trouvons que cette intégrale est inférieure a :
CCIA”

[e.0]
cc,‘jA“/ e Muldr=—% <o,
0 aXu

Nous pouvons ainsi conclure la preuve du lemme. d

Composantes markoviennes et effets de bords. Nous allons donner la preuve de la premiere pro-
priété du théoréme 6.1.2. Considérons donc un disque D cW?oc(x) pour un certain x. Nous pouvons
supposer sans restriction que ilﬁ% (D) >0, alors que 711{5, L(@D)=0.

Soit U; = Uyer, Pi(y) une carte feuilletée pour le feuilletage instable dont toutes les plaques P;(y)
sont des petits disques de diameétre uniformément majoré par un certain A > 0, et supposons que
®,(D) rencontre U; pour un certain ¢ = 0. Nous dirons qu'une composante connexe de l'intersection
@, (D) n U; est markovienne si elle croise entierement la carte U;, autrement dit, si c’est une plaque
P;(y).Si ﬁt, M,i désigne 'union des composantes connexes markoviennes de U; N®(D), et si ﬁt, NM,i»
désigne celle des composantes non markoviennes, nous avons :

®(D)NU; = Dy p,i UD: N

Une composante connexe non markovienne de ®;(D)nUj; est incluse dans le A-voisinage du bord
0®,(D), il en est donc de méme de leur union D ;. De sorte que la propriété de contraction du flot
entraine que ®_;(Dy ;) est inclus dans le C, e~ “Y» A-voisinage de D. Nous en déduisons le lemme
suivant.

Lemme 6.1.6. Soity un point d'accumulation de la famille de mesures (1) >0 : il existe une suite (Ty)
telle que pt, — p pour la convergence faible-=. Soit U; une carte feuilletée pour le feuilletage instable
satisfaisant aux conditions u(U;) > 0 et u(0U;) = 0, de sorte que (ut,)y, — Wu;. Notons iy v,i, la res-
triction des mesures (ur, )|y, d l'union des composantes markoviennes de ®,(D) N U;, et uy np,i celle
aux composantes non markoviennes de ® (D) N U;, pour t < Ty. Alors :

Kk, M,i — MU, et Hi,NM,i — 0.

Preuve. Les Cy, e_tXuA-voisinages du bord 0D forment une suite décroissante d’ouverts, dont l'inter-
section est exactement 0D, et qui est de mesure nulle pour ’izlf“, - Nous en déduisons que, sous les
hypothéses du lemme, la masse de py ya,; tend vers zéro et, puisque (Ut )y, = Mi,M,i + Hk,NM,i» 12
mesure [ pz,; CONVEIge vers ;. d
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Borner les densités locales. Nous supposons ici que p est limite de mesures pr,. Que u soit inva-
riante par le flot est un argument classique a la Krylov-Bogoliubov. Soit U; une carte feuilletée pour le
feuilletage instable, dont les plaques sont des petits disques de diamétre uniformément majoré par
A. Nous supposons, comme dans le lemme précédent, que p(U;) > 0 et uy, (0U;) = 0, de sorte que la
convergence précédente soit également valide en restriction a la carte.

Par le lemme précédent, nous pouvons nous restreindre a I'étude des restrictions aux compo-
santes Markoviennes. Pour prouver que la restriction de p a U; a des mesures conditionnelles dans
les plaques qui sont absolument continues par rapport a /_1}’% ,» avec des densités uniformément log-
bornées, il nous faut borner les logarithmes des densités dans les plaques de U; des mesures condi-
tionnelles de pg ar ;.

Pour ¢ > 0 rencontrant U;, nous poserons mi; s, 1a restriction de la mesure @; * (/_1}3 Jin/ il’é (D)
a lA)t,M,i, de sorte que I'on ait :

1 [T
Bie,M,i = 7o M, L.
Tk Jo
Lemme 6.1.7. Les densités des mesures m; y;,; (lorsque cette mesure est non nulle) dans les plaques
instables sont équivalentes a A I’ﬁ .. avec des densités uniformément log-bornées indépendamment de t.

Preuve. Lensemble D,y ; est une union finie de plaques instables de U;. Lorsque cette intersection
est non vide, la projection de m;,ys,; sur la transversale T; est donnée par une mesure de comptage
vy, associant a un point y € T; N f)[,M,i la masse @ (Z%XND(Pi (y))/)_Ll{f,x(D). Ainsi, les mesures condi-
tionnelles dans une telle plaque P;(y) sont-elles données par :

D, * (illﬁ’x)m
@, % (A% Jip(Pi(y)

Par le lemme de controle de distorsion 6.1.5, cette mesure a une densité par rapport a il’é L quiest
log-bornée indépendamment de ¢. Nous pouvons donc conclure la preuve du lemme. d

Preuve de la premiere partie du théoréeme 6.1.2. Nous pouvons a présent conclure la preuve de la
premiére partie du théoréme. Si y est un point d’accumulation de 7, nous pouvons recouvrir M par
un nombre fini de cartes feuilletées U; pour #", dont toutes les plaques sont de petits disques de
diameétre uniformément majoré, telles que pour tout i, i; (0U;) = 0. Par ce qui précede, pour tout i tel
que p(U;) > 0, nous avons une famille de mesures finies (1 p7,;) sur U; telle que :

- Uk,Mm,; converge vers yy;, quand k croit indéfiniment;

- les mesures conditionnelles de i 5s; dans les plaques instables ont une densité uniformément

log-bornée par rapport a /iif,x-

Pour voir la seconde propriété, il n'y a qu’a remarquer que les mesures conditionnelles de px ay,;
dans les plaques instables sont données par les moyennes de Césaro de celles des m; r,;, < Ty, qui
sont log-bornées par le lemme 6.1.7. Un argument standard de théorie de la mesure entraine alors
que la mesure u|U; a une désintégration dans les plaques instables équivalente par rapport a 711‘5, .
avec des densités bornées.

Pour voir que les densités satisfont aux relations (6.1.4), il suffit d’'utiliser I'invariance de y, ainsi
que sa désintégration dans les cartes. d

Preuve de la deuxieéme partie du théoreme 6.1.2. Nous allons appliquer le théoreme de densité de
Borel dans les variétés instables : nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 de [Matt] pour I'énoncé et
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la preuve de ce théoreme. Il implique en particulier que si DcW?oc(x) est un Borélien de mesure
positive pour /1”' ,» alors pour tout 6 > 0, il existe une collection de petits disques disjoints Dy, ..., Dg
tel que :

— pour tout j, A% (D;j\ D) <8A¥ (D)),

- A{, (D\U; D)) < 6A% (D).

Nous pouvons alors écrire, pour £ >0:

O+ (AgJip Z AL (D) @, % (A )b,
i;x(D) j=1 A_“Ilf",x(D) ilbg.x(Dj)
@, * (A% )p\U: D, 1 s }
+ _:“,x — - = > @r* (A, JippD-
AEX(D) AF,X(D) j=1

Les masses totales des deux dernieres mesures ne dépendent pas de ¢, et sont chacune inférieure
a 4. Ainsi, un point d’accumulation de la famille (1) >0 ne difféere que d'une mesure de masse totale
inférieure a 6 d’'un point d’accumulation de la famille :

ZS, Af (D)) l/Tq)t* (ﬂﬁx)mjdt
i=1 A,’fjx(D) T Jo ﬂ,’éx(Dj)
Mais en appliquant la premieére partie du théoréme, un tel point d’accumulation a une désin-
. . L =l s iy . . .
tégration absolument continue par rapport a (#, Ay ) avec des densités uniformément bornées,
indépendamment de 6 et du choix des D, et qui vérifient les relations (6.1.4). En faisant tendre 6 vers
zéro, nous pouvons conclure la preuve de la deuxieme propriété du théoreme. d

Preuve de la troisieme partie du théoréme 6.1.2. Nous voulons a présent prouver que les com-
posantes ergodiques des mesures de Gibbs associées au potentiel F sont encore des mesures de
Gibbs associées au méme potentiel. Soit Z I'’ensemble des points réguliers, c’est-a-dire I’ensemble
des points dont les moyennes de Birkhoff dans le passé et le futur convergent et coincident pour
toute fonction continue. C’est un ensemble plein pour toute mesure invariante par ®;.

En particulier, si p est une mesure de Gibbs associée a F, puisque la désintégration de p est ab-
solument continue par rapport a (Wu,/il’ﬁ, ), H-presque tout point de M est inclus dans une plaque
instable P;(x) dont l'intersection avec £ forme un ensemble de mesure strictement positive pour
Ay

D’autre part, les moyennes de Birkhoff dans le passé des éléments de % n P;(x) convergent toutes
vers la méme mesure p, qui est une composante ergodique de p. Une application élémentaire de la
convergence dominée implique donc que p, est limite de la famille de mesures

l/T‘Dt*(il’éx)%mPi(x)dt
T'Jo AR (%N Pi(x)

et, par la deuxiéme partie du théoréme, est une mesure de Gibbs associée a F, dont les densités sont

uniformément log-bornées et vérifient les relations (6.1.4). Nous pouvons donc conclure la preuve de
la troisiéme partie du théoreme. d

Preuve de la quatriéme partie du théoréeme 6.1.2. Notons que toute mesure de Gibbs associée a
F s’écrit comme mesure combinaison convexe de mesures de Gibbs ergodiques qui en conséquence
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possedent des densités uniformément log-bornées dans les variétés instables locales par rapport a
ilﬁf, et qui vérifient les relations (6.1.4).

Les densités locales d'une mesure de Gibbs sont alors des combinaisons convexes de densités
vérifiant ces propriétés : elles les vérifient également. Nous pouvons donc conclure. O

Preuve de la derniere partie du théoréeme 6.1.2. Nous pouvons conclure la preuve du théoreme en
utilisant le théoreme 2.1.9, qui dit que I'état de Gibbs ug est 'unique mesure invariante par ¢; qui a
une désintégration absolument continue par rapporta (#*, Ay, )

Puisque par définition, I1 projette @, sur ¢, les feuilles de #" sur celles de #'*, et les mesures /_llﬁﬁ .
sur les 1}, » la projection d’'une mesure de Gibbs sur B est invariante par ¢; et a une désintégration
absolument continue par rapporta (#“, 1 p) : C’est donc I'état de Gibbs up.

1.4 — Mesures F-harmoniques

Jusqu’a la fin de la section, B désignera une variété Riemannienne close courbée négativement,
et V sera une variété différentiable compacte. Le revétement universel Riemannien de B sera noté N.
Nous considererons un fibré feuilleté (I1, M, B, V, &), dont les feuilles sont localement isométriques a
la base. Ainsi, il existe un fibré feuilleté (DII, T* <, T1B, V, 3 ). De plus, la restriction de DIT aux TL
est une isométrie locale pour la métrique de Sasaki.

Comme nous l'avons expliqué précédemment, il est possible de relever le flot géodésique g; aux
feuilles de Z, et puisque II est une isométrie locale, le flot que I'on obtient est le flot géodésique
feuilleté Gy, et les feuilletages invariants W (x = s,u,cs,cu), sont les sous-feuilletages horosphé-
riques.

Cocycles associés a un potentiel Holder. Soit F : T! B— R un potentiel Holder : nous désignerons
par F sonrelevé a N. Nous définissons un premier cocycle sur N x N x N(oco) par la formule suivante :

/ﬁ—/ ﬁ] (6.1.5)
3 3

et nous rappelons, par souci de commodité, que la différence des intégrales est comprise comme la
limite lorsque T tend vers l'infini de | CZ(ZT) F-| Cz(lT) F, ou c est n'importe quel rayon géodésique pointant
vers ¢, et les intégrales sont prises sur le flot géodésique entre c(T) et z;, i = 1,2.

Le noyau suivant, qui est obtenu en normalisant & F par le cocycle de Busemann, nous intéressera

tout particuliérement :

6t (21, 20;6) = exp

K (21, 22;8) = 6F (21, 29;8) e P DPe(z022) (6.1.6)

Nous rappelons que P(F) est la pression de F. Nous rappelons également que lorsque z; et zp sont
sur la méme horosphere centrée en ¢, le cocycle de Busemann s’annule, et nous avons kF(z1,20;6) =
&6F (z1,22;¢). Les relations de cocycles suivantes sont alors évidemment vérifiées :

61 (21, 20;)6% (22, 23;8) = 6% (21, 23;8), et kP (21,20, kF (22, 23;6) = kF (21, 23;€) (6.1.7)

lorsque z; € N,i=1,2,3 et ¢ € N(co).
Par exemple, nous pouvons décrire les noyaux k! associés aux trois exemples de base.
- Le noyau associé a la fonction nulle est K%z, 2 ;&) = e—hﬁ:(zhzz), ol h désigne l'entropie topo-
logique du flot géodésique g;.
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- Le noyau associé au potentiel ¢*(v) = —d/dt|;=¢logJac* g, (v) est:

k"(z1,22;¢) = lim Jac G- 1-p(a1,2) (Ve,2,)
1,42 t— 00 ]aCuG—t(Uf,zl)

- Lenoyau associé a H(v) = d/dt|;=9logk(c,(0), c,(t); c,(—00)) est le noyau de Poisson.
Notons que les deux derniers potentiels ont une pression nulle (voir [BR] pour le premier, et [L1] pour
le second).

Mesures F-harmoniques. Le noyau k' jouera dans la suite le réle du noyau de Poisson. Nous nous
intéressons a la classe de fonctions suivante N, que nous appelons F-harmoniques et que nous défi-
nissons ci-dessous.

Définition 6.1.8. Soit B une variété Riemannienne close courbée négativement, et N son revétement
universel Riemannien. Soit F : T' B — R un potentiel Holder, et fixons un point base o € N. Une fonction
positive h: N —(0,00) sera dite F -harmonique sil existe une mesure de Borel finien, sur N(oco) telle que
pour toutze N,

h(z) = / kF(0,2;6) dno(&).
N(o0)

La projection d’'une fonction F-harmonique sur un quotient de N sera encore appelée F-harmonique.

Remarque 1. Cette définition ne dépend pas du choix du point base o, en effet, a cause de la relation
de cocycle (6.1.7) : cette définition marcherait avec n'importe quel point o’ € N en posant 1 (¢) =
kr(0,0";6)1,(8).

Remarque 2. Lethéoreme de Ledrappier 2.1.10 nous dit qu'il existe, a une constante multiplicative
pres, une unique famille de mesures finies sur N(co), que ’on avait notée (vf )zen telle que:

— elle est équivariante : pour tout y € 71 (B), nous avons y * vi = vy,

- elle satisfait la relation de cocycle k (21, 22;¢) = dvi /dv (€) pour tous z1, 2, € N.

Ainsi, avons nous pour tout z € N, mass(vf) = fN(OO) ko, z; f)dvg(é“) :la fonction flo : Zz+— mass(z)
est F-harmonique et elle passe au quotient. Par conséquent, la fonction quotient est F-harmonique
sur B, et est notée hg . Nous prouverons plus tard que c’est 'unique fonction F-harmonique sur B :
c’est le théoréme 6.1.20

Nous pouvons a présent définir la notion de mesure F-harmonique pour les fibrés feuilletés.

Définition 6.1.9. Soit (I1, M, B, V, %) un fibré feuilleté oir B est une variété Riemannienne close et cour-
bée négativement, et V est une variété différentielle compacte. Supposons de plus que les feuilles de &
soient localement isométriques a la base B. Soit F : T' B— R un potentiel Hélder. Une mesure de pro-
babilité m sur M est dite F-harmonique si elle a une désintégration dans les feuilles de & absolument
continue par rapport a Lebesgue, et si les densités dans les plaques de & sont F-harmoniques.

Prouver I'existence de telles mesures sera l'objet de la section suivante (voir le théoréme 6.1.18).

Remarque 3. Ici encore, la notion de mesure F-harmonique généralise la notion de mesure trans-
verse invariante par holonomie. Lorsque I'on a une telle mesure dans une fibre, on peut toujours la
combiner dans les cartes locales avec la mesure sur B ayant une densité hg par rapport a Lebesgue :
la mesure que 'on obtient alors est F-harmonique.

121



1. MESURES DE GIBBS ET MESURES F-HARMONIQUES POUR LES FIBRES FEUILLETES

1.5 — Correspondance bijective entre mesures de Gibbs et mesures F-
harmoniques

Nous supposons ici toutes les hypotheses du paragraphe précédent. Le but de cette partie est de
prouver le théoréme suivant.

Theoréme 6.1.10. Soit (I1, M, B, V,%) un fibré feuilleté oit B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété compacte. Supposons que les feuilles de & soient localement
isométriques a B. Soit F : T'B—R un potentiel Holder, et F : T'% —R un relevé. Alors il existe une
correspondance bijective entre mesures de Gibbs associé au potentiel F et les mesures F-harmoniques.

Désintégration dans les plaques centre-instables. Rappelons que nous avons défini une famille
7 . —cu o 7 V414

(Agf Jverig de mesures dans les feuillesde #°  par intégration des mesures A?{y G, (v) CONtre I'élément

dt duflot.

Lemme 6.1.11. Soit u une mesure de Gibbs pour G, associé au potentiel F. Alors u a une désintégration
: . cu . ,

absolument continue par rapport a (W ,/l%”v). De plus, les densités locales, que l'on note 1//% sont

uniformément log-bornées dans les plaques et vérifient :

Y, (w2)

=k (wy, wy; &), 6.1.8
e ) (w1, wo;¢) (6.1.8)

olL Wy, Wo € W?Zc (v), ¢ € N(o0) est la limite commune des itérations dans le passé d’éléments dercgc (v).

Bien entendu, la notation est quelque peu abusive : nous devons évaluer k% sur les relevés des
points bases de w, et w, appartenant a un méme domaine fondamental.
Preuve. La mesure p est invariante par le flot et a une désintégration absolument continue par rap-
port a (Wu, )_Llﬂfy BE donc la premieére partie du lemme est vraie.

Nous trouvons des bornes uniformes pour les logarithmes des densités locales en utilisant celles
données par le théoreme 6.1.2, ainsi que les bornes sur le diametre des plaques centre-instables.

Que les densités vérifient les relations de cocycles (6.1.8) n’est pas trés dur a vérifier a partir du
théoreme 6.1.2, et par I'invariance par le flot. En effet, si w;, w, appartiennent a la méme variété
instable locale, on a f¢ (w1, wo) = 0, et (6.1.8) est exactement la relation (6.1.4). Si w» = Gr(w1), nous
avons f¢ (w1, wo) = —T etlarelation (6.1.8) vient de I'invariance par le flot (on utilise ici que ()_L%”v) veM

satisfait les mémes relations (6.1.3) que (/_1}% S veM)- O

Reparamétrage des mesures de Gibbs. Comme nous I'avons déja fait lors de notre étude des me-

. L . . —Cu y
sures de H-Gibbs, nous allons définir les mesures co-F-harmoniques pour # et prouver qu’elles
peuvent étre obtenues par reparamétrage des mesures de Gibbs dans les variétés centre-instables.
Souvenons-nous que I'identification T! N = N x N(oo) trivialise le feuilletage instable. Fixons un point
base 0 € N. A une variété centre-instable N x {¢(}, nous associons la mesure ¢(-F-harmonique :

F F .
m; = k" (0,z;0)Lebyxc,)-

Définition 6.1.12. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et soit N son re-
vétement universel Riemannien. Soit F : T'B—R un potentiel Hélder, et o € N un point base fixé.
Une mesure de Borel i}, sur N est dite co-F-harmonique pour W sa désintégration dans les variétés
centre-instables, identifiées avec les N x {&}, dont les mesures conditionnelles sont données par les m? .

Les passages au quotient de mesures co-F-harmoniques sur les quotients de N seront encore appe-
lées mesures co-F -harmoniques.
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Définition 6.1.13. Soit (I, M, B, V,%) un fibré feuilleté ot B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de & sont
localement isométriques ¢ la base B. Soit F : T' B—R un potentiel Holder. Une mesure de probabilité
my. sur T'F est dite oo-F-harmonique pouchu si les mesures conditionnelles dans les plaques de F

. —cu
sontoo-F-harmoniques pour W .

Proposition 6.1.14. Soit (I, M, B, V, %) un fibré feuilleté ott B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de & sont
localement isométriques a la base B. Soit F : T' B— R un potentiel Holder, et F : T'% — R son relevé.

Alors pour toute mesure ji pour G, associée au potentiel F, il y a une unique mesureoo-F -harmonique
pouchu mj. qui induit sur la fibre V la méme mesure que fi.

- . —cu I .
Réciproquement, pour toute mesure co-F-harmonique pour ¥, mj,, il existe une unique mesure
de Gibbs u pour G, associée au potentiel F qui induit sur la fibre V la méme mesure que my,.

Preuve. La preuve de cette proposition suit les mémes lignes que celle de la proposition 4.3.8. Il faut

voir alors que, par le lemme 6.1.11, les densités locales satisfont les relations (6.1.8). Ainsi, toute me-

sure de Gibbs peut étre désintégrée dans les plaques centre-instables de telles sortes que les densités

locales soient données par kf (o, v; E)i%‘f}. d
La proposition suivante et une conséquence immeédiate :

Proposition 6.1.15. Sous les hypothéses de la proposition 6.1.14, nous avons :

1. toute mesureco-F-harmonique pour¥  induitsur la fibre V une mesure laissée quasi-invariante
par Uaction du groupe d’holonomie de & ;

. O L .
2. deux mesures co-F-harmoniques pour #  différentes induisent des mesures differentes sur la
fibre V.

Preuve. C’est une conséquence immeédiate des propositions 6.1.4 et 6.1.14 O

Relevés canoniques des mesures F-harmoniques. La preuve dulemme suivant suit exactement les
lignes de celle du lemme 4.3.3.

Lemme 6.1.16. Soit B une variété Riemannienne close courbée négativement, et N son revétement
universel Riemannien. Soit F : T' B— R un potentiel Hélder. Alors la projection sur N de toute mesure
oo-F-harmonique sur T' N est une mesure F-harmonique : elle a une densité F-harmonique par rap-
port a Lebesgue.

Ainsi, nous avons la conséquence suivante :

Lemme6.1.17. Soit(I1, M, B, V, %) un fibré feuilleté ot B est une variété Riemannienne close et courbée
négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de & soient loca-
lement isométriques a la base B. Soit F : T' B— R un potentiel Holder. Alors la projection sur M le long
des spheres tangentes a & d'une mesure co-F-harmonique pour W est une mesure F -harmonique
pour &.

Puisque nous savons, par le théoreme 6.1.2, que les mesures de Gibbs pour G, existent pour tout
potentiel Holder F : T'B—R, et puisque nous savons, par la proposition 6.1.14, que ces mesures
sont en correspondance bijective avec les mesures co- F-harmoniques, nous déduisons du lemme
précédent le théoréme d’existence suivant :
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Theoréme 6.1.18. Soit (I1, M, B, V,%) un fibré feuilleté oit B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de &
soient localement isométriques a la base B. Alors, les mesures F-harmoniques pour & existent pour
tout potentiel Holder F: T'B—R.

A présent, donnons quelques notations analogues a celles données au chapitre IV. Nous note-
rons :

- pr:T'% — Mla projection canonique le long des sphéres tangentes;

- Harf (F) 'ensemble des mesures F -harmoniques pour & ;

- Farl] # ") 'ensemble des mesures co-F -harmoniques pour W

Proposition 6.1.19. Soit (I, M, B, V, %) un fibré feuilleté ott B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de &
soient localement isométriques a la base B. Soit F : T'B— R un potentiel Holder. Alors, la fonction
prs: Jfarfo(Ww) — Fart (F) associant & toute mesure F-co-harmonique m* sa projection sur M,
pr = m*, est une bijection.

Lorsque my, € #ar«, et mg = pr * mj;, nous appellerons my; le relevé canonique de mr a T 1z,

Preuve. La preuve est complétement identique a celle de la proposition 4.3.5. Nous devons utiliser le
lemme de Ghys 1.3.3 pour prouver que les densités locales d'une mesure F-harmonique peuvent étre
étendues, et que les extensions sont encore des fonctions F-harmoniques. A présent, nous pouvons
dérouler les mesures exactement comme dans la proposition 4.3.5 : cela prouve que I'application pr.
est surjective.

Puisque, de plus, nous savons par la proposition 6.1.15 que deux mesures co- F-harmoniques dif-
férentes induisent des mesures différentes sur la fibre, cela entraine que I'application pr, estinjective.
Nous pouvons donc conclure d

Fin de la preuve du théoréme 6.1.10. Par la proposition 6.1.14, il existe, pour toute mesure oco-F-
harmonique pour 7", une unique mesure de Gibbs pour G; associée au potentiel F qui induit la
méme mesure sur la ﬁbre.

Par la proposition 6.1.19, la projection canonique pr : T'% — M induit une bijection entre les
mesures co- F-harmoniques pour 7", etles mesures F -harmoniques pour &.

Nous pouvons alors conclure la preuve du théoreme : il y a une correspondance bijective entre les
mesures F-harmoniques et les mesures de Gibbs pour G, associées au potentiel F. O.

Fonctions F-harmoniques sur une variété compacte. Nous savons que les seules fonctions har-
moniques sur une variété compacte sont les fonctions constantes : nous avons donné un argument
au chapitre III.

Nous rappelons que nous avons défini sur toute variété close et courbée négativement |'existence
d’une fonction F-harmonique, et ce pour tout potentiel Holder : nous les avons définies en prenant
les masses des mesures de Ledrappier (vg )zen (voir le théoreme 2.1.10) ). Nous avions noté cette
fonction h(’; . De maniere analogue au cas des fonctions harmoniques, nous pouvons prouver :

Theoréme 6.1.20. Soit B une variété close et courbée négativement. Soit F : T' B— R un potentiel Hol-
der. Alors toute fonction F -harmonique function sur B est un multiple positif de hy.

Preuve. Le théoreme 6.1.10 est méme vrai lorsque V est singleton : cela revient a dire qu’il y a une
bijection entre les mesures F-harmoniques sur B et les états de Gibbs pour le flot géodésique g; as-
sociés a F. Mais un tel état de Gibbs est unique (voir le théoréme 2.1.7).
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Ainsi, la densité de 'unique mesure F-harmonique sur B est déterminée, a multiplication pres
par une constante positive. En d’autre termes, il y a une unique fonction F-harmonique, a constante
mltiplicative pres : c’est h{. O

2 | Théoréeme de Fatou pour les fonctions F-harmoniques

2.1 — Enoncé du théoréme

Le but ici sera de montrer un analogue du théoréme de Fatou pour les fonctions F-harmoniques :
nous étudions la convergence non tangentielle de ces fonctions a I'infini, montrant ainsi que la classe
de fonctions introduite précédemment n’est pas si artificielle qu’il n'y parait de prime abord. La
preuve est une adaptation de celle du théoréme de Fatou pour les fonctions harmoniques positives
en courbure négative pincée donnée par Anderson et Schoen dans [AS], et utilise certains des outils
développés récemment pour I'étude des états d’équilibre en courbure négative (en particulier l'utili-
sation systématique du lemme de I’ombre) : voir par exemple [L3, Mo, R, PPS].

Indiquons que le théoreme ci-dessous n’est pas impliqué par 'analogue du théoreme de Fatou
démontré par Roblin dans [R] (pour les densités conformes), et généralisé dans [PPS] aux potentiels
quelconques. Ces théorémes ont pour objet des masses de densités a I'infini, qui jouent le réle de
fonctions harmoniques, et sont invariantes par un méme groupe d’isométries qui n’est pas, a priori,
supposé cocompact.

A contrario, les fonctions que nous considérons ne sont supposées invariantes par aucun groupe
d’isométrie de I'espace ambiant, mais I'espace de définition est supposé revétir une variété compacte
de courbure négative.

Soit donc B une variété Riemannienne close courbée négativement et de dimension d =2 : nous
notons N son revétement universel Riemannien. Choisissons un potentiel Holder F : T'B—R, que
I'on reléve en une fonction F: T'N —R.

Souvenons-nous que Ledrappier a construit une famille de mesures finies (v£) ,¢ v sur la sphere a
I'infini N(oco) vérifiant les propriétés suivantes :

— les vf vérifient la formule d’équivariance y = vf = vfz pour tous z€ Netyem (B);

— les vL sont tous dans la méme classe de mesure et satisfont la relation de cocycle suivante :

F
dvy,

dvF (6) = kF(Zl’ZZ;f)’

pour tous 21,22 € N et € N(oo).

Par le théoréme 2.1.10, ces deux propriétés déterminent la famille de mesures a une constante
multiplicative prés. Nous pouvons en conséquence fixer un point o € N, et demander que mass(v5) =
1. Nous avons vu précédemment que la fonction suivante est F-harmonique et passe au quotient par
I'action de 71 (B) :

ho(2) = mass(vf).

Nous pouvons a présent énoncer le résultat principal de cette section :

Theoréme 6.2.1 (a la Fatou). Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son
revétement universel Riemannien. Soit F : T' B— R un potentiel Holder qui se reléve en F : T' N —R.
Soit enfin h: N — R la fonction F-harmonique définie par la formule suivante :

h(z) :/ k¥ (0, 2;&)dn(é),
N(o0)
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ot 1 est une mesure finie sur N(oo), qui admet la décomposition de Lebesgue suivante par rapport a
vE = fvE +ns, oil f est une fonction vE -intégrable, et est une mesure singuliére par rapport avk.
Alors :

1. pour vk -presque tout& € N(c0), ona:

h(z)
Eo (2)

— [,

lorsque z converge non-tangentiellement vers ¢ ;

2. pourns-presque touté € N(oo), ona:
h(z) — oo

lorsque z converge non-tangentiellement vers¢.

2.2 — Unicité des fonctions F-harmoniques sur une variété compacte.

Une conséquence du théoréme a la Fatou 6.2.1 est une preuve du fait que sur une variété Rieman-
nienne close B courbée négativement, il n’existe qu'une seule fonction F-harmonique a multiplica-
tion par une constante positive pres, et ce pour tout potentiel Holder F : T' B — R. Plus précisément,
nous avons défini plus haut une fonction ho sur le revétement universel N qui est F-harmonique,
normalisée par k(o) = 1, et qui est invariante par I'action de 7; (B) : nous appelons kg la fonction
induite par passage au quotient sur B.

Bien-sir, nous avons donné une preuve nettement plus simple de ce fait qui est basée sur 'unicité
des états de Gibbs, et la bijection entre mesures F-harmoniques et mesures de Gibbs associés au
potentiel F, mais puisque c’est cette question d'unicité qui avait motivé I’énoncé et la preuve de notre
théoreme a la Fatou, nous avons pensé qu’il serait intéressant de reproduire le cheminement initial.

Theoréme 6.2.2. Soit B une variété Riemannienne close courbée négativement, et F : T'B—R un
potentiel Holder. Alors, a multiplication prés par une constante positive, hy est l'unique fonction F-
harmonique sur B.

Preuve. Il est équivalent d’avoir une fonction F-harmonique sur B ou une fonction F-harmonique sur
N qui soit invariante par I'action de 7; (B). Ainsi, nous allons prouver qu’'a constante multiplicative
pres, Iy est 'unique fonction F-harmonique sur N qui soit invariante par I'action de 7 (B).

Soit donc £ une telle fonction. Il existe une mesure finie 77 sur N(oco) telle que h s’écrive sous la
forme intégrale suivante :

h(z) = / k¥ (0,2;)dn (&),
N(o0)

pour tout z € N. Ecrivons la décomposition de Lebesgue de 7 par rapport a vt : n = fvE +n; ot
f € LY (N(00),vE) et n5 est singuliere par rapport a v2.

La premiere remarque est que la fonction h est continue et invariante par 7 (B), qui est un sous
groupe cocompact d'isométries de N. En conséquence, & est bornée, et la deuxiéme partie du théo-
réme a la Fatou entraine que la mesure 7 n'a pas de partie singuliére par rapport a vX : nous pouvons
écriren = fvk.

Une nouvelle utilisation de la compacité de B entraine que toute géodésique est a distance bornée
d’une ligne brisée reliant des points de I'orbite de o sous 7, (B). En conséquence, tout point ¢ € N(co)
peut étre obtenu comme limite non-tangentielle d'une suite (y;0);en, Yi € 71(B). Soit £ € N(o0) et

(yi0)ien une telle orbite.
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Par invariance de h et ﬁo sous l'action de m;(B), il vient que pour tout i € N, h(y;0) = h(o), et
Eo (yio) = Eo(o) = 1: en particulier, h(0) = lim;_ o h(y,-o)/ﬁo(yio). Ainsi, la premiére partie de notre
théoreme a la Fatou entraine-t-elle que pour v} -presque tout ¢ € N(oo), h(0) = f(£).

Finalement, 'on trouve que 1 = h(0o)v). En se rappelant que k% (0,z;¢) = dvi/dvE (&), il vient
immédiatement que pour tout z € N, h(z) = h(o)mass(vf ) = h(o) Eo(z), concluant ainsi la preuve du
théoreme. a

3 | Preuve du théoreme a la Fatou

3.1 — Ombres

La preuve du théoreme a la Fatou ressemble fort, comme dans le cas classique (voir [Ru]) a une
preuve du théoreme de différentiation de Lebesgue. Ce dernier théoréeme dépend fortement de la
forme des ouverts qu’on fait tendre vers un point : dans R”, ou dans une variété différentiable, il suffit
de considérer des boules, qui vérifient la propriété de recouvrement de Vitali (voir toujours [Ru]).
Notre sphere a I'infini ne posséde a priori rien de plus qu'une structure Hélder naturelle. Les ombres,
définies ci-dessous, fournissent un bon candidat pour une généralisation du théoreme de Lebesgue.
Elles ont été introduites par Sullivan dans [Sul] lors de son étude des densités conformes a pour les
actions a l'infini de groupes kleinéens. La majeure partie de ce qui suit sur la géométrie des ombres
vient du bel article de Roblin [R] (voir aussi le tres complet [PPS]).

Définition des ombres. Lorsque z;,zp € N et R > 0, nous appelons ombre vue de z; de la boule
B(zy, R) 'ensemble noté Or(z, z2), et constitué des points { € N(oco) qui sont les extrémités des rayons
géodésiques issus de z; et passant par la boule ouverte B(zy, R).

Par définition de la topologie conique sur N U N(oco), ces ombres sont des ensembles ouverts de
N(c0). De plus, comme le montre le lemme suivant, ces ombres engendrent la topologie naturelle de
N(00).

Lemme 6.3.1. Supposons que R >0 et o € N soient fixé. Soit ¢ € N(00), et (z;)jen Une Suite convergeant
vers ¢ dans la topologie conique. Alors la suite d’ombres Og (0, z;) convergent vers {¢}.

Preuve. Il s’agit de voir que lorsque z; converge non-tangentiellement, le cone des rayons géodé-
siques issus de o qui passent a distance R de z; a un angle solide tendant vers zéro. Cela prouvera
que la suite d’ombres est une suite d’ouverts relativement compacts dont le diamétre tend vers 0 : la
limite est un singleton. Puisque z; converge vers ¢ dans la topologie conique, ce singleton ne pourra
qu’étre {¢}.

Pour voir que cet angle solide tend vers zéro, nous appliquons l'inégalité CAT(—a?) : pour tout
triangle A il existe un unique triangle comparaison A dans N_ . ayant les cotés de méme longueur et
dont les angles sont supérieurs ou égaux.

Considérons un rayon géodésique issu de o qui soit tangent a la frontiere de B(z;, R) en un point
¥i, ainsi que le triangle rectangle, noté A;, dont les sommets sont o, y;, z;. Notons L; = dist(o, z;),
et M; = dist(o, y;). Par I'inégalité triangulaire, on a M; = L; — R : cette quantité est appelée a devenir
grande a mesure que i croit. Nous cherchons a majorer I’angle 8; = 7;0z;. Par la propriété des espaces
CAT(—a?) ci-dessus, nous pouvons prendre un triangle Zi de N_ 2 ayant des cOtés de longueurs res-
pectivement L;, M; et R, et dont I'angle opposé au coté de longueur R, que 'on note ;, est supérieur
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ou égal a ;. Une simple application de la loi des cosinus donne alors :

cosh(aR)

1= cosf; = cosB; = tanh(aL;) tanh(aM;) — — 1.
cost; = cosl; = tanh(aL;) tanh(aM;) sinh(al;)sinh(aM;) i—oco

Ainsi, I'angle 0; = ¥;0z; tend-il vers 0, et ce pour tout y; au bord de notre cone. L'angle solide du cone
tend donc vers zéro, ainsi que le diametre de I’ombre correspondante. Cela nous permet de conclure
la preuve du lemme. U

Nous pouvons aussi généraliser la notion d’ombre en définissant, pour R >0, z€ N, et {y € N(c0),
I’ensemble noté Or (¢, z), et constitué des points £ € N(oco) tels que la géodésique (£, &) rencontre
la boule B(z, R) Le lemme suivant est un simple argument de convexité, mais nous sera utile par la
suite.

Lemme 6.3.2. SoitR>0,z€ N, ety € N(oco). Considérons le cone €r(y, z) défini comme l'union des
géodésiques issues de ¢y qui rencontrent B(o, R). Alors :

1. la boule fermée Adh B(o, R) sépare Adh6r (o, z) en deux composantes connexes, l'une d’elles
contenant ¢y (Adh représente l'adhérence) ;

2. pour tout zy a l'intérieur de la composante connexe de Adh € ({y, z) \Adh B(z, R) qui contient &,
on aOg($o,2) cORr(2, 2).

Preuve. D’'une part, le cone €r(¢o, z) est connexe par arcs car il est union de géodésiques qui inter-
sectent toutes la méme boule B(o, R), qui elle est connexe par arcs.

Toute géodésique issue de &g et incluse dans Adh 6 (¢, r) rencontre la boule fermée Adh B(z, R)
en un segment géodésique (si elle vit a I'intérieur), ou en un point (si elle vit a la frontiere). Dans les
deux cas, le boule disconnecte la géodésique en deux composantes connexes : la composante “avant
la boule”, et la composante “aprés la boule”. En considérants les unions des composantes “avant la
boule” (resp. “apres la boule”), nous obtenons un ensemble noté H; (resp. H»).

La sphere S(0,2R) rencontre le cone en deux sections transverses au cones o et o, disjointes de
B(o, R) incluses la premiére dans Hj, la seconde dans H-. Ces sections sont, comme le cone lui-méme,
connexes par arcs. Puisque toute géodésique incluse dans Adh 6 ({, z) rencontre successivement les
deux sections, qui sont connexes par arcs, nous en déduisons facilement que les deux composantes
H; et H, sont connexes par arcs.

Le seconde partie de la preuve est un argument de convexité. Le cone fermé Adh 6€r(&y, z) est un
ensemble géodésiquement convexe : il contient tout segment géodésique reliant deux de ses points.
Ainsi, si zg € €r(£o, z) est dans la composante connexe “avant la boule”, et £ € Gr (), z), le rayon géo-
désique [z, &) estinclus dans le cone. Puisque zj et ¢ sont dans différentes composantes connexes de
Adh€r (o, z) \Adh B(zy, R), c’est que le rayon géodésique [zy, ¢) rencontre la boule B(o, R). Autrement
dit, £ € Or(zp, 2z) : CQFD. O

Théoréme alaVitali. Nous trouvons dans I'article de Roblin [R] un théoréme de recouvrement a la
Vitali qui s’énonce comme suit. Nous n’en détaillons pas la preuve, qui reprend les arguments clas-
siques du théoréme de Vitali usuel (voir [Matt]).

Theoréme 6.3.3. Soitoe€ N, r >0 et Z< N un ensemble discret. Alors il existe une partie Z* < Z telle
que les ombres O, (0, z), pour z€ Z* soient deux a deux disjointes, et :

U 61‘(01 Z)C U 65r(0) Z)~

zeZ zeZ*
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Densité de Lebesgue. Le théoreme de recouvrement de Vitali est 'ingrédient principal pour prou-
ver le théoreme de densité de Lebesgue sur N(co). Le théoreme suivant est I’énoncé dans notre cadre
d’un théoreme emprunté a Rudin (voir les théoremes 7.14 et 7.15 de [Ru]). Il se prouve en suivant pas
a pas son raisonnement, et en utilisant le théoreme a la Vitali 6.3.3, ainsi que le caractere “quintu-
plant” de la mesure (cflemme 6.3.7), que nous prouverons dans le paragaphe suivant.

Theoréme 6.3.4. Supposons qu'a chaque ¢ € N(oo) soit associée une suite d'ombres 0;(§) = O, (0, z;),
ol z; est une suite convergeant non-tangentiellement vers ¢, et r est un réel positif indépendant de &.
Soit 1 une mesure de Borel sur N(co). Soitn = fvE +ns la décomposition de Lebesgue den par rapport
avt : f est une fonction vt -intégrable sur N(c0), et est singuliere par rapport av?.

Alors, pourng-presque touté € N(oo), ona:

n(@; (<))

- FO).
e ¢

En particulier, lorsquen et vE sont singuliéres, on a pour vE -presque tout é € N(co) :

im n(0; (<)) o
i—~c0o vE(0;(8))

Par contraste, lorsquen et vg sont singulieres, on a pour n-presque tout & € N(oo) :

o)
lim ————— =00
i~o0 vE (©0;(6))

3.2 - Lemme de 'ombre.

Lutilité du résultat suivant n’est plus a prouver. D’abord établi par Sullivan pour des densités
conformes dans le cas des variétés hyperboliques [Sul], il a connu plusieurs généralisations par la
suite : nous renvoyons aux références [L1, Mo, R, PPS]. Nous reproduisons la preuve dans le cas
cocompact, qui sera suffisant pour notre propos. Avant toute chose, nous tenons a rappeler, pour
la commodité du lecteur, la définition des noyaux kF. Si F : T'B—R est un potentiel Holder et si
F:T'N — R est son relevé, nous avons défini pour tous 0,z € N et & € N(co) :

kf (0,2;&) = exp (/ ﬁ—/ ﬁ) exp(—P(F)p¢(0, 2)),
¢ 3

oul'on rappelle que P(F) représente la pression de F le cocycle de Busemann f; a été défini selon la
convention suivante : pour n'importe quel chemin géodésique ¢ avec c(oo) =¢ :

peo,2) = Tlim dist(z, c(T)) —dist(o, c(T)).

Theoreme 6.3.5 (Lemme del’ombre). Soit N le revétement universel d’'une variété Riemannienne close
courbée négativement B. Soit F : T' B— R un potentiel Holder. Nous fixons un point o € N. Alors il existe
deux constantes positives C et R telles que pour tous z€ N et € Or(0,z), l'on ait:

C—l
<kf(0,2;¢) <

vE(Or(0,2)) ~ vE(Or(0,2))

Nous allons utiliser le théoréme sous la forme énoncée, mais il est plus facile de prouver I’enca-
drement suivant :
C™'k"(2,0;6) < v}, (ORr(0,2) < Ck" (2, 0;¢).
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Preuve de la majoration. La majoration est la plus facile a obtenir. Elle se prouve en remarquant
que pourtous R>0etze N:

Vo (©Or(0,2)) < / k" (z,0;6)dv ().
@R(O,Z)
Il s’agit a présent d’utiliser un lemme géométrique emprunté a [PPS] (voir la proposition 3.5 dans
cette référence), rappelé sans preuve :

Lemme 6.3.6. Pour tout potentiel Holder F : T'B—R, tout R > 0, il existe des constantes de Holder
uniformes, ne dépendant donc pas de y, z € N, pour toutes les fonctions :

&€ OR(y, z) — logkf (3, 2;¢).

En particulier, il existe une constante positive universelle Cy (dépendant de R mais pas de z) telle
que si ¢ € Og(0, z), on a pour tout autre ¢’ € Or(0, z) :

kf (z,0;&") < CokF (2, 0;8).
En particulier, on trouve :
Cy 'k (2,0, 6VE (@R (0, 2)) < VE (GR(0,2)) < CokF (2, 0,V (OR (0, 2)). (6.3.9)

Puisque pour tout z € N, vf(@’R(o, z)) < C1, ou C; est une borne supérieure de mass(vf) = ﬁo(z).
Ainsi, la majoration dans (6.3.9), nous permet e conclure la premiére partie de la preuve. Remarquons
tout de méme qu’a ce moment de la preuve, tout ce raisonnement marcherait pour n'importe quel R,
avec une constante qui bien str en dépend. Ce n’est plus le cas de la minoration. d

Preuve de la minoration. Le méme argument qui nous a servi a majorer v (0 (0, z)) nous montre
que prouver que la minoration recherchée équivaut a trouver deuxréels C’ et R tels que vE (Gr(0, 2)) =
C'. En effet, ceci est dit a I'encadrement (6.3.9).

Nous raisonnons ici par 'absurde, en supposant qu’il y a une suite de réels (R;);en tendant vers
I'infini avec i ainsi qu'une suite (z;) ;e d’éléments de N tels que :

lim vE (G, (0,21)) = 0.
i—»oo 7

La premiére remarque a faire est que dans ce cas, z; ne reste pas dans un compact. En effet, si tel était
le cas, nous aurions, puisque R; tend vers l'infini, vfi (Or,(0,z;)) = 1 a partir d'un certain rang i, ce
qui est exclu.

Ainsi, z; sort de tout compact : nous pouvons, quitte a extraire, supposer que dist(o, z;) — oo en
croissant strictement. Puisque le groupe 71 (B) est cocompact, on peut ramener z; dans le domaine
fondamental (compact) auquel appartient o, que 'on appellera K, par une isométrie y; € m1(B).
Dans ce cas, on a dist(y;0,K) = dist(y;0,y;z;) = dist(o, z;) — co. Puisque y; est une isométrie, on a
V% (OR,(0,21) = vy, ;, Ok, (Yi0,Yi2)).

Nous pouvons supposer, quitte a extraire, que y;o converge dans la topologie conique vers un
point {, € N(c0), et que y;z; converge vers un point z», € K : dans ce cas, vi z; converge vers vﬁm
dans la topologie faible-* (elle est équivalente a cette mesure et la densité, continue, tend vers 1
identiquement).

Puisque R; — oo, il vient que la suite d’'ombres O, (y; 0,y z;) converge vers N(oo) \ {{}, de sorte que

l'on a vf (°{¢}) = 0 : mais la classe déterminée par vf n'a pas d’atomes (le groupe n’est pas élémen-
taire), c’est une contradiction. Nous pouvons donc conclure la preuve du théoréme. |
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Remarque. Comme indiqué lors de la premiére partie de la preuve, une telle majoration est vraie
pour tout R’ > 0, il existe une constante C(R’) > 0 telle que pour tout z € N, on ait pour tout ¢ €
Or(0,2):

C(R"

k(0,26 < CH)
05 < T Gr(0,2)

On en déduit une propriété importante de la mesure v% : elle est doublante (on prouve plutot qu'elle
est quintuplante...) :

Lemme 6.3.7. Il existe un réel positif Cs tel que pour tout z€ N, on ait :
F F
vy (O5r(0,2)) < C5v, (OR(0,2)),
oL R est le réel positif donné par le lemme de 'ombre.

Preuve. C’est une application immédiate du lemme de I'ombre (on utilise majoration et minoration).
Soit ze N.On a G(0,z) cOs5g(0, z) donc, en vertu de la minoration donnée par le lemme de 'ombre,
par la remarque ci-dessus, pour tout ¢ € Gr(0,2),ona:

vE(@sr(0,2)) < CBRk(z,0;&) < CGR)C(R)VE (OR(0, 2)).

On conclut en posant C; = C(R)C(5R). O

3.3 - Réduction a ’étude de la fonction maximale

Dans toute la suite, nous fixons un point o € N, ainsi que les réels C, R > 0 donnés par le lemme
de 'ombre 6.3.5. La preuve suit la preuve usuelle du théoréeme de différentiation des mesures de
Borel. On va d’abord prouver le théoreme lorsque h(z) = fN(OO) kF (o, z; &)dn(&), avec n = fvf,:, ol
f : N(co) — R est continue et positive ou nulle, en approchant les fonctions L' par des fonctions conti-
nues, et en utilisant les fonctions maximales a la Hardy-Littlewood (voir [AS] pour la stratégie initiale)
pour traiter le cas ou f est intégrable sur N(co). Le cas ol 7 est singuliére sera une application plus
ou moins directe du lemme de 'ombre (de la minoration pour étre précis).

On rappelle que hy est la fonction F-harmonique obtenue en considérant les masses des mesures
finies vZ.

Cas d’'une mesure 2 densité continue. Nous traitons ici le cas des mesures 7 = fv5, avec f continue
positive ou nulle.

Proposition 6.3.8. Soit f : N(oco) — R™ une fonction continue, eth:z € N — fN(OO) Kt (0,2;6) f(&)dvE (&),
la fonction F-harmonique correspondante. Alors, pour tout¢ € N(oo), ona:
h(z)

lim = = f(&),
Zl—r’rého(z) re

ot la convergence est non-tangentielle.

Preuve. Nous allons dans un premier temps montrer que la convergence a lieu lorsque z tend vers &
tout en restant sur le rayon géodésique [o, <), puis montrerons que I'on peut toujours se ramener a
ce cas.

En guise de remarque préliminaire, mentionnons que puisque kF (o, z; é) = dv? / dvg (&), nous
avons h(z) = fN(OO) f©&avk ) pourtout ze N.
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Supposons donc que (z;);en €St une suite convergeant vers &g tout en restant sur le rayon géo-
désique [0, ¢p). Nous pouvons, quitte a extraire, supposer que la distance dist(o, z;) tende vers I'infini
tout en croissant strictement. Alors, @; (¢y) = Or(0, z;) est une suite strictement décroissante d’ ouverts
relativement compacts qui converge vers {{o}.

Soit € > 0. Alors il existe un iy tel que pour tout i = i, I'on ait | f(£) — f(&o)| < € pour tout ¢ € G; (&p).
Alors, pour tout z € [0,¢), nous pouvons écrire :

h(z)
ho(2)

F(é) F(&)
ss(vE) ss(vh)’

Si 'on applique cette formule a un z;, avec i = iy, alors on voit que la deuxieme intégrale est
contrdlée par €.

Quant au premier terme, nous pouvons le majorer par (vfl_ (€O;,&0))/ mass(vlz:i))z Sup f. 1l s’agit
donc, pour conclure, de montrer que lim vfi (‘0;,(0) =0

Puisque z; — ¢, radialement, la suite d’ombres Gr(y, z;) est une suite croissante d’ouverts qui
converge vers N(oo) \ {¢}. En particulier, pour un certain i; > iy, on a “@g(o, zj,) cORr($o,z;,). Par le
lemme 6.3.2, nous avons pour tout i > i1, Or($o, zi,) cOr(z;, z;,). Ainsi, on trouve que pour tout i > iy,
ona v}z:i (‘Ogr(0,zi)) < VZ (Or(zi, z;))).

A présent, nous pouvons envoyer, par une isométrie y; € 1 (B), z; sur le domaine fondamental,
compact, qui contient o, et que nous notons K. Lorsque i croit indéfiniment, y; z;, est envoyé a I'in-
fini, et 'ombre Or(y;z;,y;z;,) a un diametre qui tend vers zéro. On a donc:

o) = / O~ FN-——zfl s / (O~ Fléon——zt
€0y (o) 0Oiy (S0)

F F F
v, (COR(0,2;,)) <V, (Or(zi, 21,)) = Vy,,, (OR(Yizi,Yizi)) — O.
1—00
En conséquence, il existe i» > i} > i tels que pour tout i > io, vfi (‘Or(0,z;,)) €.
Ainsi, lorsque i > iz, on a:

h(z;)
hO (z;)

—fo)| =2Sup fe+e=Q2Supf+1e.

Cela prouve bien que 'on a lim h(z)/ h(z;) = f(&o).

Nous affirmons a présent que le cas général se traite ainsi. Supposons par exemple que (z;);en
est une suite convergeant vers ¢y dans la topologie conique, tout en restant a distance < r du rayon
géodésique [0, &y). Il existe alors une suite (z});en de points appartenant a [o,¢), et telle que pour tout
i €N, on ait dist(z;, z;.) <r.Alors, B(z;,R) cB(z;., R+r)etonaOr(zi,R) C@R_H-(Z;,R +r). Il s’agit alors
de répéter ce qui précéde avec des ombres de taille R + r, et non de taille R. La preuve est alors finie.
a

Fonction maximale. Pour une mesure de Borel finie sur N(c0), 17, nous définissons la fonction maxi-
male par rapport a v5 par la formule suivante pour ¢ € N(oo) :

n(@R(o 2))

M, (&) =
" ¢ zec,,5 Vo (@R(O Z))

Nous prouvons dans le lemme suivant ce fait utile que la fonction maximale est faiblement v/ -
intégrable :

Lemme 6.3.9. Soitn une mesure de Borel finie sur N(co), et Cs la constante fournie par le lemme de
quintuplement 6.3.7. Alors il existe une constante A > 0 telle que pour tout a >0, on ait :

F A
Vo lMp>al< Emass(n).
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Preuve. La preuve de ce fait utilise le caractére “quintuplant” de la mesure v%, ainsi que le théoreme

ala Vitali (voir les lemme 6.3.7 et théoreme 6.3.3).
Pour a > 0, nous introduisons I'ensemble Borélien E, = {§ € N(a); M;({) > a}. Ainsi, pour tout
¢ € Eq, il existe z¢ € [0,¢) tel que :

n(Or(0,z¢) > avh (Or(0, z)).

En particulier, puisque z; € [0,¢), le Borélien E, est recouvert par les ombres Or (0, z¢). Nous pou-
vons extraire du recouvrement par les ombres Og(o, z¢) un recouvrement (Or(0, 2)) ze 7 indexé par un
ensemble discret Z. Par le théoréme a la Vitali, il existe un sous-ensemble Z* c Z telles que les ombres
(Or(0, 2))ze 2+ soient deux a deux disjointes, et telles que Eq CUzc 7 Or(0, 2) CUze 7+ Osr(0, 2).

En utilisant la propriété de quintuplement, et le fait que les ombres Gg(0, z), z € Z* sont deux a
deux distinctes, nous avons alors la chaine d’inégalités suivantes :

mass(n) = Y. 1n(Or(0,2))

zeZ*

> a ) v5(Oro2)

zeZ*

a

> — ) vy(O5r(0,2))
Cs se7+
@ F

> —v,| U Osr(0,2)
Cs zeZ*
@ F

> C—svo (Eq).

On peut a présent conclure la preuve en multipliant cette inégalité par Cs/a. d

Proposition principale. La proposition suivante est 'ingrédient technique principal pour prouver
le théoreme 6.2.1. Nous définissons 7" (0, ¢) comme le r-voisinage du rayon géodésique [0, ¢).

Proposition 6.3.10. Soitn une mesure de Borel finie sur N(c0), et h la fonction F-harmonique corres-
pondante.

1. Alors pour tout r > 0, il existe une constante C, > 0, telle que pour tout ¢ € N(oo), et pour tout
z€V7(0,&), onait :

h(z) < Cr Mp(©).
2. SiC > 1 est la constante donnée dans le lemme de 'ombre, on a pour tout z€ N :

_1 N(Or(0,2))

h(z) = C
@ =C  FGr0,2)

Avant de prouver cette proposition, voyons comment elle nous permet de prouver notre théoreme
a la Fatou.

Preuve de la premiere partie du théoréme ala Fatou. Soit 77 une mesure de Borel finie sur N(oco) et
h, la fonction F-harmonique correspondante : pour tout z € N, h(z) = || Ni(oo) kF (0, z;&)dn(&). Ecrivons
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la décomposition de Lebesgue n = fvE +n;, ott f € L} (N(00),v}), et ot1 5 est singuliere par rapport a
vE. Nous pouvons ainsi séparer I'intégrale deux morceaux et écrire 1 = hj + hy oll, pour tout z€ N :

hi(z) = / k(0,26 f(&)dvE (), et hy(z) = / k (0, 2;&)dn s (&).
N(o0) N

(00)

Pour prouver le lemme suivant, nous recopions la preuve du théoreme 7.7 de [Rul.

Lemme 6.3.11. Pour vl -presque tout & € N(co), le quotient h1(2)/ ho(z) converge vers f (&) lorsque z
tend vers ¢ non-tangentiellement.

Preuve. Comme dans la preuve du théoreme de densité de Lebesgue (cf [Ru]), nous allons utiliser des
approximations de f par des applications continues. Pour alléger, nous noterons ||.|| pour la norme
usuelle de L (N (c0), vg ). Fixons r > 0, et considérons la fonction définie par :

Tf (o) = lim 1£&) ~ FE0Ik"(0,2:8)dV4 (&),
z2—%0.J N(oo)
ol1 z converge vers &, tout en restant dans 77 (0, £y). Notre but est de prouver que pour v-presque tout
S0, T (o) =0.
Soit 7 =1 un entier. On peut trouver une fonction continue positive ou nulle f, : N(co) —R™ telle
que || f — fall < 1/n. Puisque f; est continue, on a par le théoréme 6.3.8 T]Cn =0.Ainsi,si, =f— fu:

T} o) = Ty, (o).

En utilisant que z € 7" (0,¢), en appliquant la premiére partie de la proposition 6.3.10 a la mesure
lpn|vE, et en remarquant que hy est bornée sur N, on obtient la majoration suivante, valide quel que
soit £y € N(o0) :

IA

/ 1 (&) = Pr &) 1kE (0, 2;E)dVE (&) / 1 ()1KF (0, 2;E)dV (&)
N(o0) N(o0)

+/ lpn )k (0,2;E)dVv(E)

Cr Mig, vz €0) + Ifn(So) Sup ho ().

IA

Ainsi, il existe une constante C; telle que I'on ait pour tout &y € N(o0) :

T} (o) < Cp [Myg, 15 0 +1pn (G0 |
En particulier, étant donné € >0:
{17 >2c/e}<{Mm,
¥ - palvE > € Ufldnul > €.

Une application de I'inégalité de Markov nous donne :

lipnll _ 1

=< .
& En

VP, >el <
Une application du lemme 6.3.9 nous donne :
F A A
vl [ Mig, vz >¢| = Zligull = =
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Nous pouvons choisir n arbitrairement grand. Nous trouvons donc, en faisant tendre 7 vers I'in-
fini, que {T]Z > 2C'¢} est nul pour v, et ce pour tout £. Cela prouve bien que pour un ensemble

de mesure pleine de &, T; (&p) = 0. En choisissant r arbitraire, cela prouve que 'on a un ensemble

plein pour vg constitué de ¢o € N(oo) pour lesquels lim,_. ¢ h(z) = f (o), la convergence étant non-

tangentielle. a

Lemme 6.3.12. Supposons quen soit singuliere par rapport a v, et soit h la fonction F-harmonique
correspondante. Alors pour v -presque tout &y € N(00), on alim,_.¢, h(z) = 0, quand z converge vers
¢o non-tangentiellement.

Preuve. Nous utilisons le théoréme de différentiation des mesures (théoréme 6.3.4). Puisque 7 est

singuliere par rapport a v, on a pour v -presque tout &,

1n(Or (o0, 2))
T =0
z—& vE(Or(0,2))

la convergence z— ¢, étant non-tangentielle.

Fixons-nous &, et choisissons r > 0, ainsi que € > 0 et (z;) jen qui converge vers &g tout en restant
dans 7" (0,¢p). Nous demandons, sans restriction, que la suite des dist(o, z;) soit strictement crois-
sante. Nous déduisons de ce qui précede I'existence d'un indice iy tel que pour tout z € 77 (0,&g) plus
loin de o que z;,, on ait n(Cr (o, Z))/VE(@R(O, zZ)) <e.

Nous pouvons alors décomposer la mesuren =1, +n, ouun; = 0150k (0,2;,) €12 = 1|6k (0,2;9) de sorte
que pour tout z € N, h(z) = h1(2) + ha(z), ol

h,-(Z)z/ k" (0,2:6)dn;(©), j=1,2.
N(o0)

Nous pouvons appliquer ici la premiere partie de la proposition 6.3.10 : on a pour tout z € 7" (0, o)
plus loin de o que z;, :
ha(2) < CrMn2 (o) = Cre,

la derniere inégalité étant vraie parce que par le choix de iy, on a pour tout z € 7" (0, ) plus loin de o
que z;y, N(Or(0,2))/vE(Or(0,2) <e.

Reste a majorer la premiére intégrale. Comme dans la preuve de la proposition 6.3.8, nous pou-
vons trouver i; > iy tel que pour tout i > i1, on ait k¥ (0, z;;&o) < € : en particulier, pour tout i > iy,
hi(z;) < emass(n).

Nous trouvons donc, pour tout i = iy, h(z;) < €(1+ C,). C’est bien que lim;_. o, (z;) = 0 et ce pour
toute suite (z;) e, €t tout r > 0. Cela conclut la preuve du lemme. O

Preuve de la seconde partie du théoréme ala Fatou. Nous supposons donnée une mesure de Borel
. , . ‘s s F PO cops o

finie n, qu'on suppose singuliére par rapport a v,,. Le théoreme de différentiation des mesures 6.3.4

nous dit qu’alors pour n-presque tout ¢, on a:

. N(Or(o,2))
hm —_— =
z2—¢&vE(Or(0,2))

la convergence z— ¢ étant non-tangentielle.

D’autre part, la seconde partie de la proposition 6.3.10 assure I'existence d'une constante C telle
que pour tout z, h(z) = C™'n(@r(0,2))/vE(Or(0,2)). Cela implique donc la seconde partie du théo-
reme a la Fatou : pour i7-presque tout ¢,

lim h(z) = oo,
z—¢&
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la convergence z — ¢ étant non-tangentielle.
Finalement, le théoreme a la Fatou est prouvé si I’on sait que la proposition est vraie. Le reste du
travail sera donc de prouver cette proposition. d

3.4 - Preuve de la proposition principale

Preuve de la seconde partie de la proposition. Le seconde partie de la proposition 6.3.10 est la plus
facile a prouver : c’est une simple application du lemme de I'ombre. Il s’agit de prouver que pour
toute mesure de Borel finie 7 sur N(co), si & est la fonction F-harmonique correspondante, on a pour
tout z€ N,
1 N(Or(0,2))
V5 (Or(0,2))

Soit donc 1 une mesure de Borel finie sur N(oco), et i la fonction F-harmonique correspondante.
Etant donné z€ N, on a h(z) = f@R(o,z) kF (0, z;&)dn(&).

Nous pouvons utiliser la minoration donnée par le lemme de I'ombre : nous avons une constante
C indépendante de z telle que pour tout ¢ € Or(0,2), I'on ait k' (0, z;&) = C™1/vE (Or(0, 2)).

Nous concluons la preuve en injectant cette minoration dans l'intégrale. d

h(z)=C~

Idée pour la preuve de la premiére partie. La premiére étape est de se ramener au cas ou r = 0,
c’est-a-dire lorsque les convergences a I'infini sont mieux que non-tangentielles : elles sont radiales.
Nous montrerons ensuite que pour toute mesure de Borel finie 7, si & est la fonction F-harmonique
correspondante, nous avons, pour tout ¢ € N(oo), et tout z sur le rayon géodésique [o,¢), pour une
certaine constante Cy >0 :
h(z) = CoM;(S).

Prenons-donc ¢ € N(00), ainsi que z (suffisamment loin) sur le rayon géodédique [o,¢). Nous al-
lons subdiviser le segment géodésique [0, z] en points zy, ..., Zk(z), tels que o0, zx(y), ..., 21, 20 = z soient
alignés dans cet ordre et que I'on ait dist(z;, z;—1) = R/2. Cette subdivision a été choisie de sorte que
l'on ait pour touti =1,

ORy2(0,2;) cOR(0,zi-1) cOR(0, z;).

Notons de plus qu'on a alors dist(o, zx(;)) < R/2, de sorte que Or(0, zx(z)) = N(oo0). Cette condition
a des conséquences géométriques qu'on analysera plus tard. Si 'on note €; = Or(0, z;), on pourra
découper l'intégrale de la fagon suivante :

k(z)
hz)=) k" (0,2;6)dn(&) + / k" (0, 2;6)dn(@).
i=1J0;\0; Oy

Nous traiterons la derniére intégrale grace au lemme del'ombre : il vient immédiatement, puisque
pour tout ¢ € O (0, 2), kF' (0, z;&) < CIvE (Gy). En injectant cette majoration dans I'intégrale, nous trou-
vons que la derniere intégrale est inférieure a Cn(Gp)/ vg (@), qui est lui-méme inférieur a CM; (<) .

Quant a la somme, nous la traiterons de la fagon suivante. Il y a la relation de cocycle :

kf (0,2;€) = k' (0, 2;; ) kF (21, 2; €).

Nous pouvons appliquer ici encore le lemme de I'ombre pour dire que pour tout ¢ € @;, k¥ (0, z;;¢) <
C/ vg (0;). Nous pouvons aussi effectuer la majoration brutale suivante : pour tout ¢ € 0; \ 0;_1,

k(zi,z6) = Sup kF(zi,26):
f€@i\@[,1
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notons k; cette borne supérieure. En injectant tout cela dans I'intégrale, nous trouverons alors :

k(z) - k(z) n(@;) k(z)
Y / k" (0,2;8)dn&) <C ) ki <CMy(©&) ) ki.
i=1J0;\O;, i=1 VF(@i) i=1

A présent, le cceur de la preuve consiste a évaluer la somme }_ k;. Pour ce faire, nous devrons faire
appel a deuxlemmes géométriques, utilisant le fait crucial que lorsque ¢ € G;\G;_;, on a en particulier
£ e Or(0,2;)\Og2(0, z;), ainsi que le théoreme ergodique de Birkhoff, pour conclure qu k; est dominé
par le terme général d'une série géométrique. Ceci concluera donc la preuve.

Nous allons procéder de la facon suivante. Dans un premier temps, nous nous ramenerons au cas
de la convergence radiale. Puis nous donnerons nos deux lemmes géométriques, qui sont de simples
conséquences de théorémes de comparaison. Ensuite, nous prouverons le théoréme dans le cas ou
F =0 : la derniere étape (recours au théoréme de Birkhoff) sera alors inutile, et 'application des
lemmes géométriques n'en sera que plus transparente.

Se ramener au cas de la convergence radiale. Nous utiliserons le lemme suivant pour nous rame-
neraucasr=0

Lemme 6.3.13. Soit r > 0. Il existe un réel L, > 0 tel que pour tout couple (z,z') € N x N distants d'au
plusr, on ait, pour tout & € N(oo) :
L'<kf(Z,z8<L,.

Preuve. Considérons un réel r > 0, ainsi que deux points z,z’ € N distants d’au plus r. Soit ¢ € N(co).
11 suffit de prouver la majoration, puisque 'on a K (z,z'; )= (kF (2, z; oL

Nous pouvons sans restriction supposer que f¢(z, z') positif, si bien qu'il existe z” € [z;¢) appar-
tenant a ’horospheére centrée en ¢ et passant par z’. Nous pouvons alors écrire :

/ ﬁ—/ F /(ﬁ—P(P))].
¢ ¢ 2"

Nous avons f¢(Z,z) < dist(z’,z) < r, ainsi par I'inégalité triangulaire, dist(z’,z") < dist(z’,2) +
dist(z, z") < 2r. En comparant la distance géodésique et horocyclique (voir le théoréme de Heintze
et Im Hof 3.4.8), nous voyons qu’alors, disty(z,z") < 2/bsinh(2br) (ici disty désigne la distance ho-
rosphérique).

En utilisant le caractere Holder de F, ainsi que la contraction exponentielle de la distance horo-
sphérique le long des rayons géodésiques [Z/,¢) et [z”,&), nous pouvons majorer le premier facteur
par un réel positif ne dépendant que de r et de F.

En utilisant le fait que F — P(F) est borné et que dist(z”,z) < r, il est possible de majorer le se-
cond facteur par un terme ne dépendant que de r et de F. Nous pouvons alors conclure la preuve du
lemme. O

kF(Z,z;&) =exp exp

Nous déduisons de ce lemme que pour toute mesure de Borel finie 17 sur N(o0), si /2 est la fonction
correspondante, nous avons h(z)/h(z') < L, dés que z etz’ sont distants d’au plus r. Ainsi, s'il est
vrai que pour tout § € N(c0), et z € [0,¢), on ait h(z) = CoM; (<), alors pour tout Z €V (0,8), il existe
z€[o,{) tel que dist(z,2z') <1, et h(Z') < L, h(z) < L, Co My, (&).

Ainsi, pour conclure la preuve de la proposition, il nous suffit de la prouver dans le cas de la
convergence radiale.

137



3. PREUVE DU THEOREME A LA FATOU

Deux lemmes géométriques. Les lemmes suivants sont d'immédiates conséquences du théoréme
de comparaison de Topogonov (voir [CE]), et des inégalités CAT(-a?) (voir [BH]) qui permettent de
comparer triangles de N avec ceuxde N_;2, etde N_ . IIs sont néanmoins des ingrédients importants
de la preuve.

Lemme 6.3.14. [l existe un réel positif 0 tel que pour tout z € N, et touté € ‘Opy2(0,2), on ait :
5050 = 00)
out &g est l'extrémité du rayon géodésique issu de o et passant par z.

Preuve. Nous allons nous restreindre étape par étape a un cadre plus facile. Soit ¢; I'autre extré-
mité de la géodésique passant par o et z, de sorte que ¢1,0, z,&( soient alignés dans cet ordre sur
la géodésique (£1,¢p). Nous avions prouvé par un argument de convexité (voir le lemme 6.3.2) que
ORr2(&1,2) cORj2(0, 2) : ainsi, il suffit de minorer ’angle extérieur en z du triangle géodésique dont les
sommets sont 1, z, et &, ot € € °Oryo (&1, 2).

Il est immédiat qu’il suffit de minorer cet angle lorsque la géodésique (¢,¢) est tangente a la
sphére S(o, R/2), c’est-a-dire lorsque la hauteur du triangle est R/2. Considérons un tel triangle et
appelons 0 I'angle extérieur en z.

Le théoreme de Topogonov entraine que sil’on considere le triangle, noté Ag,,, (unique a isomé-
trie prés en courbure constante) de N_;2 avec deux points a I'infini, un point, noté z, dans N_, et
une hauteur de R/2, alors I'angle extérieur a ce triangle en z est < 6.

Enfin, en appliquant le théoreme de Gauss-Bonnet, nous trouvons que I'angle extérieur a Ag/» en
z de N_j est égal a b?Aire(Ag/2).

Ainsi, nous pouvons conclure : une borne inférieure universelle de l'angle extérieur recherché est
donnée par b*> que multiplie l'aire du triangle dans N_,> ayant deux points a Uinfini et une hauteur de
R/2. O

Avant d’énoncer le prochain lemme, et afin d’en faciliter la lecture, nous rappelons notre conven-
tion pour le cocycle de Busemann. Etant donnés deux points z;, z; € N et un point ¢, nous posons :

Pe(z1,22) = lim dist(zz, ¢(T) - dist(zy, ¢(T)),

ol c est n'importe quel rayon géodésique asymptotique a ¢.

Lemme 6.3.15. Il existe un réel K > 0 tel que quels que soient zy,z, € N tels que 0, z1, zp soient alignés
dans cet ordre, et quel que soit ¢ € Opy2(0, z1), on ait :

ﬁg(zl, 2o) = dist(z1,22) — K.

Preuve. Ici, I'ingrédient principal est donné par une inégalité CAT(—a?), ainsi que par de la géométrie
élémentaire en courbure constante (la loi des cosinus).

Soit z1,2zp et ¢ donnés comme dans I'énoncé. Le lemme 6.3.14 nous assure que, puisque ¢ €
€Or/2(0,21), et puisque o, 21, z sont alignés dans cet ordre, si 0 représente cf/zz, onaf=0,.

Nous paramétrons le rayon géodésique [z;,¢) de telle sorte que c(T) représente le point de ce
rayon situé a distance T de z;. Pour simplifier la lecture du calcul, nous noterons D = dist(z;, z2),
ainsi que L(T) = dist(zp, ¢(T)). Remarquons qu’alors, par définition, f¢(z1,z2) =lim7 . oo L(T) - T.

Intéressons-nous donc au triangle dont les sommets sont z;, zz, et ¢(T). Une inégalité CAT(—a?)
nous dit qu'il existe un triangle dans N_ 2, dont les sommets sont notés z;,z, et ¢(7) de telle sorte
que:
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dist(z1,¢c(T) =T;

dist(z,,z) = D;

t(Tz122=6;

— L(T) =dist(c(T),Z2) < L(T).

Il ne nous reste plus qu’a utiliser la loi des cosinus dans N_ 2, c’est-a-dire que 'on a :

cosh(aL(T)) = cosh(aD) cosh(aT) — cosfsinh(aD)sinh(aT).

En utilisant que 6y < 6, que L(T) < L(T), en divisant par cosh(aT), et en factorisant par cosh(aD), il
vient :

cosh(aL(T))

cosh(aD)(1 — cosfptanh(aD)tanh(aT))
cosh(aT)

1-cos0
= exp(aD)T

v

)

pour la derniere inégalité, nous utilisons les faits que tanh x < 1, et cosh(x) = e*/2 pour tout x > 0.
Lorsque T tend vers I'infini, cette inégalité devient exp(af¢(z1, 22)) = exp(adist(z, z2)) (1-cosbp) /2.
La quantité (1 —cosfy)/2 est < 1, donc en passant au logarithme, et en divisant par a, on obtient

exactement la conclusion du lemme avec —K = 1/alog[(1 — cosfy)/2]. d

Cas du potentiel nul. Le noyau associé au potentiel nul est défini par :
k°(21,22;¢) = exp(—hPe (21, 22)),
oll z1, 22 € N, & € N(c0), et h est 'entropie topologique du flot géodésique g; sur T'B.

Proposition 6.3.16. Soitn une mesure de Borel finie, et h la fonction 0-harmonique correspondante.
Alors il existe une constante Cy > 0, telle que pour tout &y € N(oco) et tout z € [0,£), on ait :

h(2) < CoMy (&)

0

Ici M (§) est la fonction maximale définie par rapport a la mesure de Patterson-Sullivan v, c’est-
a-dire la mesure a I'infini correspondant a la mesure d’entropie maximale.

Comme indiqué précédemment 'idée consiste, lorsque z € [0,{), a subdiviser le segment [0, z].

Lemme 6.3.17. Soit¢ € N(o0), et z € [0,¢). Considérons une subdivision o, zy(z), ..., 21, 20 = Z de points
alignés dans cet ordre de [0, z], tels que pour touti = 1, l'on ait dist(z;, z;—1) = R/2. Alors pour touti =1,
ona:

ORy2(0,2;) cOR(0,zi-1) <OR(0, ;).

Preuve. La preuve de ce lemme est immédiate : puisque pour tout i = 1, 0, z;, z;—1 sont alignés dans
cet ordre, et puisqu’on a dist(z;, z;—1) = R/2, de sorte que B(z;, R/2) < B(z;-1,R). a

Nous désignerons dans la suite par €; 'ombre Og(o0, z;).

Soit a présent n une mesure de Borel finie sur N(c0), et & la fonction 0-harmonique correspon-
dante, que 'on peut écrire :

h(z) = / e P an ).
N(c0)
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Comme nous I'avions indiqué lorsque nous avons donné I'idée de la preuve, nous allons décom-
poser h en une somme d’intégrales :

k(2)
hz)=) e~ P03 g (&) + / e~ P02 gn (). (6.3.10)
i=1J0;\0;, 0o

Nous noterons, par commodité, I; I'intégrale du noyau sur G; \ O;_,.

Lemme 6.3.18. Si C est la borne donnée par le lemme de U'ombre, la derniere intégrale de la décompo-
sition (6.3.10) est majorée par CMy(So), et ce pour tous §o € N(o0) et z € [0,¢o).

Preuve. Nous avions déja donné 'argument précédemment : le lemme de 'ombre 6.3.5 appliqué
au potentiel 0 nous assure que pour tout z € N et tout ¢ € Gr(0,z), on a e~ P<(>9 < C/VI(Gr(0, 2)).
Nous obtenons la majoration en injectant cette inégalité dans I'intégrale et en remarquant que par
définition, n(Cr (o, 2))/ vg(@R(o, z)) < My ($o), ou & est I'extrémité du rayon géodésique issu de o et
passant par z. O

Lemme 6.3.19. Soit {y € N(00), et z € [0,¢p). Choisissons un indice i € {1,2,...,k(z)}. Appelons k; la
borne supérieure de e”"P¢\%9 prise sur tous les & € 6;\ G;_,. Alors, si C est la constante donnée par le
lemme de l'ombre, on a :

I; < CkiMn(f()).

Preuve. Comme nous ’avions indiqué lorsque nous avons donné I'idée de preuve, nous commengons
par écrire la relation de cocycle e~ "P:(0:2) = g=hBe(0,2) p=hP(2i,2)

Lorsque ¢ € 0;\0;_1, nous effectuons d'une part la majoration brutale e~ hPe(zi.2) < [, puis d’autre
part, la majoration donnée par le lemme de I'ombre : e~"#:(%2) < C/v9(@;).

En injectant ces majorations dans l'intégrale, et en remarquant que par définition, (G;)/ vg @) <
M;,($o), nous arrivons a la majoration souhaitée. a

Lemme 6.3.20. Soitéy€ N(oo), et z€ [0,&p). Choisissons un indicei € {1,2,...,k(z)}. Alors nous avons :
ki< eKhe—hig’
ot K est la constante donnée par le lemme géométrique 6.3.15.

Preuve. Nous avons, par le lemme 6.3.17, 0; \ O;_, cOg(0, z;) \ Or/2(0, z;). On en déduit par le lemme
géométrique 6.3.15, que pour tout ©; \ 0;_1, on a f¢(z;, z) = dist(z;, z) — K.

En multipliant par —h, puis en passant a 'exponentielle, nous trouvons le résultat souhaité : il
suffit de remarquer que par définition, dist(z;, z) = iR/2. d

Fin de la preuve de la proposition 6.3.16. Soit {y € N(00), et z € [0,{(). Soit 7 une mesure de Borel
finie sur N(o0), et h la fonction 0-harmonique correspondante. Nous avons décomposé h en somme
d’intégrales : nous avons h(z) =Y ; I; + f@R(O'Z) e P02 gn ().

Par le lemme 6.3.18, la derniere intégrale est majorée par CM;(So).

Par les lemmes 6.3.19 et 6.3.20, nous avons la majoration suivante pour tout i € {1,..., k(z)} :

Ii < eKhe—hl'R/zMn(é-O)'

Nous reconnaissons le terme général d'une série géométrique. Ainsi, nous pouvons conclure a I'exis-
tence d'une constante Cy, qui ne dépend pas ni z ni de &, telle que I'on ait :

h(2) < CoM(&0).

La preuve de la proposition est donc terminée. d
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Le cas général. Nous traitons a présent le cas oi1 F : T' B— R est un potentiel Holder quelconque.
Nous voulons prouver qu’il existe une constante positive Cy, telle que pour toute mesure de Borel
finie 17 sur N(c0), et pour tout &y € N(00), z € [0,£p), nous ayons, si h est la fonction F-harmonique
correspondantan :

h(z) < CoMy (o).

Dans ce cas aussi, il est possible, étant donné ¢, € N(c0), et z € [0,¢)p), de subdiviser le segment
lo, z] avec o, Zx(z), ..., 21, 20 = %, vérifiant les propriétés ayant été énoncées plus tot, et de décomposer
une fonction F-harmonique / de la méme maniére :

k(z)
h(z)=) kF (0, 2;&)dn (&) + / kE (0, 2;&)dn (). 6.3.11)
i=1J0;\0; Oy

Dans ce cas, les lemmes 6.3.17, 6.3.18, 6.3.19 s’énoncent et se démontrent de facon identique en
remplagant le potentiel nul par F. La différence vient de ce que la preuve du lemme 6.3.20 ne suit pas
directement du lemme géométrique 6.3.15, mais nécessite de la théorie ergodique. Avant d’énoncer
les lemmes nécessaires, nous rappelons pour la commodité du lecteur, la définition du noyau k* :

Z2~ Z2~
Jor)r
¢ ¢

Notre but ici est de montrer quessii € {1, ..., k(z)}, et si k; désigne la borne supérieure de KF (zi,z;€)
pour £ € O; \ O;_1, alors k; est contrdlé par le terme général d'une série géométrique. Nous pouvons
énoncer notre premier lemme (c’est le lemme principal) :

kP (z1,22;€) = exp exp(—P(F)B: (21, 22)).

Lemme 6.3.21. Il existe une constante C, indépendante de z pour laquelleon a :

/ (F—P(F))

Preuve. Soit z€ N, i € {1,...,k(2)}, et £ € 0; \ O;_,. Rappelons que le principal intérét de prendre un tel
¢ est, par le premier lemme géométrique 6.3.14, que &z;z est minoré par un angle 0y qui est universel
(nous en avons donné une interprétation dans la preuve du lemme en question).

Comme dans la preuve du lemme 6.3.20, nous déduisons du lemme géométrique 6.3.15 que pour
tout ¢ € 0; \ 0;_1, nous avons f¢(z;, z) = dist(z;, z) — K. Ainsi, nous pouvons supposer f¢(z1,z2) > 0,
car sinon, on a dist(z;, z) < K : le cocycle de Busemann est négatif sur une partie bornée seulement
de [z;,&).

Nous supposons donc dans la suite que B¢(z;,z) > 0. Soit z' le point appartenant a I'intersec-
tion de la géodésique issue de ¢ et passant par z, avec I'horosphere H;(z;). Puisque par hypotheése
Pe(z,zi) >0, les points z, z' et & sont alignés dans cet ordre.

Nous affirmons que la distance entre z’ et z; est uniformément bornée. Cela résulte en effet de
I'inégalité triangulaire et du fait que dist(z, z') = B¢(z;, 2) = dist(z;, z) — K, de sorte que dist(z;, z') =
dist(z;, z) — dist(z, z') < K.

La distance horosphérique entre z’ est z; est également uniformément bornée par K’ = % sinh(bK)
(voir le théoréme de Heintze et Im-Hof 3.4.8).

A présent, nous pouvons écrire le noyau sous la forme suivante :

/ ﬁ—/lﬁ /(ﬁ—P(F))].
¢ 13 z'
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kF(zi,z; ) <exp exp
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Le facteur de gauche se majore exactement comme lors de la preuve du lemme 6.3.13.

Reste a traiter le second facteur. Ainsi qu’on I’a remarqué précédemment, le segment géodésique
[zi,z] K-piste [Z/, z], et K est une constante uniforme. Donc, puisque la fonction F est Holder sur T B,
nous en déduisons que le rapport entre exp| [, (F — P(F))] et expl |, Zzi (F — P(F))] est borné.

La preuve du lemme est alors terminée. a

Nous rappelons que I'état de Gibbs du flot géodésique g; associé a F a une entropie positive, que
nous notons hy,,.. Rappelons enfin la caractérisation variationnelle de I'état de Gibbs pr : nous avons:

P(F) = hy, +/qup. (6.3.12)

Lemme 6.3.22. [l existe une constante C, > 1 tels que pour tout { € N(oo), et tout couple z1,z, € N tel
que z1, zy et soient alignés dans cet ordre, on ait :

/ (F-P(F)

Preuve. Utilisons le théoréme de Birkhoff. Pour up-presque tout ve T'B,ona:

exp = Cyexp

)

h
—%dist(zl, 29)

T

) 1
Tll_I’I(lXJ? . Fogt(v)dt:/qup.

Par la caractérisation variationnelle de I'état d’équilibre, il vient que pour ug-presque tout v,

T—o0

T
lim %/ (Fogt(l/)—P(F))dt:/Fd,ul:—P(F)z—hﬂF.
0

Ainsi, en prenant I’exponentielle, nous trouvons que le rapport entre les expressions exp| fOT(F °
g:(v))dt] et e~ T est sous-exponentiel en T.

Les relevés au revétement universel des géodésiques typiques sont exactement celles dont les
deux extrémités sont typiques. Ainsi, il existe un Borélien & < N(co) plein pour v’ tel que pour toute
géodésique dont les extrémités sont dans &', et pour tout couple de points (z;, zp) appartenant a cette
géodésique, le rapport entre exp| || ZZIZ (F-P(F)] et e~ 9112y est une fonction sous-exponentielle de
la distance entre z; et z;.

Puisque la classe de vg charge tous les ouverts, 'ensemble & est dense. Alors pour T = dist(z;, zp)
fixé, il existe deux points z et z’ a distance 1 respectivement de z; et z; tels la géodésique (z, z) ait ses
deux extrémités dans & .

Un argument de convexité montre alors que le segment géodésique [z,z'] 1-piste le segment
[z1,22], et de cela, ainsi que de la Holder continuité de F, on déduit que les quantités suivantes sont
en rapport borné indépendamment de T

— expl[;*(F- P(P)] etexpl [/ (F - P(F)];

_ e—dist(z1 ,Z2)h —dist(z,z’)h,,F )

ur et e

Nous en déduisons que le rapport entre expl [* (F—P(F)] et e~dist@L2) et sous-exponentiel en
dist(z1, 22), et ce quels que soient z; et z,. Cela permet en particulier de conclure la preuve du lemme.
O
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Fin dela preuve de la proposition principale. Nous pouvons conclure a présent exactement comme
dans la preuve pour le potentiel. Une application des deuxlemmes 6.3.21 et 6.3.22 fournit une constante
Cs > 0, telle que pour tout ¢ € N(co), tout z sur le rayon géodésique [o,¢), et tout indice i,on a:

ki < C3€7ihﬂFR/4,
ol1 k; estla borne supérieure de kf (z;, z; &), pour & € G;\@;_; : k; est donc dominé par le terme général

d’une série géométrique.
Cela nous permet donc de conclure, comme nous I'avions fait dans le cas particulier F=0. O
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Chapitre VII

Résultats d’unicité et d’équidistribution
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1. RESULTATS D’UNICITE DANS LE CAS DES FIBRES FEUILLETES PROJECTIFS

1| Résultats d’unicité dans le cas des fibrés feuilletés pro-
jectifs

Le but de cette section est de prouver quelques résultats d'unicité dans le cas des fibrés feuilletés
dont la fibre est CP!, lorsqu/il n'’y a pas de mesure invariante par holonomie. Plus précisément, nous
prouvons que, dans le cas ou la base est courbée négativement :

1. les feuilletages stables et instables du flot géodésique feuilleté sont uniquement ergodiques;

2. il existe une unique mesure de Gibbs pour le flot géodésique feuilleté associé a tout potentiel
Hoélder;

3. ily a une unique mesure F-harmonique pour tout potentiel Holder.

Dans tout ce qui suit, B sera une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov ¢; de classe
C? et topologiquement mélangeant. Nous considérons un fibré feuilleté avec une fibre CP! et une ho-
lonomie projective p : 7, (B) — PSLy(C), (Il, M, B, CP!, %). Nous supposons que les feuilles sont para-
métrées par la structure Riemannienne de la base. Comme nous I'avons fait au chapitre précédent,
nous pouvons relever tous les objets reliés a ¢, par la fibration : nous avons donc un flot feuilleté
@, avec des feuilletages invariants W*, et des familles de mesures dans les feuilles notées (/_11’; JxeM
(x=cs,cu,s, u).

1.1 - Un cocycle projectif localement constant

Dans [BGV], Bonatti, Gbmez-Mont et Viana ont remarqué que le flot feuilleté ®; est un cocycle
projectif localement constant au dessus de ;. En effet, par définition, nous savons qu’au dessus d'une
carte trivialisante U, les orbites de ®; sont juste des copies ¢, avec le méme paramétrage. Ainsi le flot
@, envoie fibre sur fibre. Nous noterons ainsi le cocycle obtenu :

A(p) = (@, : Vp— Vop.(p)>
pour t € R, et p € B. Nous avons ainsi la relation de cocycle suivante :
At1+l'2 (p) = Al'l ((Pt2 (p))Al’z (p)~

Remarquons que lorsqu’on choisit un segment d’orbite ¢ = ¢|o 1/ (p), alors A;(p) est 'application
d’holonomie le long du chemin c. Le cocycle est donc projectif : le flot relevé @, envoie fibre sur fibre
comme un élément de PSL,(C). Dire que ce flot est localement constant est exactement la méme
chose que de dire que le fibré est plat. Si deux segments d’orbites ¢ = @[ 1 (p) et ¢’ = @0, (p’) sont
recouverts par la méme chaine de cartes trivialisantes, alors les transformations d’holonomie le long
de c et ¢’ sont les mémes : A;(p) et Ay (p') sont égales en tant que transformations de la droite pro-
jective CP!. Lorsque nous introduirons les partitions de Markov associées au fibré, nous éclaircirons
un peu ce point.

1.2 — Critere pour I’existence d’exposants de Lyapunov non nuls

Exposants de Lyapunov. Le théoreme d’Oseledets assure I'existence d’exposants de Lyapunov pour
ce cocycle sur un ensemble de Borel de mesure pleine pour toute mesure invariante par le flot ¢;.
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Pour tout p € B se trouvant dans cet ensemble de Borel, ses exposants de Lyapunov maximal et mini-
mal sont respectivement définis par les formules suivantes :

1
X' (p)= lim —log(llA(p)ID,

1
X (p) = lim —log(l14(p) 117D,

En utilisant le codage des flots d’Anosov, Bonatti, Gémez-Mont et Viana ont prouvé le théoréme sui-
vant :

Theoréme 7.1.1 (Bonatti, Gémez-Mont, Viana). Soit ¢, un flot d’Anosov de classe C? et topologique-
ment mélangeant sur une variété Riemannienne close B, et (I, M, B, CPL, %) un fibré feuilleté projectif
au dessus de B. Supposons que les feuilles soient localement isométriques a B, et considérons le flot
hyperbolique feuilleté ® . Alors nous avons la dichotomie suivante :
— soit il existe une mesure de probabilité sur CP' invariante par le groupe d’holonomie;
— ou il existe un ensemble de Borel &, plein pour tout état de Gibbs de ¢ associé a un potentiel
Hélder, tels que le cocycle associé a ®; a un exposant de Lyapunov maximal strictement positif en
tout point de % .

Dans le reste de la section nous supposerons donc qu'il n’y a pas de mesure de probabilité sur CP!
invariante par le groupe d’holonomie p (1 (B)).

Sections de Lyapunov. Par le théoréme 7.1.1, et le théoreme d’Oseledets, nous avons :

Proposition 7.1.2. Pour tout p € Z ily a une décomposition de la fibre V,, = o (p) @ 0~ (p) telle que :
1. elle varie mesurablement avecle p ;
2. elle commute avec le cocycle : pour tout pe X etteR, At(p)air (p) = o* (p:r(p));

3. pour tout p € &', nous avons les propriétés suivantes :

1
tlim ;logdistvp(A[(p)x,(fr((pt(p))) =—-2A%(p) pour tout xe V,\{o™ (p)},
— 00

1
lim —logdisty, (A-/(p)x,0” (9p-((p) = =247 (p) pour tout x€ V,\{o" (p)}.

t—oo
4. les sections sont déterminées par les propriétés suivantes :

tlim [|A_;(p)v|| =0 si et seulement si ve o™ (p),
— 00

tlim |A:(p)v|| =0 siet seulement siveo™ (p).
— 00

Remarque. Les applications o* sont des sections mesurables du fibré appelées sections de Lyapu-
nov. En particulier, elles trivialisent le fibré, qui peut étre linéarisé au dessus de &, la derniére pro-
priété énoncée dans la proposition précédente I'est dans ce contexte. Ici, A;(p) agit sur les vecteurs
de C? : méme si A,(p)v n’est pas bien défini a priori, puisque A,(p) est une matrice au signe pres, sa
norme l’est.

Proposition 7.1.3. 1. Les deux sections commutent avec le flot : ®;00* = 0% o ;.
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2. La section o™ préserve le feuilletage instable, c’est-a-dire que a*(W4(p)) = W't (p)), et com-
mute avec les transformations d’holonomie instable.

3. Lasection o~ préserve le feuilletage stable, c’est-a-dire que o~ (W*(p)) = W' ( p)), et commute
avec les transformations d’holonomie stable.

Cette proposition est diie a Bonatti et Gbmez-Mont (voir [BG]), qui ont I'ont prouvée dans le cas
ol la base est le fibré unitaire tangent a une surface hyperbolique, avec le flot géodésique. Nous re-
produisons leur argument ci-dessous dans notre contexte.

Preuve. Les sections commutent avec les flots a cause de la propriété de commutation énoncée dans
la proposition 7.1.2.

11 suffit de prouver la deuxieme assertion : la troisieme suivra par un argument symétrique. Il est
plus facile de travailler avec la linéarisation du cocycle au dessus de & . Prenons deux points p,q € &
qui appartiennent a la méme variété instable, et considérons un segment instable les reliant que nous
désignerons par I'“. Considérons le relevé de ce segment commengant en un point v de la fibre C2 de
p tel que v € o (p). Nous devons prouver que le point d’arrivée, noté w, appartient a a*(g).

Puisque le segment I* est instable, sa longueur est contractée exponentiellement par itération
négative du cocycle. Puisque par ailleurs v € o* (p), son image par itération négative du cocycle tend
vers zéro. Finalement, par I'inégalité triangulaire, 'image de w par itération négative du cocycle tend
vers z€ro : ainsi w appartient 2 0" (q) et est 'image de v par holonomie le long de I“. d

1.3 - Remonter les états de Gibbs

Les relations de cocycles. Nous avons défini précédemment des cocycles associés aux feuilletages
stable et instable du flot feuilleté @, : voir les relations (6.1.1), (6.1.2). Nous nous intéressons dans ce
qui suit aux propriétés ergodiques de ces feuilletages : en particulier, nous voulons étudier |'existence
et 'unicité de familles de mesures sur les ensembles I et I~ des transversales locales respective-
mentde W et WS, mettons (VET) Teg+ €t (V;«y ) Teg— telles que :

d [hol%_,Tz « v;m]

+
dvRT2

(x) = kg (x,holf, _ 1. (x)), (7.1.1)
ou Ty, T, € I+, et x appartient au domaine d’une application d’holonomie holLT‘Z_,TI, et:

d [holSTl_,TZ « v;m]

dvF)T2

(x) = kj(x,hol}, _ 1, (x)), (7.1.2)

ou T, T, € 9 7, et x appartient au domaine d'une application d’holonomie hol‘Tz_,Tl.

Le but de ce qui suit est de prouver que lorsque’il n'y a pas de mesure sur la fibre invariante par
le groupe d’holonomie, de telles mesures existent et sont uniques pour tout potentiel Holder. En par-
ticulier, nous voulons prouver que dans ce cas, les feuilletages stables et instables sont uniquement
ergodiques.

Remarque. D’apreslelemme 1.3.4, il suffit de prouver I'existence d'une famille de mesures vérifiant
la condition de cocycle (7.1.1) (resp. (7.1.2)) sur un systeme complet de transversales au feuilletage
instable (resp. feuilletage stable), pour obtenir une famille de mesures sur toute les transversales du
feuilletage instable (resp. feuilletage stable).
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Mesures commutant avec les sections de Lyapunov. Nous présentons une conséquence de la pro-
position 7.1.3 qui est facile, mais qui sera importante par la suite. Nous rappelons que nous avons
relevé via la fibration les familles de mesures (A}, p) peB, * = §,u et ce pour tout potentiel Holder

F: B—R. Plus précisément, si x = s ou u, alors, pour tout x € M, p =Il(x), et D cW” (x), nous avons
défini :
Afx(D) = A%, (TI(D)).

De plus, par la proposition 7.1.3, pour tout p € &, larestriction de I1 éW?oc((ﬂ (p)) (resp. W;OC(O'_ ()
est un inverse local de o™ (resp. o~). Nous obtenons donc le :

Lemme 7.1.4. Soit F : B— R un potentiel Hilder. Alors les sections de Lyapunov commautent avec les
mesures au sens que pour tout pe &,

+ u _ 2u - s _ 72s§
o *AF,p_AF,o*(p) et o */IF,p_ Eo-(p)-

Relevés des états de Gibbs. Tout état de Gibbs donne mesure pleine au Borélien & : ils peuvent
tous étre relevés par les sections de Lyapunov. Si F : B— R est un potentiel Holder, et si y est1’état de
Gibbs, nous définirons :

+ + - -
Mp=0 *Up, Hp=0 *[p.
Puisque les sections de Lyapunov commutent avec les flots, ces mesures sont invariantes par ®;.
Le théoreme 7.4.1 que nous prouvons en appendice entraine le théoréme suivant :

Theoréme 7.1.5. Les mesures u}. et yuy sont les seules mesures invariantes et ergodiques pour ®; se
projetant Ur.

Désintégrations dans les plaques stables et instables. Nous allons déduire a présent de la struc-
ture de produit local de pr, que uj. posséde une désintégration absolument continue par rapport a

(W”,Z; 1), etque uaune désintégration absolument continue par rapport a (WS,%IS:_ ). Pour ce faire,
recouvrons B par des petits ouverts possédant la structure de produit local : V; = [W}? (p:), W} (pi)],
qui de plus trivialisent le fibré. Nous avons vu dans le théoreme 2.1.7 I'existence de densités wl‘% » dé-
finies pour p € V; satisfaisant les relations (2.1.7), et telle que ur soit obtenu, en restriction a V; par
intégration des mesures 1,(/1’{7 p/lﬁ » contre A?pi’ avec p € chosc(pi).

Un systeme complet de transversales au feuilletage instable dans M est donné par les T;° =

H_l(WlCOSC(pi)). De plus, nous pouvons recouvrir M par les préimages U; = )= UxETi“ W?oc(x).
Nous pouvons alors relever les densités aux ensembles U; : nous désignons les relevés par ¢/ ..

Bien entendu, par un argument symétrique, si nous changeons les roles des feuilletages instable
et stable, nous voyons que les ensembles U; sont également remplis par des plaques stables fortes, sur

lesquelles sont définies des densités locales vy, , et que 17" = ! (W (pi)) est un systeme complet

=S
de transversales pour # .
Nous pouvons alors désintégrer les mesures . et u respectivement dans les plaques instables
et stables :

Proposition 7.1.6. Soit F : B—R un potentiel Holder, et F : M —R son relevé par la fibration I1. Soit
(U;)ie1 un recouvrement fini de M obtenu en relevant un recouvrement de B par de petits ouverts pos-
sédant la structure de produit local comme expliqué ci-dessus. Alors il existe, pour x = ¢s ou cu, une
famille de mesures sur T, que l'on note v;pi, telle que :

CcS

+ Pt STT. i é U U .
- Mg est obtenu en restriction a U; en integrant les mesures wF,xAF,x contre VF,pi h
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N
~ W est obtenu en restrzctzon a U; en intégrant les mesures yy, }L  contre vy

De plus, les familles v, Ep; €t v%’; vérifient respectivement les relatzons de cocycle (7. 1 Det(7.1.2).

Preuve. Les mesures que nous recherchons sont v%spi =o't x /1%5 et v¢ F P /l%l;i. Nous savons
par le lemme 7.1.4 que la section o™ (resp. ¢~) commute avec les familles définies sur les variétés
instables locales (resp. stables locales) : puisque pg ala structure de produit local, nous en déduisons
les deux premieres assertions.

Les relations de cocycles sont clairement vérifiées car, par la proposition 7.1.3, c* et 6~ com-
mutent respectivement avec les holonomies des feuilletages instable et stable, et car les familles
(/1“‘ )lE jet ()L ),E 1, satisfont les relations (2.1.3) et (2.1.4). a

Corollaire 7.1.7. La mesure u}. est une mesure de Gibbs pour le potentiel F.

Remarque. Nous avons été conduits a faire un choix dans la définition de mesure de Gibbs. Nous
aurions trées bien pu décider d’appeler Gibbsienne une mesure de probabilité invariante par le flot, et
dontla désintégration dans les variétés stables serait absolument continue par rapport a /1;, .- Dansce
cas, uy aurait été une mesure de Gibbs. Ce qui importe est que quel que soit notre choix, les mesures
u*t et u~ ne peuvent pas étre toutes deux des mesures de Gibbs en général : sinon, nous aurions une
mesure transverse invariante. Ce sera l'objet du paragraphe suivant.

1.4 — Désintégration singuliere dans les feuilles stables et instables

Partitions de Markov adaptées au fibré. Nous avons dit plus tot que le cocycle défini par le flot géo-
désique feuilleté est localement constant. Cette propriété est de prime importance pour nous, nous
allons donc éclairer un peu ce que nous entendons par la. Lidée principale de [BGV] était d’utiliser
les partitions de Markov adaptées a un atlas trivialisant I1: M — B.

Prenons une famille de cartes trivialisantes (V1,..., Vi) dans B telles que V; N V; soit connexe ou
vide. 1l existe, par le théoréme 1.2.6 , une partition de Markov adaptée a 'atlas. Les rectangles de la
partition seront notés R; = [A;.‘,Af] (voir la définition 1.2.2) ), et les cubes C; (voir la formule (1.2.4)
pour la définition), pour i € I. Nous rappelons que les cubes sont remplis par des domaines instables
compacts qui sont 'adhérence de leur intérieur, et notés AY(p), i € I : nous les avons appelés les
plaques markoviennes instables.

Par le théoreme 1.2.6, il existe deux applications surjectives a, §: I —{1,..., k}, telles que lorsque
p € C;, nous ayons p € Vy(;) et @) (p) € V(). Ainsi, pour tout p € IntC;, Ay (p) est 'application
d’holonomie 74(;)p(;). En particulier, 'holonomie le long de segments d’orbites qui restent a I'inté-
rieur des cubes est triviale : en ce sens, le cocycle est localement constant.

Souvenons-nous de la définition de € (voir la formule (1.2.3)). C’est 'ensemble des points dont
les retours dans [J R; sont toujours a I'intérieur des rectangles. Par le théoreme 1.2.6, cet ensemble est
plein pour toute mesure de probabilité chargeant les ensembles ouverts.

Affirmation. Pour tout état de Gibbs r, nous avons pur(€ NnU; IntC;) = 1.

Tout d’abord, il est évident que tout rectangle a une mesure nulle pour toute mesure de proba-
bilités invariante m. En effet, un rectangle R; est topologiquement transverse au flot, donc il y a un
petit € > 0 tel que les images @(R;), 0 < f < € soient disjointes : par invariance de m, toutes les images
¢:(R;) ont la méme mesure, et puisque m est finie, cette mesure est nulle. A présent, nous remar-
quons que le bord d’'un cube C; est une union de rectangles, et de parties de 6’ = B\ € : pour toute
mesure de probabilité invariante chargeant les ouverts, m(dC;) =0
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En conséquence, nous supposerons que, & <6 NnUJ; IntC;.

Le lemme suivant est une conséquence immeédiate de la propriété de Markov.

Lemme 7.1.8. Soit p € IntC; pour i € I. Alors la valeur de A.-, pour t~ < 0, est constante sur A} (p), et
celle de A+, pour t* = 0, est constante sur Af(p).

Preuve. Nous utilisons la propriété de Markov (voir la définition 1.2.4) ). Si g € Int Al?‘( p), alors pour
tout t~ < 0, @~ 01(p) et ¢, (q) visitent exactement les mémes cubes de la partition. Puisque la
valeur du cocycle A~ ne dépend que de la succession de cubes visités par la trajectoire dans le passé
entre 0 et £, elle est indépendante du choix de g~ € AY(p).

Le méme argument dans le futur donne la preuve de la derniere partie du lemme. d

Sections de Lyapunov comme graphes locaux. Puisqu’'un cube C; est inclus dans une carte trivia-
lisante V, ;) : il trivialise le fibré. Ainsi, les deux sections 0" et 0~ peuvent étre écrites, en restriction a
C;, comme (Id, s;“) et (Id, s;), ol s;—' : C; — CP! sont des applications mesurables.

Lemme 7.1.9. Soiti € I. Alors, pour pp-presque tout p € IntC;,
1. lapplication s} est constante dans W[ (p) N IntC; ;

2. lapplication s; est constante dans Wl";fc( p)NIntC;;

Preuve. Nous ne prouvons que la premiére propriété : la seconde suit par un argument symétrique.
Nous savons, par la proposition 7.1.3 que o* commute avec les transformations d’holonomie in-
stable. De plus, elle commute avec les flots, et il n'y a pas d’holonomie le long d'un segment d’orbite
qui reste a l'intérieur d'un cube. Cela entraine que s, est constante sur presque toute plaque centre-
instable incluse dans Int C;. O

Le lemme suivant nous dit que les mesures uj; et uz peuvent étre obtenues par intégration de
mesures supportées respectivement sur des graphes au dessus de plaques stables et instables.

Notons U; la préimage IT~! (Int C;). Chaque cube est rempli de plaques stables fortes et instables
fortes. Ainsi, U; esr rempli par les préimages de ces plaques par la fibration II, et nous écrivons :

Ui = L] T (q) = L T(q),
geWF" (p)nInt C; qEWflfc(p)ﬁIntCi

loc

ol, par définition, Tl.* (q) = mt (Wl’gc(q) NIntC;). nous nous intéressons a la désintégration de la res-

triction (u)ju; (resp. (uz)ju;) dans les ensembles T°(q) (resp. T*(q)).

Lemme 7.1.10. Soitiel,etpeIntC;Nn%.
1. Les mesures conditionnelles de (u}.)\u, dans la partition (T} (q)) qeWs (p)ninty; par rapport a /1%’;7
5 +
sont données par g™ (w%q/l%q).
2. Les mesures conditionnelles de v, dans la partition (Tiu(q))qewﬁfc(ﬁ) NIntU; par rapport a
Affp sont données par o~ * (Y qﬂtlﬂi q

Preuve. Nous ne prouvons que la premiére assertion. Il découle du théoreme 2.1.7 que pr est obtenu
. . N . 2 . S S cu
en restriction a U;, par intégration des mesures Yy q/l Eq contre AF, P Pour conclure, nous devons

pousser cette structure de produit local par o*, puis remarquer qu'a cause du lemme 7.1.9, s;“ est
constant sur WlCoLé (p) NInt U;. O
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Désintégrations singulieres. Nous allons a présent énoncer la propriété clé des mesures u;—;. Nous
savons par la proposition 7.1.6 que u}. (resp. p7;) a une désintégration absolument continue par rap-
port a w", 711‘2, W) (resp.(Ws, /1; ))- Nous montrerons plus d’intérét a la désintégration de uj. par rap-
port au second couple, et a celle de u, par rapport au premier. La proposition suivante est le résultat
principal de la section.

Proposition 7.1.11. Soit (IT, M, B,CP!, %) un fibré feuilleté projectif au dessus d’'une variété Rieman-
nienne B portant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant et de classe C*. Supposons que les
feuilles soient localement isométriques a la base. Supposons de plus qu’il n'y ait pas de mesure inva-
riante par U'action du groupe d’holonomie. Alors :

f . . == >
1. pj a une désintégration singuliere par rapporta (W, A3, ).
Pl z . . LN p ——u 1
2. uy a une désintégration singuliere par rapporta (W, A} ).

Nous ne prouverons que la seconde assertion : la premiére suivra par un argument symétrique.
Le lemme suivant donne une condition équivalente a la conclusion de la proposition, en utilisant le
lemme de désintégration 1.5.4 qui traite des désintégrations de mesures supportées par le graphe de
fonctions mesurables.

Lemme 7.1.12. La mesure i}, a une désintégration singuliére par rapport a (Wu, ilﬂﬁ ) si et seulement
si pour touti € I, et p € X NnIntC;, il n’y a pas d’ensemble de Borel D < A} (p) de mesure positive pour
A p Sur lequel s; est constant.

Preuve. Puisque (U;);e; est une partition modulo y;, cette mesure a une désintégration singuliere

par rapport a (7”, /1}@ ) si et seulement si c’est le cas pour toutes les restrictions W €L
Par le lemme 7.1.10, si 'on choisit i € I et p; € IntC; N &, les mesures conditionnelles de (uy)u;
dansles T%(p) pour p € chosc(pi) NIntC;, sont données par :

— u u
o * (UIF,P F,p)'

La partition de U; par les variétés instables locales est une “sous-partition” de celle par les T*(p).

Lunicité dans le théoreme de Rokhlin assure que pour p-presque tout x, la mesure conditionnelle

de uy dans W;loc(x) coincide avec celle de o~ * (w;ﬁyp/llﬂi'p), ouxe T“(p).

Ainsi, nous sommes amenés a désintégrer une mesure supportée par un graphe. C’est ici que
notre lemme de désintégration 1.5.4 rentre en jeu : en restriction a C;, o0~ = (Id, ;). Ainsi, ce lemme
appliqué aux mesures o~ * (Y p)ll’ﬁ p), entraine que cette mesure a une désintégration singuliére si et

1 y . u _
seulement s'il n’y pas de D < AY(p) positif pour ;LF,p sur lequel s; est constant. a

Le reste de la preuve est un raisonnement par I’absurde. Supposons qu'il existe p € & NnIntC;,,
pour un certain indice iy € I, ainsi qu'un ensemble Borélien D € AZ) (p) avec ﬂ;’%p(D) > 0 sur lequel s;
est constant (nous supposons sans restriction que Dc %). La stratégie pour conclure la preuve est la
suivante. Par itération positive de ()L;fy p)| D/ ij p(D) par le flot ¢, nous pouvons reconstruire I'état de
Gibbs uF, grace au théoreme 2.1.8, ceci prouvera que s; est constant sur presque toute plaque mar-
kovienne instable. En utilisant un argument a la Hopf, nous prouverons alors que pour tout i € I,1’ap-
plication correspondante s; est constante pg-presque partout a l'intérieur du cube C;. Finalement,
nous prouverons que cela entraine I'existence d'une mesure transverse invariante par holonomie de
&, contredisant ainsi les hypotheses.

La preuve du lemme suivant est assez technique et sera prouvée plus tard. Apres I’avoir énoncé,
nous montrerons comment il entraine la proposition 7.1.11.
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Lemme 7.1.13. Supposons qu'il existeip€ I, peIntC;, N ¥, et Dc AZ) (p) tels que:
/1}% p(D) >0;
- §;, estconstant sur D.
Alors, pour touti € 1, s; est constant iy, -presque partout surIntC;.

Fin de la preuve de la proposition 7.1.11. Nous allons raisonner par I’absurde en montrant que si
la conclusion de la proposition n’est pas satisfaite, alors les mesures conditionnelles de u dans les
fibres sont invariantes par toutes les transformations d’holonomie du feuilletage %. En particulier,
il existe alors une mesure sur CP! invariante par I'action du groupe d’holonomie p(7;(B)), ce qui
contredit les hypothéses.

Considérons la désintégration (6,) yep de Kp dans les fibres de M. Les mesures 6, sont définies
Urp-presque partout, et sont égales aux masses de Dirac 64-(p). Par la proposition 7.1.3, il vient que
cette famille de mesures est invariante par toute transformation d’holonomie le long d'un chemin
tangent a # °*.

A présent, supposons que la conclusion de la proposition 7.1.11 ne soit pas satisfaite : les me-
sures conditionnelles de y; sur les plaques instables ne sont pas singuliéres par rapport a (/il’fﬂy ). Par
le lemme 7.1.12, cela entraine I'existence d’'un cube C;, B, et d'un ensemble de Borel D inclus dans
un domaine instable de C;, positif pour A Ep Sur lequel §;, est constant. Finalement, par le lemme
7.1.13, cela entraine que sur tout cube C;, I'application s; ‘est constante Up-presque partout. Sil'on
préfere, pour tout indice i les mesures conditionnelles (6 p)pec; sont invariantes par toute transfor-
mation d’holonomie le long d'un chemin restant dans C;.

Tout chemin dans B est homotope a la concaténation d'un chemin tangent a # ¢ et d'un chemin
tangent a #'“. Ainsi, pour prouver que la famille (6,,) e g est invariante par toutes les transformations
d’holonomie, il est suffisant de prouver qu’elle est invariante par les transformations d’holonomie le
long de chemins instables. Considérons deux points p et g de B génériques pour yr, appartenant
a la méme variété instable, et choisissons un chemin instable y les reliant. Son image par itération
par le flot suffisamment longue dans le passé est un chemin y’ = ¢_;(y) appartenant a l'intérieur
d’'un certain cube C;, et la transformation d’holonomie le long de y est la composition des trans-
formations d’holonomie le long de @0, (¢-¢(q)), de Y/, et de ¢—1,0;(p). Puisque les transformations
d’holonomie le long des segments d’orbites laissent invariante la désintégration de u, dans les fibres,
et puisque toutes les transformations d’holonomie le long de C; laissent invariante la famille de me-
sures (0p) pec;, nous concluons que I’holonomie le long de y envoie 6, sur 64. CQFD. O.

1.5 - Preuve du lemme 7.1.13

Sélection de bonnes plaques markoviennes instables. Jusqu'a la fin du paragraphe, nous suppo-
serons l’existence d’'un ensemble Borélien D c AZ) (p), pour un certain p € IntC;, de mesure positive
pour A p etsur lequel §;, est constant.

Fixons un nombre 6§ > 0 inférieur a (ug(C;)/ 4)2, i € I. Par le théoreme de densité de Borel (voir le
corollaire 2.14 de [Matt]), il existe une petite boule % c A” (p) telle que /1” (@ \ D)/A” (B) < 9 6. De
plus, nous pouvons chosir 98 suffisamment petite de sorte que A (0%)

Lemme 7.1.14. Il existe un nombre positif Ty tel que pour t = Ty, il existe B, 9B tel que:

1. Alﬁi,p(,%t)/l (B) = 10 ;

2. @((%,) est une union disjointe de plaques markoviennes instables AY (q).
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Preuve. Soit i € I et £ > 0. Nous disons qu'une composante connexe de Int C; N, (%) est markovienne
si c’est une plaque instable markovienne A} (q) pour un certain q : c’est-a-dire si elle croise le cube.
Alors,

IntC; N ¢(B) = B U B i,

ou @M, ; désigne 'union des composantes markoviennes de IntC; n ¢;(98), et @NM, i, son complé-
mentaire (I'union des composantes non-markoviennes).

Soit A > 0 une borne supérieure des diametres des plaques instables markoviennes. L'ensemble
Ui@NM,i est inclus dans le A-voisinage de d¢;(28). Cet ensemble étant inclus dans une feuille in-
stable, ¢_; (Ui Q?NM,,-) est inclus dans le AC, e~ "Y«-voisinage of 098. Lintersection décoissante de ces
voisinages est 098, qui est de mesure nulle pour /llﬂf'p : il est donc possible de trouver Ty > 0 tel que
pour tout ¢ = Ty,

AL B Mip ()
_ i = —.
Ep Pt L,J NM,i 10
Il est alors immédiat que, lorsque ¢ = Ty, 'ensemble %8; = ¢_; (U,- @M, i) convienne. O

Remarque 1. Puisque le flot préserve la classe de /llﬁi, p et puisque chaque 0AY(p) est de mesure
nulle, il existe pour tout 7 = Ty une collection (D) je; d’ouverts disjoints de %; tels que :

- pour tout j € J, ¢,(D;) est une plaque markovienne instable;

- /lllﬁ’p (%t\Uij) =0.

Remarque 2. La premiere assertion du lemme 7.1.14, et le choix de 28, entrainent que pour ¢ = T :

Aﬁp(@t \ D) B
AL ()

Lemme 7.1.15. Il existe Ty = Ty tel que pour tout t = Ty et touti€ I,

Ak p(Brn@-1(Cp) _ Hr(Ci)
A%p(%t) 2

Preuve. Nous savons que la famille suivante de mesures :

@ * (ﬂ%p)@
Me=—u 0
15, )
converge vers ur (voir le théoreme 2.1.8) ) lorsque ¢ croit a I'infini. En particulier, puisque pour tout
i €1, up(0C;) = 0, nous avons limt_,ooxll’fjp(% N ¢_t(Ci))/AIL§p(%) = up(C;). Or I'inégalité suivante a
lieu pour tout £ >0:
Aﬁp(@rﬁw—r(ci)) - lﬁp(% Ne-(Cy) ~ lﬁp(%\%r)
A%p(%z‘) Bl ﬂﬁp(@) Aﬁp(@)

Le second terme de la différence tend vers zéro (comme nous I'avons vu dans la preuve du lemme

7.1.14) alors que le premier tend vers pr(C;). Le lemme suit donc. O
A présent, choisissons ¢ = T;. Nous avons déja remarqué (remarque 1) qu'il y a une partition de

%; modulo itl‘é, p notée (D) jej, telle que tous les (D) soient des plaques instables markoviennes.
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Lemme 7.1.16. Soit ]y l'ensemble des indices j € ] tels que }Ll{f,p(Dj \D)/Agp(Dj) > /5. Alors :

A (Ujes Dj)

<V6.
Aﬁp(%t)

PERTEY

Preuve. La preuve de ce lemme est une simple application d’'une inégalité “a la Markov”. Puisque
(Dj) jej est une partition of 98; modulo AU p ous avons :

Z]-E]bja]- A%p(%t\D)
Tjerbj AL,

)

ol, pour j€ J, aj = Alﬁip(Dj \D)//lllép(Dj), eth; = A}’,p(Dj). En particulier, ce quotient est inférieur a
d.
Puisque Jp est formé des indices j tels que a; = v/§, nous avons la chaine suivante d’inégalités :

\/gzjefobf<zj€]0bjaf<6
Yjegbj  Ljegbj

Nous pouvons ainsi conclure puisque X jes, bj = A , (Ljes, Dj)- O

Lemme 7.1.17. Il existe une constante Ky > 1, independante de t et , telle que pour toutie€ I ett = Ty,

il existe p; € IntC; tel que:
Ak, (A (P \ (D))

< KoV.
A% (AY(p) "

Preuve. Soit i € I, et r = T;. D’apres le lemme 7.1.15, la proportion dans %8; des ensembles D; dont
I'image par ¢; est une plaque markovienne instable de C; est supérieure a ur(C;)/2. Et d’apres le
lemme 7.1.16, la proportion dans 98; des ensembles D; dont I'intersection avec le complémentaire
de D pese plus de V& de sa masse totale, est inférieure a V8. De plus, nous avons choisi un & tel que
Vo < ur(C;)/4.

De tout ceci, nous déduisons I'existence d'un ensemble D; tel que :

- ilyaun p; €IntC; tel que ¢((D;) = Af (pi);

- A}, (Dj\D)IAY, (D)) < V3.
Le lemme de distorsion 6.1.5 nous permet de conclure :

AL (A (pi) \ (D)) * AL (AY(pi) \ @(D)) A% (Dj\ D)
fip PP 2 e D PR T S T koG,
Mﬁym (A¥(pi) Pr* Aﬁp(A?(Pi)) A%p(Dj)
Nous concluons ainsi la preuve du lemme. |

Lemme 7.1.18. Soit t = Ty, i € I, et p; € IntC; comme dans le lemme 7.1.17. Lapplication s; est
constante sur A} (p;) N ¢ (D).

Preuve. Afin de voir cela, nous utilisons le lemme 7.1.8. La valeur du cocycle A_; est constante sur
A;‘(Pi), pour tout g € IntC;. Ainsi, si g1, g2 € A;.‘(pi) Ng:(D), nous avons :

s7(@) = A—i(qD) "5, (@1 (q1) = A1 (g2) 7 (@-1(q2) = 57 (qo).
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UnargumentalaHopf. Noussavons que dans chaque cube C;, la fonction s; est constante sur une
grande proportion d'une certaine plaque markovienne instable. En utilisant la continuité absolue du
feuilletage centre-stable, ainsi que I'invariance de o~ par les applications d’holonomie le long des
chemins centre-stables, nous prouvons que la fonction s; est constante sur une grande proportion
du cube C;. Ceci est 'objet du lemme suivant :

Lemme 7.1.19. Il existe une constante Ky > 1, indépendante de 0, telle que pour touti € I, il y ait un
ensemble de Borel O; cInt C; satisfaisant :

1. O; est saturé dans C; dans la direction centre-stable;
2. s; estconstant sur O; ;

3. pour tout q € O;, nous avons :
ﬂ;q(A;‘(q) \O))

< K1 V6.
AL Ay T

Preuve. Soit i € I, et t = T;. D’apres le lemme 7.1.17, il existe un point p; € IntC; tel que la proportion
pour A;, P dans la plaque markovienne instable A (p;) du complémentaire de ¢(D) soit inférieur a

KoVo pour un certain Ky > 1. Nous pouvons définir O; cIntC; comme le saturé de Alb.‘(pi) N@:(D)
dans la direction centre-stable.

Par le lemme 7.1.3, la fonction s; est constante dans les plaques centre-stables de C; ainsi, puis-
qu’elle est également constante dans A;.‘(p,-) N (D), elle 'est dans O; tout entier.

A présent, si g € WS* (p;), nous avons :

A (@)\ O; =hols_  (A¥(p) \ @ (D)).

Le point crucial est alors la propriété suivante d’absolue continuité des transformations d’holo-
nomie centre-stable. Supposons que q' € A“(q), et notons q"” = holg’. , (¢, ainsi que 7°(q") la pro-
jection de g’ dans W} (g") le long du flot: il y a un temps T € R tel que ¢7(g') = 7°(¢"). Nous avons
alors:

d holf;:ﬁq )

dlﬁq

b
Epi

T
(q") = exp exp / (Fog.(q")—P(F)dt|.
0

/ (Fogp_:(q")—Fog_(n°(g"))dt
0

Puisque le diametre des plaques centre-stables a l'intérieur de C; est uniformément borné, et
puisque F est bornée et Holder continue avec des constantes uniformes, les dérivées de Radon-
Nikodym ci-dessus sont uniformément bornées. Par conséquent, la troisieme assertion est également
prouvée. a

Lemme 7.1.20. Il existe une constante K, > 1, indépendante de t et , telle que pour toutie I ett = Ty,
si O; est l'ensemble de Borel construit dans le lemme 7.1.19, nous ayons :

ur(Ci\O;) < K,V3.
Hr(Cy)

Preuve. Nous utilisons la structure de produitlocal de I'état de Gibbs ur dans C; : cette mesure est ob-
tenue par intégration de mesures ¥, qllﬁf, 4 contre A}C,fpi. Puisque les densités y; . sont uniformément
log-bornées dans les plaques instables, ces mesures finies sont équivalentes a ()Llﬁf, q) At/ /11’% q (A¥(q)
avec des dérivées uniformément log-bornées.

Par le théoréme de Fubini, nous pouvons conclure la preuve du lemme. d
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Findelapreuvedulemme?7.1.13 Leslemmes7.1.19 et 7.1.20 donnent pour tout § > 0, un ensemble
de Borel O; inclus a l'intérieur du cube C; tel que :

- §; estconstantsur O; ;

- up(Ci\O)/up(Cy) = KoV pour un nombre K3 > 1 indépendant de 8.

Nous voyons que la constante est indépendante de 6 suffisamment petit, en effet deux O; doivent
se couper puisque leurs complémentaires pésent moins de la moitié de la masse de C; lorsque 6 est
assez petit. Appelons cette constante s;.*. Le complémentaire de (sl._)_1 (s;.*) est de mesure arbitraire-
ment petite : il a une mesure nulle pour yr, et le lemme est ainsi prouvé. O.

1.6 — Cas particulier des états de u-Gibbs et des mesures harmoniques

Nous allons prouver la proposition 7.1.11 dans deux cas particulier. Le cas des états de u-Gibbs se
traite a part, sans vraiment faire appel aux partitions de Markov. Nous avons déja vu des conditions
suffisantes pour 'existence de mesures transverses invariantes dans ce cas la. Nous présentons ce cas
particulier parce qu'il est plus simple, parce que nous I'avons déja essentiellement traité au chapitre
V, et parce que nous avions obtenu ce résultat avant d’avoir établi le cas général.

Le cas des mesures harmoniques est plus intéressant. Bien qu'il se déduise également du cas gé-
néral, il y a une preuve nettement plus simple qui met en jeu une propriété de la moyenne pour les
mesures conditionnelles des mesures harmoniques.

Nous montrerons plus tard comment la preuve de cette proposition nous permet de déduire I'uni-
cité des mesures de Gibbs dans la suite.

Cas des états de u-Gibbs. Ce cas a déja été traité par la proposition 5.4.5 : si jamais la désintégration
dans les feuilles stables de I'état de u-Gibbs ergodique u* n’est pas singuliére par rapport a Lebesgue,
alors c’est que u*t est un état de su-Gibbs. Nous avons prouvé au théoréme 5.4.1 que cela entraine
alors I'existence d’'une mesure transverse invariante par holonomie, d’ou1 la preuve de la proposition
7.1.11 dans ce cadre.

Cas des mesures harmoniques. Nous allons prouver la premiére assertion de la proposition 7.1.11
(c’est-a-dire celle concernant les désintégrations de u}“{ par rapport a (Ws, j;—[,v)) : l'autre suit par un
argument symétrique. Nous allons commencer par traduire la conclusion de la proposition 7.1.11,
ainsi que celle du lemme 7.1.12, en termes de désintégration de 7, dans les fibres unitaires tan-
gentes : nous devrons utiliser une propriété d’absolue continuité du feuilletage centre-instable. Nous
rappelons qu'un état de H-Gibbs est associé au potentiel :

H) = 4 log ki) (cy(0), ¢y (2); €y (—00)).
dt|i=o

Nous utiliserons la notation suivante : # * désignera le feuilletage de T'B par les fibres unitaires
tangentes, et 7 le feuilletage de T'.% relevé par DII. C’est un feuilletage qui, en restriction aux
feuilles de &, est transverse au feuilletage centre-instable du flot géodésique feuilleté. Nous pouvons
également définir, sur la fibre unitaire tangente T;B, la mesure wg qui est la projection sur la fibre de
la mesure harmonique en p a I'infini. De méme que nous avons relevé les mesures (/1}}'”) veT1p AUX
feuilles de . via la différentielle DII, il est possible de relever les mesures wg .Nous noterons ((Df )xeM
la famille de mesures ainsi obtenue.

Lemme 7.1.21. Soit ([T, M, B,CP, %) un fibré feuilleté projectif au dessus d’'une variété Riemannienne
close B courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques a B. Supposons qu'il
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n’y ait pas de mesure invariante par le groupe d’holonomie. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

PN " L =S 2
1. uj, aune désintégration singuliere par rapport a (W ,/lfqyy).

L . A
2. p}, a une désintégration singuliere par rapporta (W ,o%).

H

p Wapas datome sur la fibre V), = CP!.

3. pourLeb-presque tout p € B, s;; * ()

Preuve. Nous prouvons dans un premier temps ’équivalence entre les deux premieres assertions.
Nous savons que #° et # * sont deux feuilletages de T' B qui sont uniformément transverses a # °“.

Nous avons la propriété d’absolue continuité suivante. Par définition, les classes harmoniques sur
les variétés stables, et sur les fibres unitaires tangentes a B, sont les projections de la classe harmo-
nique a I'infini le long du feuilletage centre-instable. Ainsi, les transformations d’holonomie centre-
instable envoient la classe de mesure définie sur les variétés stables par ()qu’v) ver1 g sur celle définie
sur les fibres unitaires tangentes par (a)g )peB- Puis les transformation d’holonomie centre-instable
dans T'% envoient la classe de mesure (A3, ) ye1 & sur la classe (@) xem-

Nous savons en outre que o* commute avec les holonomies centre-instables. Puisque I'on ob-
tient les mesures conditionnelles de 7, dans les variétés stables locales en désintégrant les o * /111{1,1;’
et dans les fibres unitaires tangentes a & en désintégrantles o+ * a)g , nous déduisons que les holono-
mies centre-instable envoient les classes des mesures conditionnelles de p; dans les variétés stables
sur celles des conditionnelles dans les fibres unitaires. Cela entraine en particulier, par ce qui pré-
cede, qu’elles sont simultanément singulieres par rapport a la classe harmonique. C’est I'équivalence
désirée entre les deux premieres assertions.

Reste a prouver celle entre les deux dernieres. Nous devrons raisonner exactement comme dans la
preuve du lemme 7.1.12 : il faut écrire la sectiono™ : T ;B — T'% comme le graphe d’une application

mesurable s; : T ;,B — V), et utiliser le lemme de désintégration 1.5.4. O

Pas d’atomes pour les conditionnelles des mesures harmoniques. Nous allons voir que la propo-
sition 7.1.11 est alors conséquence du théoréme suivant :

Theoréme 7.1.22. Soit (Il, M, B, V, %) un fibré feuilleté dont la base B est une variété Riemannienne
close courbée négativement, et dont la fibre V est une variété différentiable compacte. Supposons que les
feuilles soient localement isométriques a la base. Alors en l'absence de mesure invariante par le groupe
d’holonomie, toutes les mesures harmoniques pour & ont des mesures conditionnelles dans les fibres
qui sont non atomiques.

Preuve de la proposition 7.1.11. Nous allons voir que ce théoréme nous permet de prouver la pro-
position 7.1.11 dans le cas particulier de la classe harmonique.

Supposons donc les hypothéses de la proposition 7.1.11 : (II, M, B,CP!, %) est un fibré feuilleté
au dessus d'une base close courbée négativement, dont les feuilles sont localement isométriques a la
base, et qui n'admet pas de mesure transverse invariante par holonomie. Nous voulons prouver que
u}l a une désintégration singuliere par rapport a (Ws, /_I;LU).

Le théoréme 4.2.1 nous dit qu’a la mesure de H-Gibbs p}; est associée une mesure harmonique
pour & notée mpy. Mieux que cela, nous savons, par la preuve du théoréme 7.1.32 (que nous ver-
rons un peu plus loin), que si my, ;, désigne la mesure conditionnelle dans la fibre V), par rapport au
volume dans la base, que nous avons :

mpy,p = s; * wg.
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Par le théoreme 7.1.22, étant donné qu’il n'y a pas de mesure transverse invariante par holono-

mie, les mesures conditionnelles mpy,, qui sont précisément les s; * wff , nont pas d’atomes. Nous
. P L TS 2 . -

déduisons alors du lemme 7.1.21 que la désintégration de uj, par rapport a (# ,/1;[’ ,) estsinguliere :

CQEFD. d

Propriété de la moyenne pour les mesures conditionnelles. Il nous reste donc a prouver le théo-
reme 7.1.22. Dans la suite, nous considérerons un fibré feuilleté (I, M, B, V, %) au dessus d'une va-
riété Riemannienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques a
B. Nous considérons une mesure harmonique m pour &.

Nous pouvons choisir une collection finie de petits disques (U;) ;e; qui trivialisent le fibré, et telle
que l'intersection de deux cartes est vide ou connexe. Dans une carte U; x B, la mesure harmonique
m a la désintégration suivante :

myy,xv = hi(p, x),Leb(p) v;(x).

Ainsi, par unicité de la désintégration, les mesures conditionnelles dans les fibres V), notées m,,, sont
identifiées avec h;(p, x)v;(x), ou p € U;. Il découle en particulier que les mesures conditionnelles de
m forme une famille continue de mesures de probabilités sur V (les densités h(., x) sont lisses avec la
premiére variable).

Avant d’énoncer notre propriété de la moyenne proprement dite, nous avons besoin de quelques
notations. Fixons un point py € U;,, et le revétement universel proj o - (N,0)—(B, po), ou o est un
point base fixé dans N. Lorsque z € N, nous notons c; la projection via proj, du segment géodésique
[0, z]. Par souci de clarté des notations, nous supposerons que c; est paramétré par [0, 1]. Nous rappe-
lons que lorsque z€ N, 7, estl'application d’holonomie V), — V), le long de c;, ol p = proj,, (2).

Finalement, nous rappelons que ,Bg(o’R) désigne le balayage de la masse de Dirac 6, sur la sphere
S(o, R). Nous avons vu que la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques de N s’écrit
alors ainsi : pour toute fonction harmonique H : N—R, et tout R > 0, on a H(0) = |, sorH dﬁﬁ‘”ﬂ’.
Nous pouvons a présent énoncer notre lemme principal :

Lemme 7.1.23 (Propriété de la moyenne pour les mesures conditionnelles). Soit (I1, M,B,V,%) un
fibré feuilleté au dessus d’'une variété Riemannienne close courbée négativement, dont la fibre est com-
pacte, et dont les feuilles sont localement isométriques a la base. Soit m une mesure harmonique pour
F, et (mp) pep sa désintégration dans les fibres V. Alors pour tout py € B, et tout R>0, ona:

Mp, = / [t} % me, 1 dp5 P ().
S(0.R)

Preuve. Nous avons vu précédemment, qu’il existe un Borélien Ac V' qui est plein pour tous les v;,
et qui est invariant par toute transformation d’holonomie. Pour x € A, I'application h;, (., x) peut étre
étendue harmoniquement a N par la formule :

d[T;l *V;]
—————(x) hi(cz(1), 7, (X)),

Hy(2) = v
Iy

ou z€ N, et c,(1) € U; (voir notre lemme 4.3.1).
La propriété de la moyenne implique que pour tout x € A, Hy(0) = |, s Hx(2)d ,Bg(o’R)(z). Nous
en tirons |'égalité suivante :

1«

dl Vil
hi, (po, X) = / 3—(’” hi(c,(1), 7, (x) dB5OR) (2).
S(o,R) Vi
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Cette égalité est vraie quel que soit x € A, qui est plein pour v;, nous pouvons alors la multiplier
par v;,. Puisque d'une part, h;,(po, X)Vv;,(X) = mp,, et d’autre part, h;(c;(1),7,(x)) [ngl *v;](x) = ngl *

me, 1), I'égalité énoncée précédemment devient celle énoncée dans le lemme. d

Preuve du théoréme 7.1.22. Supposons a présent que les hypothéses du théoréme 7.1.22 soient vé-
rifiées : il n'y a pas de mesure transverse invariante. Nous allons raisonner par I'absurde en supposant
qu’il existe des mesures conditionnelles avec atomes. Définissons alors I’ensemble Q des atomes de
mesures conditionnelles avec la plus grande masse. L'intersection d’une fibre avec Q est finie car les
mesures conditionnelles sont des mesures de probabilité. Il existe alors iy € I, et pg € Uj, tels que
QnV,, # @ : prenons x dans cette intersection. Par la propriété de la moyenne donnée par le lemme
7.1.23, nous avons :

My, ({x}) = / Me, ) ({Te, (0N dB5 M (2).
S(o,R)

Par définition de Q, nous avons pour tout z € N, m, 1) ({7, (x)}) < mp, ({x}). Nous trouvons donc,
que pour ﬁg(o’m-presque tout z € S(o,R), m¢,q1)({T,(x)}) = mp,({x}). Nous avons mieux. Puisque la
courbure sectionnelle de N est pincée entre deux constantes négatives, les mesures ,B(S,(O’R) chargent
tous les ouverts de S(o, R). Puisque les mesures conditionnelles varient contintiment avec le point de
la base, cette derniere égalité a en fait lieu pour tout z € S(o, R). Cela prouve que pour tout R, et tout
z€S(0,R), T.,(x) Q.

Autrement dit, nous avons prouvé que l'intersection de Q avec les fibres est un ensemble fini
invariant par toute transformation d’holonomie. Cela contredit I’absence de mesure transverse inva-
riance par holonomie. La preuve du théoreme 7.1.22 est donc terminée. d

1.7 — Résultats d’unicité

Unicité des mesures de Gibbs. Nous pouvons énoncer notre résultat principal, qui implique en
particulier le théoreme 8 :

Theoréme 7.1.24. Soit (II, M, B,CP',.%) un fibré feuilleté projectif dont la base B est une variété close
portant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant ¢, de classe C?. Supposons que les feuilles soient
localement isométriques a la base, et notons ®; : M — M le flot hyperbolique feuileté relevé. Supposons
de plus qu’il n'y ait aucune mesure sur CP! invariante par Uaction du groupe d’holonomie. Alors pour
tout potentiel Holder F : B— R, il existe une unique mesure de Gibbs pour ®, associé au relevé F : M — R.
De plus, cette mesure est donnée par ..

Preuve. Nous savons par le corollaire 7.1.7 que p; est une mesure de Gibbs associé a F.

Nous savons également que toute mesure de Gibbs u pour @, associé a F se projette sur pr.
Puisque toute composante ergodique d'une mesure de Gibbs est encore une mesure de Gibbs (voir
le théoreme 6.1.2), le théoreme 7.1.5 entraine donc 'alternative suivante. Soit Ky est une mesure de
Gibbs associée a F, ou alors ,u;f. est la seule.

Par la proposition 7.1.11, le premier choix est exclu puisque la désintégration de y; est singuliere
par rapport a (7”, /1;, ,)- Cecinous permet de conclure la preuve du théoreme. a

Uniques ergodicités des feuilletages invariants. Nous voulons obtenir 'unicité a constante mul-
tiplicative prés des familles de mesures (v})TE g+, et Vi) reg-, ou T *, I~ sont respectivement les
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ensembles des sections locales des feuilletages instable et stable, pour lesquelles les relations (7.1.1)
et (7.1.2) ont lieu. Par souci de commodité pour le lecteur, nous rappelons ces relations :

u +
d|holt . *VETI]

+
dvaT2

(x) = exp = ki (x,holf, _ 1, (x). (7.1.3)

/ (Fo®_;(hol}, _; (x)) = Fo®_(x))
0

pour Ty, T> € I, et x dans le domaine d’une application d’holonomie hOILYt’2—>T1 .

s -
d|holy. 5 * VETI]
dVF,Tz

(x) = exp = kj-(x,hol} 5 (x)). (7.1.4)

/ (Fo®;(hol}, _ 1 (x)) — Fo®;(x))
0

pour T1, T> € 7, et x dans le domaine d'une application d’holonomie hol%z_,Tl.
Nous énoncons a présent notre résultat principal.

Theoréme 7.1.25. Soit (Il, M, B,CP}, %) un fibré feuilleté projectif dont la base B est une variété close
portant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant ¢, de classe C?. Supposons que les feuilles soient
localement isométriques a la base, et notons ®;: M — M le flot hyperbolique feuileté relevé. Supposons
de plus qu'il n'y ait aucune mesure sur CP! invariante par U'action du groupe d’holonomie. Soit F :
B —R un potentiel Holder. Alors, a une constante multiplicative preés, il existe deux uniques familles de
mesures (v}) Teg+ et (Vi) reg- définies respectivement sur les sections transverses locales a W et W'*
qui satisfont aux relations (7.1.3) et (7.1.4).

De plus, sur les systemes complets de transversales locales donnés par T (p) = l'[‘l(Wfosc(p)) et
T%(p) = m! (WICO”C(p)), elles sont données respectivement par vlc:fp =07 % Alﬁfp et v%‘; =0 * Af,”; (voir
la proposition 7.1.6).

Nous allons raisonner par I'absurde. Supposons par exemple 'existence d'une autre mesure (i.e.
singuliere a celle définie par la proposition 7.1.6) notée (v2) e+ existe. Nous considérons alors dans
la base B un atlas feuilleté pour #%, noté (V;, ¢;) e, avec un systeme complet de transversales formé
de variétés centre-stables locales (W} (p;))icr- Supposons de plus que pour 0 < 7 < 1, les itérées
¢_;(V;) forment également un atlas feuilleté pour #'“, et trivialisent le fibré. Alors, si U; = v
et T; = IT"Y (WS (py)), les ®_;(U;), 0 < t < 1 forment des atlas feuilletés pour #" associés aux Sys-

loc
temes de transversales ®_,(T;).

Lemme 7.1.26. Il existe une mesure de probabilité y sur M qui en restriction a U; est obtenue par
intégration contre v}i des mesures 1/71’3 X /11’% x (xi€T;). De plus, u se projette sur | et est singuliére par
rapport a ..

Preuve. Définissons une mesure sur chaque U; comme suggéré dans I'énoncé. Le probleme est de

voir que ces mesures peuvent étre recollées ensemble. Mais puisque les mesures v7. satisfont a la
- . . 1

condition de cocycle (7.1.3), nous avons par définition de %Lé o pour tous i, j telsque UinU; #@:

u + U
dholy, _ g * vyl VEx,
+ U u :
dvTj Vi, oholy g,

Par conséquent, ces mesures peuvent bien étre recollées, et i est bien définie.
Nous devons maintenant voir que I1* u = ur. Ceci est dGt au résultat d'unicité donnée au théoreme
2.1.2. En effet, la fibration commute avec les holonomies instables, donc la projection de (v}i) je] sur
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B vérifie la relation de cocycle (2.1.4). Nous savons que dans ce cas, la famille est proportionnelle

a (Aﬁfvcs (p.))ie 1 (apres renormalisation, nous pouvons supposer qu’elles sont égales). Par définition
loc\F1
de u, sa projection sur B est donc localement définie par intégration contre /llcs s (i) des mesures
loc\F1

(4 p‘/lllf, it C’est la structure de produit local de pyr. Nous avons donc ce que nous voulions.
i ) Ml

. . S R L =cu
Finalement, puisque les deux mesures u; et u induisent par hypothése sur les transversales a #’
des mesures singuliéres, elles sont singuliéres. La preuve est donc terminée. O

La mesure p n'est pas a priori invariante par le flot ®;. Nous allons voir que pour tout £ =0, ®_;*
possede un systéme de mesures transverses qui satisfont la relation de cocycle (7.1.3), et ont égale-
ment une désintégration absolument continue par rapport a (7“, il’é, ), avec des densités uniformé-
ment log-bornées. une fois que nous saurons cela, nous ferons la moyenne des itérations négatives
de p par le flot. Nous verrons qu'un point limite est encore singulier par rapport a 7, et se projette
encore sur ur : elle doit étre égale a u,. Mais alors, nous déduisons que y, est ne mesure de Gibbs
associée au potentiel F, contredisant le théoréme 7.1.25. Nous avons donc deux lemmes a prouver
avant de venir a bout du théoréme 7.1.25.

Lemme 7.1.27. Pour tout t = 0, il existe une famille de mesures (v* ) reg+ définie sur la famille I *
des transversales locales a W telle que:

1. VY, J)reg+ vérifie la relation (7.1.3) pour tout couple Ty, T, € I ;

u
Ex’

. . L e 2 . . [Pyl
ticulier, ®_  u a une désintégration absolument continue par rapporta (W, Ay, ) avec des den-
sités locales uniformément log-bornées.

2. ®_; = u est localement obtenue par intégration contre v* ;7 des mesures &% x/i xeT. En par-

Preuve. Considérons tout d’abord le cas ou t € [0, 1]. ®_; * u posséde alors une désintégration dans
les plaques _CD_[(Ui) par rapport a ®_; v}i. Les mesures conditionnelles sont données par (1&1‘% % °
D_) (D * ﬂﬁxi .
Notons que dans ce cas, la famille de mesures ®_; v}_ ne satisfait pas a la relation (7.1.3), mais
a une relation analogue. Puisque le flot commute avec '’holonomie instable, cette famille vérifie les
relations de cocycles suivantes (pour y, € ®_;(Ty), x = i, j appartenant a la meme variété instable
locale) :
u +
d hOly,»—»yj x (D_y * vTL_)]

+
dq)_t * VTj

(yj) =exp / (Fo®_s(y:) —ﬁoop_s(yj))ds] .
—t

Nous pouvons alors renormaliser la famille ®_ = v}i enlamultipliant par exp [ fot (Fo®y(y;)—P(F))ds
obtenant ainsi une famille de mesures (v Lo, (Ti)) ieq Vérifiant la relation (7.1.3). Puisque la fibration
IT commute avec les flots, et avec les transformations d’holonomie instable, et yr est invariante par
@y, nous déduisons que ®_; * u se projette sur yr, et que la famille (Vft@_[(m)iel se projette sur
(Agit(mzsc(pi)))iel-

Sil’on désintegre la mesure ®_; * u dans ®_,(U;) par rapporta v* LTy les nouvelles mesures condi-
tionnelles sont obtenues a partir des anciennes en divisant par I’exponentielle ci-dessus. Ce faisant,
nous voyons qu’elles sont données par ¥, Vi iﬁ ), avec y; € ®_,(U;)). En effet, ce fait vient directe-
ment de I'invariance de ur par le flot : pour voir que la relation

t
W E, () © P~ (@t % A, (y)) = €XP /(F"q’s(yl')‘P(F))ds VEy, ARy,
0
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alieu, il s’agit d’écrire dans les coordonnées données par la structure de produit local I'invariance de
ur, et de remarquer que les densités ¢/}, et les mesures Ay = sont les relevés de v/ p et A% » définis
dans la base. Si cette relation a lieu en bas, elle aura encore lieu en haut.

Résumons : pour tout ¢ € [0,1], ®_; * u est localement obtenu par intégration contre v*

—1,®_(T})
des mesures 1&1’; xﬂ_tlﬁiy o Puisque les transversales (®_;(T;));e; forment un systeme complet de trans-
versales, nous pouvons construire la famille (v_; 7) reg+ (voir notre lemme 1.3.4). Les densités dans
les variétés instables locales sont de plus uniformément log-bornées indépendamment de ¢ € [0, 1].

Nous pouvons a présent raisonner par récurrence sur 7 et prouver que pour tout f € [n, n+1], une
telle famille de mesure existe. Lhérédité est évidente : une fois qu'on a construit une telle famille de
mesures pour 7, nous construisons comme précédemment pour tout ¢ € [0, 1] une famille de mesures
(vf(n 100, (Ti)) - qui convient sur le systeme de transversales complet ®_;(T;).

Puis par une autre adaptation de notre lemme 1.3.4, nous obtenons la famille de mesures désirée,
que nous notons (V_(u+5,7) Te T+, achevant ainsi la preuve. O

Lemme 7.1.28. Les mesures i convergent vers (i, lorsque T tend a l'infini, ot :

1 T
HTz?/o O_;*xpudt.

Preuve. La mesure u est singuliére par rapport a uj,, et elles se projettent toutes deux sur ur. Cela
signifie que les mesures conditionnelles dans les fibres sont singulieres. Si (1) pe g désigne la désinté-
gration de p dans les fibres, cela entraine que pour pr-presque tout p € B, ,u,,,((fr (p)) = 0. Ainsi, pour
u1p-presque tout p € B, et uy-presque tout point x € Vp, 1/ TfOT do_,(x) dt converge Vvers y; a mesure
que T croit indéfiniment (voir la proposition 7.1.5).

Ainsi, cette convergence a lieu pour u-presque tout x € M. Une application du théoréme de
convergence dominée nous permet alors de conclure la preuve. d

Fin de la preuve du théoreme 7.1.25. Comme nous l'avons expliqué au début de notre argument,
les deux lemmes énoncés précédemment menent tout droit a une contradiction. En effet, par le
lemme 7.1.27, les mesures u7 defines dans le lemme 7.1.28 ont des désintégrations absolument conti-
nues par rapport a (W”, /_1;% ) avec des densités locales uniformément log-bornées.

Cela entraine que la mesure limite u;,, possede également une désintégration absolument conti-
nue par rapport a ce couple, contredisant ainsi la proposition 7.1.11. Ainsi, le théoreme 7.1.25 est
prouvé. 0.

1.8 — Unicité et description des mesures F-harmoniques

Unicité des mesures F-harmoniques. Nous proposons icila preuve du théoréme suivant :

Theoréme 7.1.29. Soit (II, M, B,CP!, %) un fibré feuilleté projectif au dessus dont la base est une va-
riété close courbée négativement, qui parameétre les feuilles. Supposons de plus qu'il 'y a pas de mesure
de probabilité sur CP! qui soit invariante par le groupe d’holonomie. Alors pour tout potentiel Holder
F:T'B—R, il existe une unique mesure F-harmonique pour & .

Preuve. Sous ces hypotheses, le théoréme 6.1.10 donne une correspondance bijective entre les me-
sures F-harmoniques et les mesures de Gibbs associées a F, et le théoreme 7.1.24 donne I'unicité
de la mesure de Gibbs pour G; associée a n'importe quel potentiel. Nous avons donc une preuve du
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théoreme o

Nous aimerions décrire en détail les désintégrations des mesures F-harmoniques. Dans la suite,
nous supposerons donc les hypothéses du théoréme 7.1.29. Soit F: T' B — R un potentiel Holder.

La désintégration des mesures F-harmoniques. Nous nous proposons de décrire les mesures condi-
tionnelles de I'unique mesure F-harmonique pour &. Nous rappelons qu’a multiplication par une
constante positivé pres, il n’existe qu'une fonction F-harmonique sur la base B, notée hy.

Dans un premier temps, nous pouvons définir une famille de mesures finies sur les spheres uni-
taires tangentes TZ1 N, notées a)f , en tirant en arriere vf par 7, (oumy: TZIN — N(o0) est 'identifica-
tion naturelle).

La section de Lyapunov o™ : T B— T1.% peut se relever en une section 5 : T'N — TN x CP! qui
est équivariante pour I'action de 7 (B). Elle peut étre écrite 6 (z, v) = (2, 1,3} (v)), ou 3} : TN —CP!,
satisfait a la relation d’équivariance p(y)s} = E;ZDzy, ouyem(B), ze N. De plus, cette section com-
mute avec le feuilletage centre-instable : lorsque (z;, 1) et (z2, v2) appartiennent a la méme variété
centre-instable, 57 (v1) = 37, (v2).

1l est utile de considérer, dans la preuve du lemme suivant, la section &} : T} N — T} N x CP! défi-
nie pour z € N par (Id,s})

F

, contre

Lemme 7.1.30. Soit i} la mesure définie sur TN x CP! par intégration des mesures G} *
Leb(z).

1. i}, est invariante par l'action diagonale de i1 (B) sur T'N x CP!

2. La mesure quotient est le relevé canonique de l'unique mesure F-harmonique.

Preuve. Premieérement, notons que pour touty € n;(B) et z € N, larelation D,y * wf = w}lfz est vérifiée,
a cause de la relation d’équivariance y * vf = viz. Deuxiemement, notons que par équivariance de la
section 6, nous avons pour tout z,, (DY, p(y)) 00 ; =G,,° DY

Puisque 71 (B) agit sur N par isométries, nous avons y * Leb = Leb. Linvariance de 772} par I'action
diagonale suit alors.

Pour conclure la preuve du lemme, il suffit de prouver que la mesure quotient est co- F-harmonique
pour 7" En effet, une telle mesure est unique puisque I’ensemble des mesures co- F-harmoniques
est en correspondance bijective avec les mesures F-harmoniques (voir la proposition 6.1.19), et par
le théoréme 7.1.29, il n'y a qu'une mesure F-harmonique.

Notons que 772}, est obtenue en poussant par la section 6" la mesure définie sur T IN par inté-
gration contre Leb(z) des mesures w’. Puisque la section 6+ commute avec les feuilletages centre-
instables, il est suffisant de prouver que cette derniere mesure est co- F-harmonique pour we.,

Pour voir ce dernier point, il est commode de regarder 'expression de cette mesure dans l'identifi-
cation T' N = N x N(co) qui trivialise le feuilletage centre-instable. Cette mesure s'écrit dans N x N (co)
comme l'intégration contre Leb(z) des mesures VE = k(o, z; 6)1/5 (&) : C’est par définition une mesure
oo-F-harmonique. d

Lemme 7.1.31. Soit ir la projection de i}, le long des spheres unitaires tangentes.

1. mp s'obtient par intégration de S} * a)IZ: contreleb(z).

2. mr est invariante par l'action diagonale, et la mesure quotient sur M est l'unique mesure F-
harmonique pour &
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Preuve. Linvariance de /g par I'action diagonale de 7, (B) sur N x CP! suit directement de celle de
mj. par l'action diagonale sur TN x CP!, et le fait que si pr : T' N — N désigne la projection cano-
nique le long des spheres tangentes, nous avons pro (Dy) =yopr.

Le fait que la mesure quotient, notée mpg, est 'unique mesure F-harmonique vient de la seconde
partie du lemme précédent.

Finalement, notons que si pr; : TZIN x CP! —{z} x CP! estla projection sur la seconde variable, on
asy = pr,0G}, desorte que pr, * [, * wf] =37 * ok : ces mesures sont les mesures conditionnelles
de 7iip dans les {z} x CP!. La preuve du lemme est donc achevée. d

Theoréme 7.1.32. Soit (I1, M, B,CP, %) un fibré feuilleté projectif au dessus dont la base est une va-
riété close courbée négativement, qui parametre les feuilles. Supposons de plus qu’il n'y ait pas de me-
sure de probabilité sur CP! qui soit invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T' B— R un potentiel
Hélder, appelons mg l'unique mesure F -harmonique. Alors :

1. mp se projette sur hyLeb ;

2. les mesures conditionnelles de mr dans les fibres, par rapport a hg Leb, sont données pour tout p

par:
L ep
Mgy =S8, % | ————|;
P p mass(wlg)

+ .
i
T;B —Vp = CP!, ainsi que wi . Par conséquent, nous avons la désintégration mp = [s;; * a)g] Leb(p).
Pour finir, nous rappelons que nous avons défini la fonction F-harmonique par hy(p) = mass(wg)
+

Preuve. Lunique mesure F-harmonique mp estle quotient de 7. Si p € B, nous pouvons définir s

sur B. Les mesures s;, * wllj/ ho(p) sont des mesures de probabilités, donc IT * mg = hyLeb, et :

p
wF
_ ot p
mp =s, * | ————| ho(p)Leb(p).
mass(w,)
CQFD. O

2 | Limites de grandes boules

Afin d’obtenir des mesures transverses quasi-invariantes par holonomie, il est assez classique de
regarder des moyennes pondérées par des cocycles sur les grandes boules dans les feuilles : voir [GPI]
pour le travail de Goodman et Plante, et [Sc, AR] pour des généralisations dans I'esprit de cette these.
La différence principale est que nous n'utiliserons pas de propriété de Folner. Dans notre cas, puisque
les feuilles sont courbées négativement, la croissance du volume des boules dans le revétement uni-
versel des feuilles est exponentielle : les effets de bord ne peuvent plus étre négligés. Lidée, déja pré-
sente dans [BG] dans le contexte ol la base est une surface hyperbolique, est de dire que les grandes
spheres ressemblent a des horospheéres, et d’utiliser les propriétés des feuilletages horosphériques.
Nous renvoyons également au travail de Knieper [Kn] o1 'unique mesure totalement invariante pour
le feuilletage horosphérique est obtenu comme limite de moyenne sphériques.

2.1 - Moyennes pondérées de grandes boules

Dans ce qui suit, (IT, M, B,CP!,.%) est un fibré feuilleté, dont la base B est une variété Rieman-
nienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques a B. Nous no-
terons N le revétement universel Riemannien de B, et nous fixerons un point base o € N. Pour x € M,
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proj, : (N, 0) —(Ly, x) désignera le revétement universel Riemannien de la feuille correspondante qui
envoie o sur Xx.

Limites de grandes boules. Une conséquence typique du résultat principal de la section est la gé-
néralisation suivante d’un résultat de Bonatti et Gomez-Mont (voir [BG]). Nous nous intéressons a la
famille suivante de mesures, définie sur M par :

Leb|B(0,R) )
Leb(B(o,R)) )"

Notons que ces mesures sont des analogues multidimensionnelles des moyennes de Birkhoff (dans
ce cas, le revétement Riemannien est donné par R, et la projection est donnée par le paramétrage des
lignes de flots). Le résultat suivant est conséquence directe du théoreme principal de cette partie.

Hx,R = PIOj, * (

Theoréme 7.2.1. Soit (IT1, M, B,CPY) un fibré projectif feuilleté, dont la base est une variété Rieman-
nienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques a B. Supposons
qu'il n’y ait pas de mesure sur la fibre invariante par le groupe d’holonomie. Alors, il existe une unique
mesure m sur M telle que pour toutes suites (Xp) neN € MN et (Rpn) nen tendant a linfini, les suites de
mesures [Ly, r, convergent vers m. De plus, cette mesure est 'unique mesure 0-harmonique (ot 0 est la
fonction identiquement nulle).

Un poids sur les grandes sphéres. Soit F : T' B — R un potentiel Holder, et F : T' N — R son relevé.
Lorsqu’il n’y a pas de mesure sur CP! invariante par le groupe d’holonomie, nous voulons approcher
I'unique mesure F-harmonique par des moyennes pondérées sur les grandes boules. Les mesures
F-harmoniques sont associées au noyau k' que nous avons construit par exponentiation de la dif-
férence des intégrales du potentiel entre un point ¢ a I'infini et deux points de N. Le meilleur moyen
d’approcher ce cocycle par des fonctions définies sur des boules dans les feuilles est, étant donnés
deux points de la boule, d’intégrer le potentiel le long des géodésiques dirigées du centre vers les
points, de les exponentier, de les quotienter, puis d’envoyer le centre a I'infini en suivant une géodé-
sique. Nous considererons donc la fonction définie sur N x N par la formule suivante :

Z~
/F.
Z0

Nous aurons besoin d’estimées de distorsion, et de prouver que le quotient x* (zg, y)/x% (29, 2)
converge uniformément vers le cocycle 67 (z, y;¢) lorsque zy converge non-tangentiellement vers ¢
dans la topologie conique. Nous donnons sans preuve un théoréme, qui est une généralisation d'un
théoréeme de Margulis, et est dii a Ledrappier [L4], sous une forme légérement plus générale.

k% (29,2) = exp (7.2.5)

Theoréme 7.2.2. Pour tout zg € N, il y a un nombre c(zy), tel que :
/ KF(Zo,Z)dLeb(Z) ~ c(zo)eRP(F),
S(20,R)
lorsque R croit indéfiniment.
Considérons alors sur M les moyennes pondérées de grandes boules :

KF(O; J/)Leb|B(O’R) (y)
fB(o,R) xF (0, y)dLeb(y) )

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant :

(7.2.6)

1Y p = proj * (
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Theoréme 7.2.3. Soit (I, M, B,CP',.%) un fibré feuilleté projectif au dessus d'une variété Rieman-
nienne close et courbée négativement, qui parametre les feuilles. Supposons de plus qu’il n’y ait pas
de mesure sur CP! invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T' B— R un potentiel Holder dont la
pression est positive. Alors, pour toutes suites (X,) neN € MN et (Rn)neN tendant vers l'infini, la suite de
mesures ,uf;m g, Converge vers l'unique mesure F-harmonique pour .

Convergence des moyennes sphériques pondérées. Nous regarderons dans un premier temps les

moyennes sphériques pondérées, qui sont des mesures de probabilités définies sur M par :
x" (0, y)Lebisio,r) ()

JsionxF o y)dLeby) |

my = proj, * (7.2.7)

Le but est ici de prouver le théoréme suivant :

Theoréme 7.2.4. Soit (I, M, B,CP',.%) un fibré feuilleté projectif au dessus d’une variété Rieman-
nienne close et courbée négativement, qui parametre les feuilles. Supposons de plus qu'il n'y a pas de
mesure sur CP! invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T' B — R un potentiel Holder. Alors pour
toutes suites (X,) neny € MY et (R)) nen tendant vers Uinfini, la suite de mesures mmen définie ci-dessus
converge vers l'unique mesure F -harmonique.

Preuve du théoréme 7.2.3 a partir de 7.2.4. Tout d’abord, par le théoreme de Ledrappier, 7.2.2,
lintégrale [y, » k"' (0, y)dLeb(y) se comporte comme e*"") : en particulier, elle croit a I'infini uni-
quement lorsque P(F) > 0 (c’était le cas de 'exemple particulier 7.2.1, ou le potentiel est la fonction
nulle, dont la pression est égale a I'entropie topologique du flot géodésique g;).

Nous empruntons 'argument suivant a Bonatti et Gémez-Mont [BG]. Supposons qu’il n’existe
aucune mesure sur CP! qui soit invariante par le groupe d’holonomie. Par le théoréme 7.2.4, les
moyennes sphériques pondérées convergent vers I'unique mesure F-harmonique pour &%. Consi-
dérons alors la couronne Cr = B(o, R) \ B(o, R/2). Puisque la pression de F est positive, 'intégrale du
poids sur Cg se rapproche de plus en plus de celle sur B(o, R). Ainsi, il est suffisant de prouver que la
restriction normalisée de ,ui  sur la projection de Cg approche I'unique mesure F-harmonique.

Mais cette mesure s’écrit comme barycentre de moyennes sphériques pondérées, chacune d’elle
tendant vers I'unique mesure F-harmonique (par le théoreme 7.2.4). Nous concluons que le bary-
centre converge vers la méme mesure : CQFD. 0.

Nous allons maintenant montrer comment prouver le théoréme 7.2.4. Lidée est simple et repose
sur le fait que les grandes sphéres ressemblent a des horospheéres. Il est possible de remonter les
moyennes sphériques au fibré unitaire tangent, car les sphéres de méme rayons peuvent y étre plon-
gées en ajoutant le champ de vecteurs radial sortant. Ces sphéres plongées forment un feuilletage
qui converge uniformément vers le feuilletage instable du flot géodésique. De plus, les mesures rele-
vées induisent sur les transversales de ces feuilletages des familles de mesures telles que les cocycles
de Radon-Nikodym qui leur sont associés convergent vers le noyau kf. Finalement, en utilisant le
théoréme d’'unique ergodicité 7.1.25, nous déduisons que 'unique point limite de cette famille est
le relevé canonique de 'unique mesure F-harmonique. Ainsi cette mesure se projette sur l'unique
mesure F-harmonique, concluant ainsi la preuve du théoréme.

2.2 - Feuilletage horosphérique en tant que limite

Horosphéres et grandes sphéres. Pour z € N, et R > 0, la sphére S(z,R) = {y € N|distz(z,y) = R}
se plonge dans T'N en attachant le champ de vecteur radial sortant. Nous noterons cette sphére
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plongée S*(z, R). Notons qu’elle est obtenue en poussant la fibre unitaire tangente T! N le long du
flot géodésique sur une distance R : ces spheres forment un feuilletage de T'N noté 7;/;;, qui est
obtenu en poussant le feuilletage #w* défini par les feibres unitaires tangentes le long du flot sur une
distance R. Par conséquent, pour tous R, ¢ > 0,

G W) =W

Le lemme d’inclinaison (ou A-lemma) classique pour les ensembles hyperboliques (voir le chapitre
9 de [Sh]) ainsi que la remarque faite ci-dessus, entrainent que, si 7I/R+ désigne la projection de 7?/;+
sur T'B, Wy converge vers le feuilletage instable #'“ dans la topologie C% des champs de plans (la
convergence est uniforme grace a la compacité de T'B). Cela implique que la structure Riemanienne
induite sur les feuilles de #}" converge uniformément vers celle de #*. Cela implique également la
proposition suivante :

Proposition 7.2.5. Pour tout € > 0, il existe un nombre positif Ry ainsi qu'une famille finie de petits
disques plongés disjoints T; < T'B, i € I tels que pour tout R> Ry :

1. (T})ies est un systeme complet de transversales a la fois pour W'* et pour Wy ;

2. pour toute transformation d’holonomie hOIg,-—»Sj :S;— S le long d’'un chemin de W*(v) de lon-
gueur <1, ouu S;cTj, et Sj < T sont des ouverts relativement compacts avec v € S, il existe des
ouverts S;. cS;, S’j cS§j avecv € S;, un chemin c dans WI'{ (v) de longueur < 2, et une transforma-

tion d’holonomie pour W} le longdec, T : S, — S;. qui est e-proche dans la topologie C° de la

u

restriction a S" dehol? . .
i Si—S;

Nous pouvons relever les feuilletages #7; aux feuilles de Z obtenant ainsi des sous-feuilletages

— !
que nous notons # . Ils convergent vers #" dansla topologie des champs de plans : la proposition
précédent est alors également vraie dans ce contexte.

Une estimée géométrique. Nous aurons besoin de I'estimée géométrique suivant, que 'on prouve
en utilisant les inégalités CAT :

Lemme 7.2.6. Il existe des constantes C >0 and a > 0, telles que pour toutoe N,R>0, etx,y € S(o, R),
nous ayons :
F
x (0,¥) .
——— <exp|(Cdist ,2)Y),
F(0.2) p( SR (1,2)%)

ot dists(e,r) désigne la fonction distance venant de la structure Riemannienne induite sur S(o, R).

Y x
AR
4 4

La preuve de ce lemme repose sur un théoréme de comparaison. La preuve de ce lemme repose
sur un théoréme de comparaison.

Soit o € N, R >0, et x,y € S(o,R). Les segments géodésiques [o, x] et [0, y] sont paramétrés par
longueur d’arc : nous appelons x(r) et y(r) ce paramétrage. Notons c(r) la géodésique minimisante
dans S(o, r) entre x(r) et y(r), ainsi que [(r) sa longueur. L'affirmation suivante est le point clé de la
preuve.

Preuve. Ecrivons d’abord la formule :

xFlo,y)

Flox) . (7.2.8)

exp
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Affirmation. Nous avons pour tout r < R,

1(r) - sinh(ar)
I(R) ~ sinh(aR)’

Nous prouvons dans un premier temps que cette affirmation suffit a conclure la preuve du lemme.
Considérons les vecteurs unitaires v,y et v,y basés respectivement en x et y, qui sont orthogonaux a
la sphere, et pointent vers I'extérieur. Le transport, pour la connexion induite, du champ de vecteur
orthogonal sortant étant parallele le long de c(R), la distance entre ces deux vecteurs est égale a la
longueur /(R) (cet argument marche de la méme facon pour tout r < R). Nous déduisons de ceci, et

du caractere Holder de F, que :
X R R i@
/yﬁ—/ Fl< c/ I(r)%dr < Cl(R)“/ sinh tan) ;.
0 o 0 o sinh%(aR)
la derniere inégalité venant de I'affirmation. La derniére intégrale est évidemment bornée indépen-
damment de R. Nous coucluons alors en prenant les exponentielles.

Prouvons a présent notre affirmation. Nous allons appliquer I'inégalité CAT(—a?) au triangle dont
les cotés sont donnés par [o, x], [0, y], et la courbe c(R) : ce triangle n’est pas géodésique. Nous ob-
tenons alors que pour le triangle dans 'espace N_,2 simplement connexe de courbure —a? dont les
cOtés sont donnés par deux segments géodésiques (parametrés par longueur d’arc) xo(r), et yp(r)
(x0(0) = y9(0)), avec 0 < r < R, et un chemin géodésique cy(R) tangent a une sphere hyperbolique de
centre xo(0) qui lie xp(R) et yo(R), et avec une longueur [p(R) = I(R) alors

I(r) = lo(r),

pour tout r < R, ou [y(r) est la longueur de la courbe géodésique cy(r) tangente a la sphere reliant
Xo(r) et yo(r).

Linégalité CAT(-a?) usuelle est valide pour les triangles géodésiques (voir [BH]), mais il est facile
d’en déduire la version ci-dessus. Pour ce faire, prenons une division tres fine du chemin c(R) par des
points xi tels que [(R) = )_dist(xg, Xx+1) (C’est-a-dire approchons c(R) par une géodésique brisée), et
appliquons le théoreme usuel a chaque triangle géodésique dont les sommets sont o, Xk, Xf+1-

Un calcul de géométrie hyperbolique nous donne que la longueur de I’arc de cercle ¢y (r) est égal a
Osinh(r), ou 6 estl’angle x (rmo (r), nous en déduisons donc que ly(r)/lp(R) = sinh(ar)/sinh(aR).

O

Convergence uniforme vers le cocycle. Nous prouvons a présent que le quotient des poids converge
vers le cocycle &6F qui est défini par la formule (6.1.5), et que cette convergence est uniforme sur les
espaces compacts.

Lemme 7.2.7. Soit K< N un ensemble compact, et € N(oo). Alors :

F
lim <2

=6z, ;0),
o—¢ xF(0,2) (2 y3¢)

uniformément avec y, z € K, lorsque o converge non-tangentiellement vers ¢ dans la topologie conique.

Preuve. Rappelons dans un premier temps les relations (7.2.8), et (6.1.5) :

K (0 zz)
xF(o,z1) [/ / ] et 6% (z1,22;¢) = exp / / ]
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Soit £ € N(co), et K< N compact. Par définition de la convergence non-tangentielle, il suffit de
supposer que o converge vers ¢ tout en restant sur un rayon géodésique ¢ avec { comme point extré-
mal.

Par compacité de K, il existe des constantes A; >0 etn; <1 telles que pour tout y € K, et T > 0, si
y(T) désigne le point du rayon géodésique [y, &) avec dist(y, y(T)) = dist(y, c(T)),

Yy y o _
[
c(T) y(T)

Cela est d(i au lemme de distorsion 7.2.6 appliqué a la fonction Holder F ot (ou ¢ est I'involution
qui envoie un vecteur unitaire v tangent a N sur —v), et le fait que ¢(T) et y(T) deviennent proches
exponentiellement vite (les rayons géodésiques [y,¢) et ¢ sont asymptotiques).

Le lemme de distorsion usuel (voir la preuve du lemme 6.1.5) montre I'existence de A, > 0 et

12 < 1 tels que pour tout y € K,
o oy
forlE
¢ ¢

La preuve est achevée lorsque I'on remarque que 'intégrale

USRS

peut étre décomposée en quatre morceaux :
z(T) oD _ z z
[ L)
¢ ¢ 2(T) c(T)

vy vy o) _ ya
/ F—/ F|+ / F—/ F|+
c(T) y(T) ¢ ¢

chacun d’eux tendant vers zéro exponentiellement vite independamment des choix de y,z € K.
Nous concluons la preuve en prenant les exponentielles. d

= Aln{-

= A2772T-

2.3 — Preuve du théoreme 7.2.4

Rappelons les hypotheses et les notations. (I1, M, B, CP!, %) est un fibré feuilleté projectif, dont la
base B est une variété Riemannienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement
isométriques a B. Le revétement universel Riemannien de la base est noté par N, et nous avons fixé un
point base o € N. Pour x € M, proj, : (N, 0) —(Ly, x) représente le revétement universel Riemannien
de la feuille correspondante qui envoie o sur x.

Relevé au fibré unitaire tangent. Les mesures m r peuvent clairement étre remontées a T'Z en
poussant par le plongement naturel S(x, R) — S* (x R) (rappelons que S*(x, R) désiigne I'image de
Txg par Gg). Nous noterons mf; R la mesure ainsi obtenue.

Puisque le feuilletage 7; converge uniformément vers w" lorsque R tend vers l'infini (voir la
proposition 7.2.5), nous pouvons trouver Ry > 0 et un atlas feuilleté of = (U;, ¢;) e pour le feuilletage
instable Wu, tel qu’il existe un atlas feuilleté pour 7; delaforme o/r = (U;,$p,;)ics €t ce pour tout R >
Ry. Nous considérons un systeme complet de transversales (T;) ¢, et notons (P; (w)) weT, les plaques
instables. Nous allons prouver la proposition suivante.

Proposition 7.2.8. Soit m™ un point d'accumulation de la famille m? R Sa restriction a une carte U;
a une désintégration dans les plaques instables est de la forme [ H; Leb| Pl Vi (w), or:
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1. H; est une fonction mesurable positive qui est uniformément log-bornée, et qui vérifie la relation

suivante pour v, w dans la méme plaque P; :
H;(v) F
—— =k (w,v;é), (7.2.9)
Hi(w) ¢

ot ¢ € N(oo) est la limite commune des itérations négatives de la variété instable de v et w.
2. (v])ier est une famille de mesures finies définie sur la famille (T;) je qui vérifie :
d[holl;i_,Tj * V]

dvt
J

(v) = kF(v,hOI%_,Ti(v);cf), (7.2.10)

out v appartient au domaine d’holonomiehol;. _ ., et ¢ est la limite commune des itérations de
“ s, . J 1
la variété instale de v.

Remarque 1. La notation est quelque peu abusive puisque v, w appartiennent a T'P;, et k'’ a été
défini sur N x N x N(oco) : nous devons en fait évaluer k" sur les relevés 2 une méme horosphere du
revétement universel des points base de v et w, et sur le centre de I’horosphere.

Remarque 2. Les deux propriétés sont équivalentes dans le sens que s'il est possible de recoller les
mesures [Hi(Lebﬁ/Vu (w)] v;r(w) en une mesure de T'.%, alors si 'une des propriétés a lieu, 'autre
loc

aussi.

Preuve du théoreme 7.2.4 a partir de la proposition 7.2.8. Supposons qu’aucune mesure de pro-
babilité de CP! ne soit invariante par I'action du groupe d’holonomie de .%. Supposons de plus que la
proposition précédente soit vraie, et considérons un point d’accumulation m*. Dans ce cas, la famille
v satisfait la relation de cocycle (7.1.1), et par la propriété d’'unique ergodicité du feuilletage instable
(le théoreme 7.1.25), elle est uniquement déterminée (& multiplication pres par une constante posi-
tive). Alors, m™* est le relevé canonique de 'unique mesure F-harmonique (voir le théoréme 7.1.29) :
ainsi, sa projection sur M est!'unique mesure F-harmonique. Cela nous permet de conclure la preuve
du théoreme 7.2.4. Par conséquent, pour conclure la preuve du théoréme, nous n’avons plus qu’a
prouver la proposition 7.2.8. O

2.4 — Preuve de la proposition 7.2.8.

Soit m* un point d’accumulation de mg*}; Choisissons des suites (x,) ey € MY, et (Ry) nen qui
tend vers I'infini, telles que mf’+R converge vers m*. Rappelons que nous avons un atlas feuilleté
nmiin

o = (Ui, ¢;)ier pour le feuilletage instable Wu, ainsi qu'un nombre Ry > 0 tel que quand R > Ry,
r = (U, ¢ri)icr est un atlas feuilleté pour 7;. Nous pouvons raffiner 'atlas «f de telle sorte que
m*(0U;) = 0 pour tout i € I (ainsi, nous avons toujours limn_,oomi’:Rn(Ui) = m*(U;)). Nous choi-
sissons un systéme complet de transversales correspondant noté (T;);e; : les plaques instables sont
notées (P;(v))yeT,, et celles du feuilletage 7;% sont notées (P; ,, (V) yet;. Soit i € I tel que m* (U;) > 0.

Lemme 7.2.9. La projection sur la transversale T; de la restriction de mf’JrR a U; est équivalente a la

mesure :

+
Vi,n

1 F
= K (x,, )0
[sor,) KT (0, )dLeb(y) uerimszuxnﬂ,,) ey

avec une dérivée de Radon-Nikodym log-bornée indépendamment de n.
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Remarque 3. Ici encore, La notation est abusive. Nous devons relever v € T; et x, au revétement
universel, et évaluer x© sur les relevés de x,, et du point base de v. Si nous imposons que le point base
reste dans un domaine fondamental donné, tout se passe comme si x, tendait a I'infini dans le passé
tout en restant sur la géodésique dirigée par v.

Preuve. La projection de (mi’JrR )ju; sur T; est donnée par la mesure de comptage suivante :
n» n
1

Sstor, K (0,1)dLeb(Y) ver,n§7(x,R,)

my ", (Pin(v)6y.

. - N —+ . .

Soit A une borne supérieure des diametres des plaques de #', , et K *1 des nombres qui respecti-
vement majorent et minorent bornent leurs volumes. En utilisant le lemme de distorsion 7.2.6, nous
voyons que pour tout v € T; N S* (xp,, Ry), mg’:Rn (Pin(v) € [Co_l, C()]KF(xn, v), ot Cy = KeCh?,

Bien sir, A et V peuvent étre choisis indépendants de n puisque le feuilletage W; converge uni-
formément vers # : en particulier on peut déduires des bornes sur les diametres et volumes des
plaques de #'“ des bornes pour celles de 71/};;, au moins pour n assez grand. Le lemme est ainsi
prouvé. a

Lemme 7.2.10. La restriction de mfj’JrR
nr»tin

de la forme [Hj,nLebip, )1V}, (W), olt:

a une carte U; a une désintégration dans les plaques instables

1. H; , est une fonction positive et mesurable qui est log-bornée indépendamment de n, et qui vérifie
la formule suivante pour v, w dans la méme plaque P; , :

Hin(w)  «F(xp,0)

Hip(w)  «F(xp,w)’

(7.2.11)

ot v et w sont orthogonaux a la sphere centrée en zy et de rayon R.

2. (v;r Wiel estla famille de mesures fiines définies sur les transversales (T;) ey dans le lemme 7.2.9.
Elles vérifient :

dltijnx* V:n] _ KF(xn,Tji,n(V)) (7.2.12)
dV}—n xF (xn, v) B

OlL T;j n est une transformation d’holonomie W; r. dont le domaine est un ouvert de Tj;, et son
nmiin
but, un ouvert de Tj, et ot v appartient au domaine deT j; p.

Preuve. Puisque par définition, mf’+R a une désintégration de Lebesgue dans les feuilles de #', , la

désintégration de (mf,:R,,)\Ui par rapport a v; ,, est comme énoncé dans le lemme. Nous devons voir
que les densités H; , ainsi que les mesures v; j, vérifient les propriétés désirées.

La seconde propriété est immédiate par définition de (v; ,)ier 1 voir le lemme 7.2.9.

Le fait que les densités H; , soient log-bornées indépendamment de n vient de ce que V; , est

équivalente a la projection sur T; de (mfnJ,ar)lUi avec des dérivées de Radon-Nikodym qui sont log-
bornées indépendamment de 7 (voir de nouveau le lemme 7.2.9). Que les densités vérifient les rela-
tions désirées, découle directement de ce que c’est le cas de la famille (v;n) ie1 €t de ce que les mesures
obtenues sur U; se recollent bien (voir la remarque 2 ci-dessus). La preuve est alors finie. O

Fin de la preuve de la proposition 7.2.8. Par le choix des cartes U;, nous savons que (mf:’JrR I,
nmtin
converge vers la mesure mlJE] lorsque n tend vers 'infini. Nous voulons en déduire que m* se dés-
1
integre dans les plaques P; comme énoncé dans la proposition. Prenons deux cartes U; et U; qui
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s'intersectent. Nous pouvons toujours supposer que lorsque v appartient au domaine de la transfor-
mation d’holonomie hol%_,Tj, nous avons dist,, (v, hol%ﬁTj () <1.

Nous pouvons supposer, en extrayant si nécessaire, que v;)i converge vers une mesure finie v;
sur T;. Par la proposition 7.2.5 nous savons que pour tout v appartenant au domaine de hOILle—»Ti' il
existe un ouvert S; < T; contenant v, tel que la restriction de hol%_,Tl_ a §; soit une limite uniforme
d’applications d’holonomies 7;; ,. D’apres le lemme 7.2.7, nous avons pour tout v € §;

i kF (X, T ji,n (V)

i — - 8 (v holf, _ 7, (v);6) = k" (v, holf, _p, (1)),

o1 £ € N(oo) est la limite commune des itérations négatives par le flot des éléments de W¥(v). Cette
égalité est valide car v et hOI%—»T,- (v) sont sur la méme horosphere centrée en ¢ : la fonction de Bu-
semann correspondante s’annule donc. Ainsi donc, puisque par le lemme 7.2.10, les mesures v;' ;
vérifient les relations (7.2.12), les mesures limites v;r vérifient les relations (7.2.10).

Afin de conclure la preuve, nous devons prouver que m™* a une désintégration de Lebesgue. Ceci
est vrai car d'une part, chaque mi’:R” a une désintégration de Lebesgue avec des densités locales
uniformément log-bornées, et d’autre part la structure Riemannienne, et donc le volume, induite sur
les feuilles de 7;,1 converge vers celle induite sur #" . Finalement, afin de voir que les densités H;
vérifient les bonnes relations, nous raisonnons comme a la fin de la preuve du lemme 7.2.10. Nous
pouvons conclure. O.

3 | Un résultat d’équidistribution

Dans cette section, nous allons donner une interprétation de nos résultats sur les feuilletages
transverses a une fibration en CP' en termes d’actions de groupes paramétrées par une métrique
Riemannienne de courbure négative. Une question typique est la suivante. Soit B une variété Rie-
mannienne close et courbée négativement. Si p : 71 (B) — PSL,(C) est une représentation projective
de son groupe fondamental qui ne laisse aucune mesure invariante sur CP!, que peut-on dire de la
distribution des orbites d'un point, paramétrée avec la structure Riemannienne ? Plus précisément,
si N est le revétement universel Riemannien de B, et si 0 est un point base choisi sur N, la métrique
de B induit naturellement une fonction distance sur 7, (B) par la formule d(y,,y2) = dist(y10,720).
Notons que puisque B est compacte, cette distance est quasi-isométrique a la distance des mots asso-
ciée a un systéme fini de générateurs. Notons Bg la boule de rayon R > 0 pour d. Que dire des points
d’accumulation des mesures de comptages suivantes :

1
Or=—— Y 6
B 25,270

Y€Br
pour x € CP! 2
Nous proposons le théoréme suivant, qui est une conséquence du résultat principal de cette sec-
tion.

Theoréme 7.3.1. Soitp:m(B)— PSLy(C) une représentation projective du groupe fondamental d’'une
variété Riemannienne close et courbée négativement, qui en laisse invariante aucune mesure de proba-
bilité sur CP'. Alors, la famille O converge vers une mesure qui est l'image de la mesure de Patterson-
Sullivan par la section de Lyapunov.
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3.1 - Mesures de comptage pondérées

Par le théoréme 7.1.29, s'il n’y a pas de mesure sur CP! invariante par chaque p(y), y € 71 (B), alors
pour tout potentiel Hélder F : B— R, il existe une unique mesure F-harmonique pour le feuilletage
&, que l'on notera mp. Par le théoréme 7.1.32, on peut désintégrer cette mesure par rapport a hgLeb
dansla base, et]’on note (mp)) ye le systeme de mesures conditionnelles dans les fibres (nous avions
posé pour tout p € B, hy(p) = rnass(wg), ol wi désigne la famille de mesure de Ledrappier dans les
fibres unitaires tangentes associées au potentiel F). Nous rappelons que les mesures conditionnelles

sont alors de la forme :
F
Wp

+
mpp=sh% | ———
L mass(w})

Nous voulons ici prouver que ces mesures, définies sur CP!, peuvent étre obtenues comme limites
de mesures de comptage pondérées. Considérons le poids suivant sur 71 (B). Fixons une fois pour
toutes un point base o € N, et posons pour y € m1(B) :

KF()/) = KF(o,yo).

Limite de mesures de comptage pondérées. Fixons p € B, et x € V. Nous nous intéressons aux
mesures de comptage pondérées définies par :

1
Z KF(Y)(SP(Y)—lx.

Opp=———F—
ZyeBR xE(y) Y€BR

Le but principal de cette section est de prouver le théoreme suivant.

Theoréme 7.3.2. Soit B une variété close courbée négativement, etp : m1(B) — PSL,(C) une représen-
tation projective qui ne laisse invariante aucune mesure de probabilité sur CP'. Soit F: T'B—R un
potentiel Holder dont la pression est positive. Alors la mesure Ogr converge vers mg, quand R croit
indéfiniment.

Remarque. Iy a une fagon géométrique de comprendre 6. Prenons les mesures sur N définies
comme :

Z KF(y)éyo.

éF,R =
ZyeBR KF(Y) YEBR

La mesure O est alors obtenue comme O g = proj, * ] ER, ouproj, : (N, 0) —(Ly, x) estle revétement
universel Riemannien qui envoie I'origine sur x.

Nous avons l'interprétation suivante de 6rr. Considérons les grandes boules centrées en x tan-
gentes a la feuilles. Si elle intersecte la fibre V), en un point y, donnons a ce point le poids xF(x, y) (si
la boule intersecte la fibre plusieurs fois nous sommons les xF(x, y) correspondant). La mesure O g
est alors le barycentre des masses de Dirac aux intersections entre la boule et la fibre pondéré par ces

k.

3.2 — Preuve du théoreme 7.3.2

Dans tout ce qui suit, nous supposerons les hypotheses du théoréme 7.3.2 : p : m,(B) — PSLy(C)
est une représentation projective du groupe fondamental d'une variété Riemannienne close et cour-
bée négativement. Nous supposons de plus que cette action ne laisse aucune mesure invairante sur
cPl.

174



CHAPITRE VII. RESULTATS D’UNICITE ET D’EQUIDISTRIBUTION

Restriction a un petit cylindre. Sous les hypothéses du théoreme 7.3.2, le théoréme 7.2.3 nous dit
qu’il y a une unique mesure F-harmonique mr obtenue comme limite de moyennes pondérées sur
les grandes boules dans les feuilles. L'idée est assez simple : dans un petit voisinage de la fibre, la
restriction des moyennes pondérées dans les grandes boules centrées en x converge vers celles de
mp. Si nous parvenons a comparer ces mesures avec 0, nous devrions, en faisant tendre la taille
du voisinage vers zéro, pouvoir en déduire la convergence vers la mesure conditionnelle de mp sur la
fibre.

Prenons un petit € > 0 de sorte que la boule B(p, ¢) trivialise le fibré, ainsi que le revétement uni-
versel Riemannien N — B. Soit le cylindre K ¢ = m! (B(p,€)) = B(p,€) x CP!: cestun petit voisinage
dela fibre V). Il vient avec une projection naturelle le long des feuilles pr, : Kj . — V},. Le bord de K},
est de mesure nulle pour mp puisque la projection de mp sur la base est équivalente par rapport au
volume, et la sphere S(p, €) est de volume nul. En conséquence, nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 7.3.3. En restriction a Ky ¢, la famille de mesures u§ r converge vers (mp)|k,, lorsque R croit
indéfiniment.

Lintersection entre la boule B(x, R) est le petit cylindre n’est pas markovienne a priori. Il y a des
composantes connexes de cette intersection qui ne croisent pas entierement le cylindre. Puisque
nous avons choisi un potentiel avec une pression positive, les effets de bords, et donc ces compo-
santes non markoviennes, ne peuvent pas étre négligées. Nous serons conduits a introduire deux
mesures “markoviennes” définies par une formule similaire a (7.2.6).

Notation. Nous utiliserons les notations commodes suivantes pour deux quantités que nous serons
amenés a comparer par la suite :

IgR =/ ¥ (0, y)dLeb(y), (7.3.13)
B(o,R)
Jer=Y. x" (). (7.3.14)
Y€EBR

. F s bl F PN )
Mesures markoviennes. Notons ) p . la restriction de pi; » a K),. Nous remarquons qu’elle peut
étre obtenue comme la projection sur M par le revétement universel Riemannien proj,: N— Ly dela
mesure suivante :

- 1
;uﬁ = T Z " (o, Y)Lebio,R)nByo.e) (V) (7.3.15)
ER YEBR

A présent, considérons les deux mesures ug ;—; . définies comme proj , * (ﬂg *) oll:

1
'agi = Z KF(O’ y)LebIB(yo,g) »n, (7.3.16)
Irr yeg;,

avec :
By, ={yemi(B)|B(yo,e)cB(0,R)} et By, ={y€eni(B)|B(yo,e)NB(o,R)#®}.

En d’autres termes, ,uf; ¢ D€ charge que les composantes connexes de B(x, R) N Ky ¢ qui sont entiére-

ment incluses dans K, ¢, tandis que ,ui = . Charge tous les petits disques qui rencontrent une compo-
s e P F F+ 4o

sante connexe de B(x, R) N Kp¢. Les inégalités p) 3, . < ) p . < ) 5 . sont alors évidentes. Nous avons

mieux :
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Lemme 7.3.4. Nous avons la chaine suivante d’'inégalités :

Igr—2¢ g IER+2¢ F

F- F F+
I /“tx,R—Ze,e = lux,R,s = :Ux,R,s = :ux,R,e -7 :ux,R+2£,£'
ER ER

Preuve. Comme nous 'avons dit plus haut, les deuxiéme et troisieme inégalités sont immédiates.
Prouvons la premiere, la derniere peut étre prouvée par le méme genre d’arguments. Il suffit de prou-
ver que B(x, R —2¢) N Ky ¢ est inclus dans I'union des composantes connexes de B(x, R) N Ky . qui
croisent le cylindre.

Mais ceci est une conséquence assez directe de I'inégalité triangulaire. Si y € B(x, R —2¢) N K ¢,
nous projetons y sur V, en considérant p = pre(y) : en particulier, dist. (y, p) < €. Si nous choisissons
¥y € B(p,¢), alors :

disty, (y',x) < dist, (¥, p) +distr (7, y) +dist; (3, x) <e+e+R—2e=R.

Ainsi, la boule B(p,€) est entierement incluse dans B(x, R) : nous pouvons conclure la preuve du
lemme. O

Projections sur la fibre. Nous avons introduit les mesures uf ;—; . dans I'espoir de les comparer (ou

plutot de comparer leurs projections sur V)) avec 0 g. Considérons donc les projections de ces me-

+
sures sur la fibre V), que nous notons 6z, ..

Lemme 7.3.5. Il existe un nombre C(g) = 1 qui tend vers 1 lorsque € décroit vers 0 tel que nous ayons la

chaine d’inégalités suivante (avec les notations définies par (7.3.13) et (7.3.14)) ait lieu :
+
ER,e

OkRe _JER
Leb(B(p,€))

Cle) ' ——5— <22 fppr<Cle)
Leb(B(p,€)) Igr
Preuve. Par définition, Ogr s’obtient comme la projection sur M via proj, des moyennes sur Bg.o
pondérées par les «* (0,70).

Par définition encore, 07, .

sur N qui donnent a tout point yo, avec y € Bi’ o le poids [ B(yo,e) x% (0, y)dLeb(y). Normalisons ces

peuvent étre décrites de facon similaire. Considérons les mesures

mesures par Ip r, et projetons-les sur M via proj,.. On obtient ainsi 0;—;, Re

Remarquons tout d’abord que Supp 0 . < Supp 0fr < Supp 0; R, PUisque nous avons par défi-
nition la chaine d’inclusions Bf_a, S BrC BE, .

Aprésent, nous devons comparer les poids que donnent ces mesures aux points de leurs supports.
Par le lemme de distorsion 7.2.6, il existe un nombre C(¢) qui tend vers 1 lorsque ¢ tend vers 0 tel que
si y,z € N sont distants d’au plus &, le quotient k¥ (0, y)/x* (0, z) appartienne a [C(e)~!, C(e)]. Ainsi,
pour tout y € 7, (B), I'intégrale contre Lebesgue de k7 (0,.) sur la boule centrée en yo et de rayon ¢ est,
a C(¢g) pres, proche de la valeur en yo fois le volume de la boule. Puisque les volumes des boules de
rayon € sont égaux, nous concluons la preuve en faisant les normalisations nécessaires. d

Le lemme facile suivant nous permet de comparer les différentes quantités mises en jeu dans la
preuve :

Lemme 7.3.6. Les assertions suivantes sont vraies :
1. IpseelIre— P lorsque R tend a Uinfini;
2. pour g > 0 assez petit, nous avons :

F F
mass(ux,R—2£,£) mass(ﬂx,R+2£,£)

C(E)_IIF,R—ZE Leb(B(p,¢€)) =Jrr = ClE Env2e Leb(B(p.€))
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Preuve. La premiere assertion est une conséquence immédiate du théoréme de Ledrappier 7.2.2. Le
seconde, elle, s’obtient juste en évaluant les masses dans les inégalités des lemmes 7.3.5 and 7.3.4.
O

Remark. Puisque, mp(0Kpe) = 0, nous avons par le lemme 7.3.3, que lorsque R tend vers I'infini,
mass(ufR ) converge vers mp (K ) qui vaut fB(p 0 hy dLeb.

Les mesures convergent... Nous allons prouver que les mesures (0rr)r>o forment une famille de
Cauchy. Puisque I'espace des mesures de probabilités sur M est un espace métrique compact pour la
topologie faible-#, cela entraine que cette famille est convergente. Le lemme suivant est la premiere
étape : pour une fonction continue f: V, — R, nous allons pincer son intégrale contre g entre deux
quantités qui deviennent de plus en plus proches. Nous aurons besoin de la notation suivante :

Alp) = / ho dLeb.
B(p,e)

Lemme 7.3.7. Il existe une constante C'(€) > 1 qui tend vers 1 lorsque € tend vers 0, ainsi qu'une
constante Ry > 0, telles que pour toute fonction continue f : V, — R, fout R > Ry, et tout petite > 0,

F F
d'ux R-2¢,e d'ux R+2¢,e

Clert [ fopre— 2o [ fagnu=Cle) [ fopro—xhie
Kpe mass(iy p_ o) JV, Kpe mass(ky g e)

Preuve. Nous ne prouvons que la majoration : la minoration découle du méme argument. Rappelons
que, par définition, 67, kR, €Stla projection via pre de Hi ;; . de sorte que pour toute fonction continue
f:Vp—R, nousayons [, fdb},, =
7.3.4 et 7.3.5 de facon a prouver l’1negahte suivante, valide pour tous f, R, et € > 0 assez petit :

! K, ( fopradut + ke Mais nous pouvons combiner les lemmes

/fd@ < C(e) [BR+2e IER+2¢ Fopr AW pioe e
v, R Jer i, " Leb(B(p,)’

Si I'on utilise le lemme 7.3.6, deux choses viennent alors. Premiérement, nous pouvons utiliser la
borne inférieure de /i, de facon a avoir la majoration suivante :

dut
/fdeFR<C(5)2 FR+2£/ fO ro — of¥2eE x,R+2¢,e
7

p IrR-2¢ mass(HxR 2¢, s)

Deuxiemement, nous savons que Igr+2¢/ [FR—2¢ — etP e quand R tend vers I'infini.

Finalement, comme nous I'avons expliqué dans la remarque précédente,
lim mass(ut , ) = A(p)
R 'ux,R,E - p)
— 00

de sorte que, quand R est suffisamment grand, nous puissions indistinctement diviser la borne supé-

rieure par mass(pi R-2¢, )y ou par mass(pi Reze, o) Lexistence de constantes Ry > 0 et C’(¢) telles que

la majoration énoncée dans le lemme ait lieu suit alors, nous permettant de conclure la preuve du

lemme. O
Nous pouvons a présent prouver le résultat principal de cette section :

Proposition 7.3.8. La famille (Orr) r>o est de Cauchy, et converge donc dans la topologie faible-*.
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Preuve. Pour § > 0, nous pouvons choisir € > 0 assez petit pour que C’(g) — C'(¢) "' < §/2. Choisissons
untel §, etun tel €. La mesure pi re! mass(pg ) converge vers (mg)) Kpe / A(p) elle est donc de Cauchy

dans le sens qu’étant donné & > 0, il existe R, > Ry tel que pour toute fonction continue f : Kpe—R
avecSup|f|<1,etR,R >Ry,

F
/ F_Mane / FHuie
K, mass(ul ) JK,  mass(l )

P, P,

<6/2.

Soit f: V;, —R une fonction continue avec Sup|f| < 1. La fonction f o pr, est continue sur K,
avec Sup|f o pre| <1, et nous avons, par le lemme 7.3.7 pour R, R’ > R; + 2¢,

dut
fdOpr— | fdbsr| = C©-C@™) [ Ifoprd— ke
Vi Vp Kpe mass ('ux R+2¢, E)
+ CI(E)_I/ fopr dIJXR+2££ / fo d'uJCR’ 2€,€
Kpe mass(”xR+255 maSS(/,th, 2, g)
< 6/2406/2=6,

la derniere inégalité a lieu car C’ (e let] f o pre| sont inférieurs a 1, et car ,ui Re2e, E/ mass(ui Re2e, &)
est une mesure de probabilité sur K .

Ce qui précede prouve donc que (0 r) r>o est une famille de Cauchy dans I'espace des mesures de
probabilités sur M (qui est compact pour la mesure de probabilités sur M pour la topologie faible-*).
Ainsi elle converge, et la preuve de la proposition est achevée. d

...et il n’y a pas de choix de limite. Le meilleur candidat de limite possible est sans doute la me-
sure conditionnelle sur la fibre V}, de 'unique mesure F-harmonique mg. C’est la seconde moitié du
théoréme 7.3.2 :

Proposition 7.3.9. La limite de O est la mesure de probabilité mg.

Preuve. Notons 0 la limite de 0 g. Par compacité de V,, nous avons pour tout ensemble de Borel
AcVy, limg —. oo 05 r(A) = O (A). Par définition, la mesure conditionnelle de mp sur V), vérifie pour
tout ensemble de Borel AcV), :

me(pr;1(A)
mp(A) = limy mp(Kpe)

En utilisant une nouvelle fois le lemme 7.3.7, nous trouvons pour tout ensemble de Borel Ac V), :

F -1 A F -1 A
_1Hx,R—2£,e(prE ( ))SGER(A)SC/(E)“x,R+2£,s(pr£ ( ))

C'(e)
F F
mass (I'tx,R—Zs,e) mass(l’lx,R+2£,£)

En faisant tendre d’abord R a I'infini, puis € vers zéro, nous trouvons 0g.(A) = mg,(A) oiur tout
ensemble de Borel AcV),. La preuve de la proposition, est donc celle du théoreme 7.3.2 est donc
finie. a
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4 | Appendice : cocycle projectif a spectre de Lyapunov
simple

Le but de cet appendice est de prouver le résultat suivant qui semble bien connu des spécialistes.
Comme la preuve est courte et trés simple, et que nous n'en avons pas trouvé de trace écrite dans la
littérature, nous avons décidé de la donner dans cet appendice.

Theoreme 7.4.1. Soit ¢; un flot continu d’'un espace métrique compact B. Soit I1 : M — B un fibré
continu de fibre CP%~', d = 2, et ®, : M— M un cocycle projectif au dessus de ¢,. Finalement, soit i
une mesure de probabilité sur B invariante par ¢, ergodique et de spectre de Lyapunov simple.

Alors, les seules mesures de probabilité invariante par ®; et ergodiques qui se projettent sur L sont
les mesures ! = o/ * i, oit les o/ sont les sections de Lyapunov du cocycle (avec j = 1,...,d).

Cocycles projectifs. Nous considérons un espace métrique compact B avec un flot continu ¢; :
B — B (c’est-a-dire un groupe continu a 1 parametre d’homéomorphismes).
Un cocycle projectif au dessus de ¢; est donné par :
1. un fibré continu IT: M — B de fibre projective CP?~!; nous notons les fibres de ce cocycle Vy=
17! (p), et le munissons d'une métrique projective continue;
2. un flot continu ®; : M — M qui se projette sur ¢, via II, et envoie fibre sur fibre comme une
application projective.

Pour un tel cocycle, nous noterons
Ar(p) = (@), : Vp = Vy,(p)

la restriction du flot ®, aux fibres. Nous avons alors A;(p) € PSL;(C). Cette application vérifie la rela-
tion de cocycle suivante :
At +6(p) = Ar (@4 (P) A, (P),

pour tout p € B et 1, €R.

Exposants de Lyapunov. Le théoreme d’Oseledets assure I'existence d’exposants de Lyapunov pour
le cocycle ®; sur un ensemble de Borel & < B plein pour toute mesure invariante par ¢;. Plus préci-
sément, pour chaque p € & nous avons une décomposition de la fibre :

_ /1 k(p)
Vp = Vpea...ean ,

ainsi que des nombres réels y1(p) < x2(p) <... < yx(p) tels que:

1
Jim —logllAr(p)vjll = x;(p),

pour tout v; € V,f, j =1,...,k(p) non nul. Dans cette définition, nous avons fait un abus : nous avons
fait comme si le fibré était linéaire, et identifié A;(p) avec un élément de SL;(C). C’est quelque chose
que nous pouvons faire localement, et les nombres y ; ne dépendent ni du choix de la carte trivia-
lisante, ni de la linéarisation que nous choisissons (I’ambigiiité dans le choix d'une linéarisation vit
dans le groupe cyclique engendré par ’homothétie de rapport e?/¥) : voir la discussion faite au dé-
but de [BGV].

Nous nous intéressons au cas ou u est une mesure de probabilité ergodique invariante par ¢;.
Dans ce cas, les nombres k(p), et y j(p) sont constants pour y-presque tout point p.
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Spectre de Lyapunov simple. Soit @, : B— B un cocycle projectif au dessus de ¢y, et it une mesure
@s-invariante et ergodique sur B. Nous nous intéressons au cas ou les exposants de Lyapunov ont
multiplicité 1 (voir la définition ci-dessous). Dans [BV], Bonatti et Viana generalisent le théoréme
7.1.1 et trouvent des criteres qui assurent que c’est le cas pour une large variété de cocycles au dessus
les sous-décalages de type fini.

Définition 7.4.2. Nous disons que ®; a un spectre de Lyapunov simple pour p si chaque V,f coincide
avec un point al (p) deV), = cpd-t pour i-presque tout p € B.

Si le spectre de Lyapunov est simple, alors k = d, y1 < y2 < ... < X4, et nous avons des sections
mesurables, définies u-presque partout, que nous appelons les sections de Lyapunov :

o/ :B— M.
Nous considérons le drapeau positif : S (p) = (SL(p), S (p), ..., Sf(p)) ol,pourl<j=<d:

Slp=c'(pedipe..ed(p.
La proposition suivante vient directement de la preuve du théoréme d’Oseledets :

Proposition 7.4.3. Quand le spectre de Lyapunov du cocycle ®; est simple pour une mesure ergodique
W sur B, alors les objets définis plus tot vérifient les propriétés suivantes.

1. Ledrapeau S, (p) varie mesurablement avec p.
2. Ilestinvariant par le cocycle : pour tout t € R, et u-presque tout p € B, A;(p)S+(p) = S+ (¢:(p)).

3. Sil< j<d, alors pour -presque tout p € B, et tout x € Si (p)\ SJ:I (p), nous avons :
1 . i
TlgnooTIOngSt(AT(p)x’U] (pr(p)) =A;—Aj_1.

Relevés des mesures ergodiques et leurs bassins. Il est possible de relever une mesure y dont le
spectre de Lyapunov est simple par les sections : pour j =1,...,d, considérons:

Remarque. Une telle mesure u/ peut étre désintégrée par rapport a y, et les mesures condition-
nelles dans les fibres sont les masses de Dirac concentrées en les o/ (p).

Pour une mesure ergodique v sur M invariante par ®;, nous définissons le bassin positif de v
comme I’ensemble des points dont |'orbite est attirée dans le futur par v :

1 T

%+(V) = {xe M; lim —/ 5q>t(x)dl‘= V},
T—oo T 0

par le théoreme de Birkhoff, v(%* (v)) = 1.

Lemme 7.4.4. Les mesures ji/ sont invariantes et ergodiques pour ®,. De plus, il y a un ensemble de
Borel Y c B de mesure pleine pour u tel que pour tout j =1,...d,

2w = SLm\ s .
peY
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Preuve. Linvariance découle de la deuxiéme assertion de la proposition 7.4.3, ainsi que de la ¢;-
invariance de p.

La mesure p/ est ergodique. En effet, prenons un ensemble Z < M qui est ®,-invariant. Par er-
godicité de p, sa projection sur B soit pleine, soit nulle. Si elle est nulle, alors ,uj (Z) =0, donc nous
supposons qu’elle est pleine. Dans cas, il y a deux choix : soit Z contient ¢/ (p) pour un certain p,
soit il ne contient aucun o/ (p). Par invariance de la section, et de Z, cette alternative devient : soit Z
contient presque tous les o/ (p) soit il n’en contient presque aucun. Comme les mesures condition-
nelles de y/ sont précisément les masses de Dirac en les o/ (p), nous voyons que dans le premier cas,
pf (Z) =1, et que dans le second, ,uf(Z) =0.

Puisque u est ergodique, nous avons p(%* (1)) = 1. De plus, pour un ensemble Yy < B plein pour g,
la troisieme propriété énoncée dans la proposition 7.4.3 est vérifiée. Considérons Y = Yo n B* (1) qui
est plein pour p. Soit j < d, nous savons que pour tout p € Y et x € S/ (p)\ S/~ 1(p), les points A;(p) x et
o/ (¢+(p)) s’approchent exponentiellement vite quand ¢ croit indéfiniment. Par ergodicité de uf , les
moyennes de Birkhoff de o/ (p) convergent vers i/, et puisque celles de x s’en approchent exponen-
tiellement vite, elles doivent également converger vers i/ (on rappelle que muni de la topologie de la
convergence faible-*, 'espace des mesures de probabilité de M est compact et métrisable).

Cela montre que S/ (p) \ S/~1(p)cB* (/). Mais puisque les ensembles S/(p) \ S/~ (p) forment
une partition de V), et puisque les bassins 2" (1)) sont tous disjoints (les mesures sont singuliéres),
nous avons S/ (p) \ S/~ (p) = B* (). O

Preuve du théoréme 7.4.1. Il vient a partir du lemme 7.4.4 que les bassins 9% (u/) forment une
partition par ensembles ®,-invariants de II"!(Y) (oi1 Y est donné par ce lemme, oin rappelle que
w(Y) = 1). Pour une mesure ergodique ji pour @, qui se projette sur i, nous avons (I~} (Y)) = u(Y) =
1, et son bassin doit étre inclus dans celui de 1'un des u/. Alors, i coincide avec 'un des u/. La preuve
est donc achevée. O
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1. CORRESPONDANCE AU BORD ET REPARAMETRAGE DU FLOT GEODESIQUE

1| Correspondance au bord et reparamétrage du flot géo-
désique

1.1 - Correspondance au bord

Equivariance bilipschitz. Soit = une suface de Riemann compacte de genre > 2. Nous considérons
deux métriques hyperboliques différentes g; et g, sur Z (c’est-a-dire deux éléments distincts de I'es-
pace de Teichmiiller).

Par uniformisation, on trouve deux copies I'; et I'; de 71 (Z) dans le groupe Isom * (D) des isomé-
tries directes du disque muni de la métrique hyperbolique :

s . ldzl?
Coa-lzB¥
ainsi que deux revétements Riemanniens I1; : D—(Z, g1) et I, : D —(Z, g2) qui sont respectivement
invariants par les actions de I'; et I'».
Notons p : '} — I'; 'isomorphisme associé, unique a conjugaison pres par un élément de Isom * (D).
Sinous relevons l'identité via I1; et I1,, on obtient un homéomorphisme 4 : (D, 0) — (D, 0) vérifiant
la relation d’équivariance suivante, valide pour tout y € I’y

hoy=p(y)oh.

Géométriquement, on a envoyé le polygone fondamental pour I'action de I'; qui contient 0, noté Py,
sur le polygone fondamental pour I'action de I', qui contient 0, noté P,, tout en envoyant 0 sur 0, puis
on a étendu cette correspondance par équivariance. Nous pouvons alors prouver que / est bilipschitz
(voir la section 5.9 de [T]).

Correspondance au bord. Nous pouvons toujours étendre une telle équivariance aux bords a I'in-
fini. Plus précisément, le lemme suivant est prouvé dans la section 5.9 de [T] :

Lemme 8.1.1. Il existe un nombre Cy > 0 tel que pour toute géodésique c sur D, I'image h(c) reste a
distance bornée par C, d’'une unique géodésique.

Nous pouvons alors étendre '’homéomorphisme % en une fonction continue 2:D U Soo — DU S,
qui de plus conjugue les actions de I'y et I', sur D U S, : I'application qui a ¢ € S, associe le point a
I'infini de h([x,¢)) ne dépend pas du point base x, et définit une extension continue de la fonction .
Nous pouvons méme prouver que h est Holder au bord. Nous en donnons la preuve car c’est de cette
preuve simple que nous nous inspirons pour prouver notre théoréme principal.

Lemme 8.1.2. La correspondance au bord h: Soo — Soo est Holder.

Preuve. Prenons un arc de cercle I, = [{7,{T] Sy de longueur e. Considérons la géodésique ¢, =
(¢7,¢7) dans D. Alors l'origine est a distance ~ —loge de cette géodésique. En effet, pour tout z € D,

nous avons :
1+|z|

1-z|’
Puisque, lorsque ¢ est suffisamment petit, le module de la projection orthogonale de 0 sur c,, notée
Ze, est approximativement 1 — £/2, nous trouvons alors :

dist(0, z) = log

2
dist(o, z¢) ~ logﬁ =log4 —loge ~ —loge.
€
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CHAPITRE VIII. REPRESENTATIONS FUCHSIENNES ET QUASI-FUCHSIENNES

Evaluons a présent la taille de l'intervalle h(I;). Puisque h est Lipschitz et fixe 0, il existe Cy > 1
tel que la distance de 0 a la géodésique cé pistant h(ce) soit = —Cy 1 loge, et la taille de h(l,) est ainsi
contrélée par €% ' Nous pouvons ainsi conclure. O

1.2 — Action sur les birapports.

Lorsque é1,¢2,¢3 € Seo, il y a une unique homographie envoyant ¢; sur 0, &, sur 1 et {3 sur co. Nous
notons cette homographie ¢ — [{1,¢2,¢3,¢], et le crochet désigne ce que 1'on appelle le birapport.
Nous donnons ci-dessous la formule pour le birapport :

§4—¢162—C3
§2—¢164—G3
Définition 8.1.3. Onditde&,¢2,¢3,84 € Soo qu'ils forment une division harmonique si [{1,2,¢3,¢4] =
-1.

Géométriquement, cela correspond, lorsque les quatre points sont orientés dans cet ordre sur le
cercle, au cas ot la géodésique (&1,¢3) coupe orthogonalement la géodésique (&2,¢4).

[€1,62,83,8a] = 8.1.1)

Quelques lemmes géométriques. Nous allons prouver quelques lemmes élémentaires dont nous
aurons besoin par la suite. Le premier nous servira a paramétrer le flot géodésique.

Lemme 8.1.4. Soit¢_,¢1,¢2,¢4 € Soo alignés dans cet ordre. Soit, pour i = 1,2 z; l'intersection entre
(&_,&4) et lunique géodésique orthogonale issue de ;. Alors :

diSt(Zl, Z2) = log[é—) fl) €+) 62]

Preuve. Nous pouvons composer par 'unique homographie envoyant dans cet ordre {_,¢1,¢4,¢2 €
Seosur0,1,c0et f=1[¢-,&1,¢4,¢2]. Ona B> 1 car 'homographie préserve I'orientation et ¢, est stric-
tement entre é; et & .

Cette homographie envoie isométriquement D sur H (nous avons déja travaillé dans H muni de la
métrique de Poincaré). Elle envoie également, par définition, z; sur i, et z, sur i§. Ainsi:

dist(z;, zp) = dist(i, i) =logf
O

Lemme 8.1.5. Soit1,¢2,¢3,¢4 € Soo Se trouvant alignés dans cet ordre. Notons d la distance entre les
géodésiques (¢1,¢2) et (€3,¢4). Nous avons alors :

d
[61! 62’63)64] = - Sinh2 E

Preuve. Les points ¢1,¢2,83,¢{4 € Soo étant alignés dans cet ordre, les géodésiques (¢1,¢2) et (€3,E4)
ne se coupent pas et il existe une unique géodésique, notée c, orthogonale a (£1,¢2) et (£3,¢4). Nous
pouvons supposer que ¢_ = c(—oo) est dans I'arc de cercle [¢1,¢5], et que 'autre extrémité ¢, = c(oco)
est dans I'arc de cercle [{3,¢&4].

Nous pouvons composer par 'unique homographie envoyant ¢_ sur 0, £ sur oo, et, mettons, &;
sur —1. Ici encore, cette homographie envoie S, sur RP! en préservant ’orientation, donc elle envoie
D sur H de maniere isométrique.

Puisque (£1,¢>) est orthogonale a ¢, il vient que son image est orthogonale a la demi-droite verti-
cale issue de 0 : c’est le demi-cercle unité, en particulier, {, = 1. De méme, si ¢ > 1 est 'image de &3 (ici
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encorel'image est > 1 a cause de 'orientation), celle de ¢, est —x, et on a alors, puisque ’homographie
préserve les birapports (voir la formule 8.1.1) :

€-1)?
4¢&

[€1,62,¢3,84] = [-1,1,¢,=¢] = —

Nous noterons § ce birapport. La distance entre les géodésiques (&1, E2) et (£3,&4) est égale a celle entre
(=1,1) et (=¢,&), c’est-a-dire d =log¢. Nous trouvons finalement, ce qui nous permet de conclure :

d_ 132

d
= —sinh? =.
4ed 2

a

Lemme 8.1.6. Soit¢1,¢2,¢3,¢4 € Soo, quatre points formant une division harmonique. Notons x l'in-
tersection des géodésiques (1,¢3) et (&2,¢4). Soit € € S tel que la géodésique (&2, &) croise (&1,¢3) en un
point y. Alors, si f=[¢1,¢2,¢3,¢] -

1
d =dist(x,y) = > |log|,6||.

La distance d sera appelée déviation par rapport a la division harmonique.
Si de plus nous considérons U'angle 0 formé par les rayons géodésiques [y,¢3) et [y, &), nous avons:

sinf = —|'6|

1-p
Preuve. Soit ¢1,¢2,¢3,¢4,¢, %,y comme décrits dans 'énoncé du lemme. Nous pouvons composer
par 'homographie envoyant ¢1,¢»,¢3 et &4 respectivement sur 0,1,00,—1 : ¢ est alors envoyé sur § =
[€1,&2,&3,€] < 0 (car la géodésique (¢,¢) rencontre (£1,¢3)). Notons y' I'image de y. Cest le point

d’intersection entre la demi-droite verticale issue de 0, et le cercle centré en z = (f+1)/2, et de rayon
r=(1-p)/2.

La distance d = dist(x, y) a calculer est alors donnée par |1og(||0y’|])|. Une application du théo-
reme de Pythagore entraine r2 = ||z0|[ + [|0y||2. De sorte que :

(R

ol =(=) -1

Nous trouvons donc IIWII = \/I_ﬁl, puis nous avons bien dist(x, y) = 1/2|log(|B)|.

Puisque les homographies préservent les angles, 'angle 0 est exactement I’angle selon lequel se
coupent la tangente en )’ au demi-cercle de centre z et de rayon r, et la demi-droite verticale verticale
issue de y'. Nous calculons le sinus de cet angle par une formule trigonométrique treés classique pour
obtenir, ce qui nous permet de conclure :

A _ovm
r 1-8

sinf =
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Action sur les birapports. Lorsque nous avons deux métriques hyperboliques sur Z, nous avons
défini la correspondance au bord % : S, — S et vu qu’elle satisfait une condition d’équivariance, et
qu’elle est Holder continue.

Nous aimerions donner une autre propriété de ces fonctions : 'image par h de quatre points
formant un division harmonique ne forme pas, a priori, une division harmonique. Néanmoins, le
birapport des images des quatre points est uniformément proche de —1 : nous disons que h est quasi-
symétrique.

Proposition 8.1.7. Soit g et g» deux métriques hyperboliques différentes sur Z, et h : DU Soo — D U
Seo Uéquivariance décrite au paragraphe précédent. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout
quadruplet de points du bord (£1,¢2,¢3,84) alignés dans cet ordre et formant une division harmonique,
onait:

I[~(&1), h($2), h(&3), h(S4ll = M.

Preuve. Considérons quatre points formant une division harmonique (¢1,¢2,¢3,¢4). Le lemme 8.1.5
nous permet de calculer explicitement la distance d entre les géodésiques (¢1,¢2) et ({3,¢4). Plus pré-
cisément, nous avons d = 2sinh ™! (1).

Lapplication h préservant I'orientation, les points (1), h(¢2), h(é3) et h(4) se trouvent alignés
dans cet ordre. Par le méme lemme 8.1.5, pour borner le birapport, il suffit de borner la distance entre
les géodésiques (h(S1), h(S2)) et (h(E3), h(E4)).

Considérons alors c¢ la géodésique orthogonale a (¢{1,¢2) et a (£3,&4). Appelons x et y les intersec-
tions respectives de c avec (¢1,¢2) et (¢3,¢4). Limage par h d'une géodésique reste a distance uni-
formément bornée d'une géodésique, donc il existe un réel positif C; tel que les images h(¢;,¢2),
h(és,¢&4), et h(c) soient respectivement a distance < C; de (h(¢1), h(€2)), (h(é3), h(E4)) et d'une certaine
géodésique c’. Puisque la fonction & est Lipschitz, nous avons dist(h(x), h(y)) < Cod. Puisque h(x) et
h(y) sont respectivement a distance < C; d'un point de (h(¢1), h(€2)), et (h(é3), h(€4)), et puisque h(c)
est a distance < C; de ¢/, nous trouvons bien une constante M, indépendante des ¢;, qui majore la
distance des points d’intersections entre ¢’ et ces deux géodésiques. C’est donc que la distance entre
les deux géodésiques est uniformément majorée par M. CQFD. d

Nous tirons de cette proposition la conséquence suivante.

Proposition 8.1.8. Soit g) et g» deux métriques hyperboliques différentes surZ, et h : Soo — Seo la cor-
respondance au bord associée. 1l existe une constante uniforme positive D > 0 telle que pour tout qua-
druplet de points du bord (£1,¢2,¢3,¢4), formant une division harmonique, la déviation par rapport a
la division harmonique du quadruplet (h(¢1), h(&2), h(€3), h(¢4)) soit bornée par D.

Il existe de plus un réel 0 tel que l'angle entre les deux géodésiques (h(¢1), h(&3)) et (h(&2), h(Ey)) est
comprisentrem/2—0g et /2 + 0.

Preuve. Cette proposition découle directement de la proposition précédente et du lemme géomé-
trique 8.1.6. O
1.3 — Equivalence orbitale des flots géodésiques

Lorsque g et g» sont deux métriques hyperboliques sur la méme surface %, nous noterons g! et
g% les flots géodésiques correspondants sur T1X.

Identification équivariante du fibré unitaire tangent. Nous allons présenter une construction dae
a Gromov (voir [Gro]). Notons sf,%} I’ensemble des triplets orientés dans cet ordre (dans le sens tri-
gonométrique) (4,&0,¢-) € (Z(00))3. Puisque T'; et I'; préservent I'orientation, le groupe m; (Z) agit
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1. CORRESPONDANCE AU BORD ET REPARAMETRAGE DU FLOT GEODESIQUE

diagonalement sur s9. 1 y a une identification naturelle T'X — S associant a tout vecteur v le tri-
plet (pri(v), pro(v), pr-(v)), ou:
- pri(v) = cy(—00) € S0 5
- pr-(v) = ¢y(0o) € S ;
— pro(v) € S est 'extrémité de la géodésique orthogonale a v qui satisfait pr; (v) < pro(v) <
pr—(v) pour l'ordre trigonométrique.

Remarque. A un vecteur v € T'D est donc associé un quadruplet (pr. (v), pro(v), pr—(v), pri(v))
formant une division harmonique (ici, pr; (v) est'autre extrémité de la géodésique orthogonale a v).
Réciproquement, un quadruplet de points du bord formant une division harmonique définit deux
vecteurs opposés I'un de I'autre.

Proposition 8.1.9. Cette identification conjugue Uaction dem () sur T'Z et U'action diagonale sur s,

Paramétrage du flot géodésique. Nous allons nous servir du lemme 8.1.4 pour paramétrer le flot
géodésique. Soit v € T'D. Nous pouvons alors lui associer le triplet (pr (v), pro(v), pr—(v)). Pour tout
t € R, nous avons pry (G¢(v)) = pri(v) et pr_(G¢(v)) = pr—(v). Ainsi, G¢(v) est déterminé par le point
pro(v) € [pry(v), pr—(v)]. De plus, par le lemme 8.1.4, t =log[pry (v), pro(v), pr-(v), pr:(v)].

En résumé : suivre une géodésique a vitesse unité sur une distance ¢ revient a se déplacer sur S,
entre deux points {* et ¢ de sorte a avoir un quadruplet &, &g, &, &4 vérifiant [E 4, &g, E,E] = el

Définition 8.1.10. Nous avons alors une application pr . : T'D — TSe, induite par le flot géodésique,
qui envoie le vecteur v sur le vecteur tangent au cercle basé en éy = pro(v), et défini par :

w=2] ¢
ro,«\V) = —/ )
pro, dt[:ot

oué; aété défini par[¢+,80,¢4,¢1) = €.

Par exemple. Si nous envoyons par une homographie pr; (v) sur 0, pro(v) sur 1 et pr_(v) sur oo, et
quenous poussons en avant le champ pry . par cette méme homographie, nous obtenons exactement
le champ radial rd, sur la demi-droite horizontale (0,00), qui s’étend de facon naturelle en I'unique
champ holomorphe sur CP! s’annulant en 0, oo, et coincidant avec d, en 1.

Equivalence orbitale. Lorsque nous avons deux métriques hyperboliques g; et g; sur X, nous pou-
vons, grace a la correspondance au bord, obtenir une équivalence orbitale explicite entre les flots
géodésiques correspondant.

Theoréme 8.1.11. Lapplication H : sQ . s¥ définie par H(+,¢&0,E-) = (h(&4), h(&y), h(&-)) induit
une équivalence orbitale entre les flots géodésiques.

Cette application passe au quotient et donne une équivalence orbitale entre les flots géodésiques g}
erge.

Preuve. Puisque h préserve 'orientation, et par la description donnée précédemment du paramé-
trage du flot géodésique dans le modele donné par s, I'application H fournit bien une équivalence
orbitale.

Que 'application passe au quotient est une application directe de I’équivariance de la fonction £,
et de ce que I’équivalence entre TD et sf,%} conjugue les actions (par différentielle, et diagonale) de
71(S). O
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Remarque.

1. Nous noterons de maniére abusive H : T'D — T'D I'équivalence orbitale donnée par le théo-
réme précédent.

2. Tlestanoter que les images par H de deux vecteurs basés en le méme point ne sont plus a priori
basés en le méme point. Néanmoins, le lemme suivant nous dit que les nouveaux points base
sont uniformément proches.

Proposition 8.1.12. [l existe un réel positif C > 0 tel que pour tout vecteur v > 0, le point base de H(v)
soit a distance < C de l'image par H du point base de v.

Preuve. Comme remarqué précédemment, nous pouvons associer a tout v € T'D un quadruplet
de points du bord formant une division harmonique (£1,¢2,¢3,¢4) = (pre(v), pro(v), pr-(v), pri(v)).
Nous noterons x le point base de v.

Considérons le quadruplet image (k(¢1), h(€2), h(E3), h(E4)). Il ne forme plus une division harmo-
nique, donc le point d’intersection, que nous noterons y, des géodésiques (h(¢1), h(€3)) et (h(&2), h(y))
n'est pasle point base de H(v), que nous noterons par ailleurs z. Nous allons raisonner en deux temps :
en prouvant que y et h(x) sont proches, puis en prouvant que y est proche de z.

Puisque I'angle selon lequel se coupent les deux géodésiques (h(1), h(¢3)) et (h(&2), h(¢4)) est
uniformément proche de 7/2 (voir la proposition 8.1.8), I'intersection de leurs C;-voisinages est uni-
formément compacte (c’est-a-dire incluse dans une boule de rayon uniformément majoré). Par le
lemme 8.1.1, 'image h(x) appartient précisément a cet intersection : il existe donc C, indépendant
de v tel que dist(h(x),y) < C.

Maintenant, par définition de H, le point base z de H(v) est a l'intersection de la géodésique
(h(&1), h(&3)) et de la géodésique orthogonale issue de &,, de sorte que la distance dist(y, z) soit exac-
tement la déviation par rapport a la division harmonique du quadruplet (k(&1), h(&2), h(é3), h(Ey)). Par
le lemme 8.1.8, cette distance est donc bornée par D. Cela conclut donc la preuve de la proposition.
O

Reparamétrage moyen du flot géodésique. Nous pouvons alors définir le nombre dépendant de
ve T'Detde t€R, a(t,v) € R de la fagcon suivante. Soit ¢ € R et v € T'D. Nous définissons a(t, v)
comme le réel satisfaisant :

Ho G (v) = Gar,p) 0 H(V).

Theoréme 8.1.13. Le nombre suivant existe Liouville-presque partout (pour la métrique g1), et est
indépendant de ve T'D :

A= lim &Y

t—o0

>0

Nous appellerons A le reparamétrage moyen du flot géodésique.

Preuve. Tout d’abord, puisque H est une équivalence orbitale, la fonction a(t, v) est un cocycle addi-
tif : nous avons pour tous 1, eRetv e T'D:

a(ty + b, v) = alty, Gy)) + altz, v).

Cette application passe naturellement au quotient donnant ainsi un cocycle additif a : Rx T'X — R. A ¢
fixé, cette application est bornée, et en particulier, puisque T'X est compacte, est Liouville-intégrable
(pour la mesure de Liouville donnée par la métrique g;). En effet, cela tient a ce que si x et x; sont
les points base de v et G;(v), nous avons dist(k(x), h(x;)) < Cyt. D’autre part, par le lemme 8.1.12, les
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points bases de H(v) et H(G(v)) sont uniformément proches de x et x; respectivement. Ainsi donc,
a(t, v) est uniformément borné.

Nous pouvons alors appliquer un théoréeme ergodique additif de Birkhoff, ainsi que I’ergodicité de
la mesure de Liouville, pour conclure I'existence presque stire de la limite, ainsi que I'indépendance
par rapport a v. a

Ce nombre apparait dans le travail de Wolpert [W] comme étant la longueur moyenne d'une géo-
désique pour g; calculée avec la distance g». Il donne une preuve du théoreme suivant (die originel-
lement a Thurston) :

Theoreme 8.1.14. Soit g1, g» deux métriques hyperboliques sur une méme surface de Riemann com-
pacte . Le nombre A est = 1, avec égalité si et seulement si les deux métriques représentent le méme
point de l'espace de Teichmiiller.

2 | Reparamétrage moyen du flot géodésique et dimen-
sion de Hausdorff

2.1 - Calcul de la dimension de Hausdorff de la mesure donnée par la
correspondance au bord

Soit g1 et g» deux métriques hyperboliques sur la méme surface de Riemann compacte X. Mostow
a alors prouvé le résultat de rigidité suivant : la correspondance au bord est absolument continue si et
seulement si c’est une homographie. En particulier, les métriques représentent alors le méme point
de I'espace de Teichmiiller.

Nous allons prouver mieux que ¢a en calculant la dimension de Hausdorff de la mesure & * (d6)
(o1 dO est la mesure de Lebesgue usuelle sur le cercle a I'infini S,,). Le théoréme suivant est notre
résultat principal.

Theoréme 8.2.1. Soit g et g» deux métriques hyperboliques sur la méme surface de Riemann com-
pacte X. Soit h : Soo — Soo la correspondance au bord associée, et A le reparamétrage moyen du flot
géodésique. Alors nous avons :

1
HDI[h % (d0)] = T

HD représentant la dimension de Hausdorff de la mesure. En particulier, lorsque g, et g, sont diffé-
rentes, on aHD[h * (d0)] < 1.

Lidée de preuve est toute simple. Nous allons utiliser un théoréme de Young : si pour # * (d6)-
presque tout point ¢ € Sy, la limite log|h™1 (I (£))|/loge existe, ol I, (¢) est 'intervalle centré en ¢ de
taille € (par définition, nous notons | (¢)| la taille, c’est-a-dire la longueur de I'arc I;.), et est indépen-
dante de ¢, alors la dimension de Hausdorff de /i * (d6) est égale a cette limite.

I1 s’agit ensuite de raisonner ainsi. Un point typique pour & * (d8) est 'image par h d'un point ty-
pique pour d@. Prenons donc 'image d'un point typique pour d6, et considérons un intervalle centré
en ce point et de taille €. Nous avons prouvé, dans la preuve du lemme 8.1.2 (nous prouvions alors que
I'application h est Holder continue), que la distance de I'origine a la géodésique dont les extrémités
sont celles de l'arc I, est de'ordre de —loge. De méme le logarithme de la taille de h(I,) équivaut a
la distance de 'origine a la géodésique dont les extrémités sont celles de 'arc A~ (I,).
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Ainsi, la dimension de Hausdorff s'obtient en prenant la limite du rapport entre ces deux dis-
tances. Comme le reparamétrage du flot géodésique s’obtient presque partout en multipliant les
grandes distances par A, le quotient précédent devrait tendre vers 1/A. Sauf que bien stir, I'appli-
cation h n’envoie pas géodésique sur géodésique, et ne préserve pas les divisions harmoniques : nous
aurons besoin pour rendre cet argument rigoureux des lemmes géométriques précédents.

Dimension de mesures. Nous ne rappelons pas la définition formelle de la dimension de Hausdorff
d’'une partie d'un espace métrique : pour la définition précise, nous renvoyons le lecteur a I'article de
Young [Y].

Définition 8.2.2. La dimension de Hausdorff d'une mesure de probabilité borélienne m sur un espace
métrique compact X est définie comme :

HD(m) = Inf  HD(Y).
YcX,m(Y)=1

Young a alors prouvé dans [Y] le théoreme suivant :

Theoréme 8.2.3. Soit m une mesure de probabilité borélienne sur un espace métrique X. Supposons
que le nombre suivant existe m-presque partout :

dim(m) = lim ‘28 BXE)
€=0 loge

Alors on adim(m) = HD(m).

2.2 — Preuve du théoreme 8.2.1

Un lemme clé. Le lemme suivant est I'ingrédient technique principal nécessaire a la preuve du
théoréeme 8.2.1.

Lemme 8.2.4. SoitIc S, un arcde cercle, et c la géodésique passant par 0 et coupant orthogonalement
celle dont les extrémités sont celles de 1. Nous appelons xy le point d’intersection, D = dist(0, xo), et v le
vecteur basé en 0 pointant vers xy.

Alors il existe une constante K > 0, indépendante du choix de I, telle que a(D, v) soit K -proche de
la distance de l'origine a l'intervalle h(I).

Nous prouverons plus tard ce lemme.

Preuve du théoréme a partir du lemme clé. La preuve ici reprend tres exactement I'idée que nous
avions suggérée au début du paragraphe : le lemme clé 8.2.4 est 'argument géométrique qui permet-
tait de conclure cet argument.

Soit ¢ € S typique pour d6, et I un intervalle de taille n > 0 centré en ¢. Soit v = vy ¢, le vecteur
basé en o et pointant vers ¢, et soit D la distance de 'origine a I'intervalle I : nous savons que lorsque
7 tend vers zéro :

D ~ —logn.

Le point ¢ ayant été choisi typique, nous pouvons supposer, par le théoréeme 8.1.13 que, lorsque
D croit indéfiniment :
a(D,v) ~ AD.
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Notons D' la distance de I'origine a I'intervalle k(). Nous savons, par le lemme 8.2.4, que la diffé-
rence a(D, v) — D' est bornée indépendamment de I'intervalle I, et en particulier, indépendamment
de D ~ —log|I|. Nous avons donc, lorsque D croit indéfiniment :

D 1

D
Nous pouvons a présent conclure : si J est un intervalle centré en h(¢), ol ¢ est typique pour df,
et si € = |J|, on obtient D’ ~ —loge. Nous avons de plus D ~ —log|h~'(J)|, et donc nous avons, pour
df-presque tout ¢ € Sy,
1 -1 1
lim 20811
e—0 loge A
En utilisant le théoréme de Young 8.2.3, il vient que le nombre dim[/ * (d6)] existe donc et est égal
ala dimension de Hausdorff HD[/ * (d6)]. CQFD. ]

Preuve du lemme clé. Reste alors a prouver notre lemme 8.2.4. Soit donc I = [a,b] (a < b dans
'ordre trigonométrique) un intervalle de S, dont la taille est appelée a tendre vers zéro, centré en
un point ¢ € S,. Considérons le vecteur v = vy ¢ basé en 0 et pointant vers ¢, ainsi que D la distance
de 0 ala géodésique (a, b).

Nous notons ¢ = (£,¢') la géodésique issue de ¢ et passant par I'origine : elle est orthogonale a
(a,b), de sorte que le quadruplet (a,¢, b,¢") forme une division harmonique. Si (@, b’) est la géodé-
sique orthogonale a ¢ en 0, de sorte que a’ < ¢ < b/, le quadruplet (a',&, b',¢') forme aussi une division
harmonique.

Nous savons par la proposition 8.1.12, que, puisque nous avons fait le choix d’'une fonction
préservant 'origine, le point base de v, que I'on note x, est a distance < C de |'origine.

Soit alors yy la projection orthogonale de 0 sur (h(a), h(b)), y; celle de x, et y l'intersection des
géodésiques (h(a), h(b)) et h(c). Nous avons alors :

Lemme 8.2.5. La distance dist(yy, y1) est majorée par une constante C' indépendante de l'intervalle I.

Preuve. Nous utilisons I'inégalité triangulaire : dist(yp, y1) < dist(y, y) + dist(y1, ).

D’une part, la distance dist(y;, y) est la déviation par rapport a la division harmonique du qua-
druplet (h(a), h(&), h(b), h(¢') : par la proposition 8.1.8, elle est majorée par une constante uniforme.

D’autre part, la projection orthogonale sur h(a, b) est une projection : distance dist(y, yp) est ainsi
inférieure a la distance dist(0, x), qui elle, est uniformément bornée indépendamment de 1.

Ainsi, nous pouvons conlure la preuve du lemme. a

Lemme 8.2.6. Soit y' le point base de H(Gp(v)). Alors, il existe une constante C'' indépendante de 1
telle que dist(yy, y')soit majorée par C" .

Preuve. Nous avons par définition pr.. (Gp(v)) =¢&', pro(Gp(v)) = a et pr—(Gp(v)) = ¢, de sorte que y
est a l'intersection des géodésiques (h(¢'), h()) et de 'orthogonale a cette derniére issue de h(a).

La distance dist(y1, y’) se réalise alors comme la déviation du quadruplet (h(&'), h(a), h(E), h(b))
par rapport a la division harmonique. Une nouvelle utilisation de la proposition 8.1.8 nous dit donc
que cette distance est bornée indépendamment de I. Puisque, par I'inégalité triangulaire, dist(yo, ') <
dist(yo, y1) + dist(y1, ¥"), nous pouvons, en utilisant le lemme précédent 8.2.5, conclure la preuve du
lemme. a
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Fin de la preuve du lemme clé. Une ultime utilisation de 1'inégalité triangulaire nous permet de
conclure la preuve du lemme clé. Nous avons par définition a(D,v) = dist(x, y'). Ainsi, |a(D, v) —
dist(0, yo)| < dist(0, x) + dist(yo, y’) est, par ce qui précede, borné indépendamment de la taille de 1.
Cela nous permet donc de conclure la preuve de lemme 8.2.4, et donc celle du théoréme 8.2.1. O

3 | Représentations fuchsiennes et quasi-fuchsiennes

3.1 - Feuilletage associé a la représentation canonique d’un groupe de
surface

Représentation canonique. Nous avons vu que lorsque X est une surface de Riemann compacte
munie d'une métrique hyperbolique g, elle peut étre uniformisée par la donnée d'un sous-groupe
I' <Isom ™ (D) isomorphe au groupe de surface 1 (X).

La représentation canonique pour la métrique g estl'isomorphisme p: 7, (2) =T < PSLy(C). C’est
une représentation fuchsienne car il existe un cercle invariant par tout élément de 'image I.

En suspendant cette représentation, on obtient un fibré feuilleté en sphéres au dessus de Z, que
I'on appelle le feuilletage canonique. Nous remontons la métrique g aux feuilles via la fibration.

Trivialisation. Nous voulons discuter du flot géodésique tangent au feuilletage canonique. Lintui-
tion que nous voulons rendre rigoureuse est que ce flot se comporte dans les fibres comme une dy-
namique Nord-Sud holomorphe. Pour ce faire, nous allons rappeler la trivialisation du fibré DII :
T1F — T3 effectuée dans Iarticle de Bonatti, Gomez-Mont et Vila, [BGVil].

Nous avons S, <CP! : il est ainsi possible de définir trois sections T'D — T'D x CP!

- la section de Lyapunov maximale ¢+ = (Id, pr4);

— la section de Lyapunov minimale 6~ = (Id, pr-);

— le plongement du flot géodésique 5° = (Id, pry).
Nous obtenons assez facilement la proposition suivante, a partir des propriétés déja énoncées des
fonctions pry :

Proposition 8.3.1. Les sections définies précédemment vérifient :

1. elles sont deux a deux disjointes;

2. pour* =+,—,0,5* est une équivariance pour les actions sur T'D par différentielles de transfor-
mations de revétements, et sur T'D x Cp P! par Uaction diagonale;

3. 0" et~ commutent avec les flots géodésiques ;
4. G commute avec les feuilletages instables, et G, avec les feuilletages stables.

Ainsi, les trois sections passent-elles au quotient, et donnent trois sections ¢*, x = +, —,0. Les sec-
tions o* et 0~ sont les sections de Lyapunov données presque partout par le théoréme d’Oseledets.

Corollaire 8.3.2. Il existe une trivialisation ® : T'% — T'X x CP! qui envoie 0™ suroco, o~ sur0 et o°
surl.

Remarque. Nous pouvons posser en arriere par cette trivialisation la métrique de Fubini-Study
dans les fibres, de sorte que cette trivialisation soit une isométrie fibre a fibre. Nous avons ainsi une
métrique Riemannienne sur T'.% de sorte que les fibres et les feuilles se coupent orthogonalement.
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Composantes verticale et horizontale du flot géodésique feuilleté. Nous notons X le champ de
vecteur engendré par le flot géodésique tangent aux feuilles de T'D x CP!. Lorsque v € T'D, il existe
un unique champ de vecteurs holomorphe sur CP! noté Y, tel que :

- Yy(pre(v)) =0

- Y, (pro(v)) = pro,«(v) (voir la définition 8.1.10).

Comme nous I'avons vu lorsque nous paramétrions le flot géodésique dans le modele T'D = sY,
ce flot Y}, est exactement le tiré en arriére du flot radial 8, par '’homographie envoyant pr. (v) sur 0,
pro(v) sur 1 et pr_(v) sur oco.

Cela nous permet de définir un champ de vecteurs holomorphe sur T'D x CP! tangent aux fibres,
qui engendre un flot Nord-Sud Y : (v,2) € T'D x CP' — (v,Y,(2)). Nous avons le lemme suivant,
prouvé dans [BGVil] (nous reproduisons ci-dessous I'argument) :

Lemme8.3.3. LechampY est invariant par laction diagonale deT, et commute avec le flot géodésique.

Preuve. Lorsque nous les avons définies, nous avons vues que les applications pr,, * = +,—, 0 étaient
I'-équivariantes. Il en est de méme pour le champ pry ., par définition, et puisque le flot géodésique
commute a l'action de T'. Ainsi, Y passe au quotient.

Pour voir que Y commute avec le flot géodésique, il nous suffit de prouver que lorsque v € T'D,
etteR,onaY, =Yg, .

Une autre fagon de voir Y,, est la suivante : c’est 'unique extension holomorphe a2 CP! du champ
de vecteur sur I'arc (pr (v), pr—(v)) qui est induit par le flot géodésique : c’est -a-dire pry . (G:(v)) : ce
champ de vecteur ne dépend donc que de I'orbite de v : en particulier Y, = Yg, (). d

Lemme 8.3.4. Soit Z = X + Y. Alors Z est invariant par l'action de T, holomorphe, envoie fibres sur
fibres et commute avec les trois sections 5,5~ et &°

Preuve. L'invariance est immédiate, puisque c’est la somme de deux champs de vecteurs invariants
par 'action de I'. De méme, le fait qu’il soit holomorphe et préserve les fibres est immédiat car c’est
lecasde X et Y.

Nous savons que pour tout v € T'D, Y (*(v)) = 0 et que X commute avec 5~ : ainsi, Z commute

=+

avecag™.

Appelons Y, le flot engendré par Y, et Z;, celui Z. Par définition, Y;(0°(v)) = (v, pr®(G,(v))), et
Gt(O'O(l/)) = (G¢(v), pro(v)). Puisque Y commute avec X on a Z; = Yr oGy, donc:

Z:(0® () = (G, (v), pr (G, (1)) = (G, (v)),
et Z commute avec la section 50. O

Corollaire 8.3.5. AppelonsY et Z les champs de vecteurs définis sur T'.F par passage au quotient, ainsi
que Yy, Z; les flots qu'ils engendrent. Alors nous avons pour tout t € R, G; = Y_; 0 Z;. Nous appelons Y
et Z respectivement les composantes verticale et horizontale du flot géodésique feuilleté.

Exposant de Lyapunov transverse. Nous allons définir la notion d’exposant de Lyapunov trans-
verse. Lorsque |.| est une métrique transverse compatible  la structure conforme des fibres CP!, et u
est une mesure invariante ergodique par le flot géodésque feuilleté, nous pouvons définir le nombre
suivant p presque partout :

2" = Jim —IOg|DTtgw'”(”)|,
ou I'on rappele que 7g, () représente la transformation d’holonomie au dessus du chemin d’orbite
gj0,11(v), qui est vue comme un biholomorphisme de la sphére CP!.
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Lexistence de la limite découle du théoréme ergodique sous-additif, et par compacité de la sphere,
elle ne dépend pas de la métrique transverse |.| choisie. Nous proposons ci-dessous de calculer I'ex-
posant de Lyapunov transverse du flot géodésique feuilleté pour le mesure SRB dans le cas de la re-
présentation canonique d’un groupe de surface.

Rappelons-nous que nous avons défini une trivialisation de la fibration DI1: T'% — T'Z en en-
voyant les trois sections o+, 0, o~ respectivement sur oo, 1 et 0, et que nous avons tiré en arriére par
cette fibration la métrique de Fubini-Study sur CP!, définissant ainsi une métrique Riemannienne
sur T'.%. Nous allons nous intéresser ici a 'exposant de Lyapunov transverse du flot géodésique pour
l'unique mesure SRB du flot géodésique, dont on rappelle qu’elle est définie par 'image de la mesure
de Liouville par o*.

Lemme 8.3.6. Pour la métrique Riemannienne définie ci-dessus, le flot Z; induit une isométrie fibre a
fibre.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme 8.3.4. En effet, ce flot commute avec les trois
sections. C’est donc que, dans la trivialisation, il préserve les sections T' X x {oo}, T'Z x {1}, et T'Zx {0} :
I'application fibre a fibre induite est un biholomorphisme de CP! préservant 0, 1 et co : ¢a ne peut étre
que I'identité. En particulier, c’est une isométrie. d

Lemme 8.3.7. Le poussé en avant de flot Y_, par la trivialisation coincide avec le flot (t,z) — e’z

Preuve. Nous avons vu que le champ Y, était le tiré en arriére du champ radial 0, par 'homographie
envoyant pr*(v) sur0, pro(v) sur 1, et pr~(v) sur co. Le lemme s’en déduit de facon immédiate. O

Theoréme 8.3.8. SoitX une surface compacte hyperbolique, et (I1, M, X, CP', %) le fibré feuilleté obtenu
en suspendant la représentation canonique. Alors l'exposant de Lyapunov transverse du flot géodésique
feuilleté pour la mesure SRB est égal a —1.

Preuve. Nous utilisons le corollaire 8.3.5 : nous pouvons décomposer le flot géodésique feuilleté en
une composante horizontale, et une composante verticale G; = Y_; o Z;. Par le lemme 8.3.6, Z induit
une isométrie fibre a fibre. Par le lemme 8.3.7, Y induit 'homothétie z — e’z dans les fibres.

La mesure SRB du flot géodésique a été définie en poussant la mesure de Liouville par la section
de Lyapunov o*. Ainsi, un point typique s'écrit o* (v) : et 'exposant de Lyapunov transverse en un tel
point est donné par 'exposant de Lyapunov du flot z— ez en z = co. Cet exposant est bien siir égal a
-1. O

3.2 - Exposantde Lyapunov et dimension de Hausdorff transverses dans
le cas fuchsien

Représentations fuchsiennes. Soit X une surface de Riemann compacte et de genre = 2. Considé-
rons deux métriques hyperboliques g; et g», sur X, qui peuvent étre uniformisées par deux copies
I', Ty <Isom + (D) du groupe (). La représentation fuchsienne associée est donnée par I'isomor-
phisme:

p: I'y—=T2 < PSLy(C).

Nous considérons alors le feuilletage obtenu par suspension de cette représentation, c’est a dire en
prenant le quotient de D x CP! par (x,z) ~ (yx, p(y)z), v € I'1. Ici encore, ce feuilletage a une famille
de cercles dans les fibres invariante par I'action du groupe d’holonomie.

La différence par rapport a la représentation canonique est que 1'on a reparamétré les feuilles du
feuilletage, tout en gardant le méme groupe d’holonomie : par conséquent le flot géodésique feuilleté
est obtenu par reparamétrage de celui du feuilletage canonique.
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Sections équivariantes. La correspondance au bord définie précédemment nous servira a écrire
I’équivalence orbitale entre les flots géodésiques tangents aux feuilletages fuchsiens.

Nous pouvons alors définir trois sections grace a la correspondance au bord 7 : Soo — Seo, qui, on
le rappelle, conjugue les actions de I'y et I’y sur So, cCP! :

- la section de Lyapunov maximale 6* = (Id, pry o h);

- la section de Lyapunov minimale 6~ = (Id, pr_oh);

— le plongement du flot géodésique 6° = (Id, proo h).

Proposition 8.3.9. Les sections définies précédemment vérifient :

1. elles sont deux a deux disjointes;

2. pourx =+,-,0,3* passent au quotient pour l'action diagonale donnée par (Dy,p(y)),y €T ;
3. 6" et~ commutent avec les flots géodésiques ;
4.

0" commute avec les feuilletages instables, et 5, avec les feuilletages stables.

Les passages au quotient sont notés o’*, pour * = +,—,0. Ici encore, les sections 0* et ¢~ sont les
sections de Lyapunov définies presque partout par le théoreme d’Oseledets.

Equivalence orbitale. Nous avions défini, grace a la correspondance au bord, une équivalence or-
bitale des flots géodésiques : voir le théoreme 8.1.11. Cette équivalence orbitale conjugue les actions
par différentielle sur T'D des groupes I'; et I'». Par conséquent, nous avons la proposition suivante :

Proposition 8.3.10. Soit X une surface de Riemann de genre = 2, et I'1,I'y deux copies de m1(Z) dans
Isom * (D). Considérons 'équivalence orbitale H : T'D — T'D définie par le théoréeme 8.1.11. Nous consi-
dérons les actions diagonales sur TD x CP! données par (Dy, p(y)) et (Dp(y), p(y)), poury eI'y. Alors
laplication (H,Id) : T'D x CP! — T'D x CP :

1. conjugue ces deux actions;

2. descend en une équivalence orbitale entre les flots géodésiques feuilletés pour la suspension de p,
et pour la suspension de la représentation canonique associée aT',.

Preuve. L'application (H, Id) conjugue les deux actions diagonales puisque, par définition, H conjugue
les actions de I'; et I', sur T'D. Ainsi cette application descend au quotient en une équivalence or-
bitale des flots géodésiques feuilletés, puisque H est une équivalence entre les flots géodésiques, et
puisque les flots feuilletés préservent les feuilles de (T'D x {z}) ;ecp!- d

Si Fcqn désigne le feuilletage canonique défini par suspension de la représentation canonique de
T, et G4, le flot géodésique feuilleté correspondant, il existe donc H : T'F — T'F,,, satisfaisant,
pour tout ve TL.% :

Gi=H oG oH. (83.2)
Exposant de Lyapunov transverse. Nous rappelons que le reparamétrage moyen du flot géodésique
lorsque 'on passe de la métrique g; a la métrique g, est défini presque partout pour la mesure de
Liouville de g; par A =lim a(t, v)/t. Nous allons alors prouver :

Theoreéme 8.3.11. Soit g et g» deux métriques hyperboliques sur une surface de Riemann compacte X.
Le fibré feuilleté obtenu par suspension de l'isomorphisme entre les groupes uniformisantsp :I'1 —I'p <
PSL;(C) est noté (I1, M, X,CP, ). Alors l'exposant de Lyapunov transverse du flot géodésique pour la
mesure SRB est égal a l'opposé du reparamétrage moyen des flots géodésiques lorsque l'on passe de la
métrique g, a la métrique g».
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Preuve. Nous pouvons encore trivialiser le fibré IT: T'.% — T'X en envoyant respectivement les sec-
tions o*, 6%, 0~ suroo,1 et 0 par une homographie. Nous obtenons, en tirant en arriére la métrique
de Fubini-Study, une métrique transverse compatible a la structure conforme des fibres, mais qui ne
varie que de facon Hélder avec la fibre.

Quoi qu’il en soit, 'exposant de Lyapunov ne dépendant pas de la métrique transverse, nous pou-
vons calculer I'exposant dans cette trivialisation.

La mesure SRB est égale ici encore a I'image de la mesure de Liouville pour g; par %, de sorte
qu'il suffit, par la relation d’équivalence orbitale 8.3.2, calculer 'exposant transverse de Y_,(;,1) Za(r,v)
dans la trivialisation en co.

Cet exposant est ainsi la limite presque stire de —af(t, v)/ t. C’est donc par définition 'opposé du
reparamétrage moyen des flots géodésiques. d

Dimension transverse de la mesure harmonique. Nous savons par le théoréme 7.1.32, que si m est
I'unique mesure harmonique pour &, les mesures conditionnelles sont données par s; * LebT;Z, ol

s; est la section T;Z -V, = CP! donnée par la section de Lyapunov, qui est un plongement.
En d’autres termes, la mesure conditionnelle sur la fibre de 'unique mesure harmonique est don-
née par h = (df), ou h est la correspondance au bord des surfaces Riemanniennes (%, g1) et (X, g2).
Nous appelons dimension transverse de la mesure harmonique, la dimension de Hausdorff des
mesures conditionnelles dans les fibres. Nous avons donc, en appliquant le théoréme 8.2.3 :

Theoréme 8.3.12. Soit g) et g» deux métriques hyperboliques sur une méme surface de Riemann com-
pacte X. Soit (II, M,%,CP', %) le fibré feuilleté obtenu par suspension de l'isomorphisme des groupes
uniformisants p : I'y — 'y < PSLy(C). Alors la dimension transverse de la mesure harmonique est don-
née par A1, oiL A est le reparamétrage moyen des flots géoédésiques lorsqu'on passe de la métrique g1 a
la métrique g».

En particulier :

Corollaire 8.3.13. Soit g) et g» deux métriques hyperboliques sur une méme surface de Riemann com-
pacte X. Soit (II, M,%,CP', %) le fibré feuilleté obtenu par suspension de lisomorphisme des groupes
uniformisants p :T'1 —T'» < PSLy(C). Alors nous avons la formule suivante :

1=(dimension transverse de la mesure harmonique)x |exposant de Lyapunov transverse de la mesure
SRB|.

3.3 — Mesures singulieres pour les représentations quasi-fuchsiennes

Dans ce qui suit Z sera une surface de Riemann compacte de genre = 2 munie d'une métrique
a courbure négative, plus nécessairement constante. Nous noterons X son revétement universel Rie-
mannien, et 2(oco) le cercle a I'infini C! correspondant. Nous avons un sous groupe uniformisant
Iy <Isom* (Z) isomorphe a 771 (). Nous réserverons la notation D pour le disque hyperbolique, et S,
pour le cercle a I'infini de celui-ci.

Représentations quasi-fuchsiennes. Luniformisation simultanée de Bers (see [Be]) nous permet
de considérer un ensemble de représentations fideles et discréetes p : 1 (X) — PSL,(C) qui est, a conju-
gaison par un élément de PSL,(C) pres, paramétré par les couples de points de I'espace de Teichmdil-
ler de la surface de Riemann X.

Soit deux métriques hyperboliques g_ et g, sur X : elles peuvent étre uniformisées par des copies
du groupe de X, T'_ et 'y, qui sont des sous-groupes de Isom * (D). Par un théoreéme de Bers, il existe :
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— un sous groupe discret I' < PSL,(C) qui laisse invariante une courbe de Jordan A, ainsi que les

deux composantes connexes D, et D_ de CPI\A;

- deuxfonctions analytiques des hémispheéres nord et sud H : D — D, qui conjuguent les actions

deI'. etde . En particulier, I' est isomorphe a 71 (Z) ;

— H, s’étendent en deux applications D U Soc — D+ U A qui sont équivariantes. En particulier,

(H.)'oH,: Seo — Soo €st une correspondance au bord entre (Z, g4) et (X, g-).
Ces objets sont uniquement définis a conjugaison pres par un élément de PSL,(C). Bowen a prouvé
dans [Bo3] que A est soit un cercle géométrique, ou il a une dimension de Hausdorff > 1. Dans le
premier cas, H. appartiennent a Isom * (D), de sorte que I';. et I'_ soient conjuguées par une isométrie
du disque, de sorte que les métriques g et g_ représentent le méme point de I’espace de Teichmiiller :
c’est le cas fuchsien que nous avons décrit précédemment.

Soit maintenant un tel groupe I : il vient avec les objets 'y, A et H. décrits ci-dessus. Comme
nous 'avons fait en tout début de chapitre, nous pouvons définir deux correspondances au bord
h+ 1 2(00) — Seo conjuguant les actions de I'y et ... Puisque ces objets ne sont bien définis qu’a conju-
gaison pres, nous pouvons supposer que les deux correspondances au bord entre (Z,g4) et (£,g-)
h_o(hy) ' et (H.)"!o H* coincident, (nous avons alors H, o h, = H_o h_). Considérons alors la re-
présentation quasi-fuchsienne :

p:m(2)—T.

Nous pouvons la suspendre et remonter aux feuilles la métrique de Z, poour ainsi obtenir deux fibrés
feuilletés (IT, M, X, CP %) et (DI, T' %, TIZ,CP1§) avec pour holonomie p. Il n'y a pas de mesure
invariante par holonomie, car I se réalise comme un groupe kleinéen non élémentaire.

Nous pouvons alors, comme précédemment, définir trois sections équivariantes, pour x = +,—,0:

G*=Ud,59): T'S—>T'S x CP!,

=H,oh,opre=H_oh_opry:T'E—CP!

Les passages au quotient ot et 0~, commutent avec le flots et ¢, (resp. 0 ~), commute avec le feuille-
tage instable (resp. stable) : ce sont les deux sections de Lyapunov.

Description des mesures. Soit F: T'X — R un potentiel Holder. Supposons que
p:m(Z)—=T < PSLy(C)

soit une représentation quasi-fuchsienne, que I’on suspend, pour ainsi obtenir deux fibrés feuilletés
d’holonomie donnée par p : (II, M, B,CPY, &) et (DI, T* %, TlZ,C[P’l,:?\). Par le théoreme 7.1.29, il
existe une unique mesure F-harmonique pour &.

Nous voulons comparer ces mesures pour différents potentiels F. Puisqu’elles se projettent toutes
sur une mesure équivalente a Lebesgue, il suffit de comparer les mesures conditionnelles. Nous sa-
vons, par le théoreme 7.1.32, que celles-ci sont équivalentes a s; * wlg, ol (w;‘;)pE g est la famille des
mesures de Ledrappier sur les fibres unitaires tangentes T ;Z, et s; : T;Z—» V) est la transformation
induite par la section de Lyapunov : c’est un homéomorphisme biholder sur son image, qui s’identifie
ala courbe de Jordan A.

Nous nous intéressons a trois cas particuliers de classes de mesures sur les fibres unitaires tan-
gentes qui sont :

— la classe harmonique, qui décrit le comportement des chemins Browniens;

— la classe de Lebesgue, qui décrit le comportement de presque toute geodesique;
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— la classe de Patterson-Sullivan qui décrit 'accumulation a I'infini des orbites 7, (B)o.
Une combinaison des travaux de Katok et Ledrappier (voir [Kal, Ka2, L3]), entraine alors que :

Theoréme 8.3.14 (Katok, Ledrappier). La courbure de (£, go) est constante si et seulement si deux des
trois classes de mesures ci-dessus coincident. Dans ce cas, les trois classes de mesures sont les mémes.

+

En utilisant ce qui précede (en particulier que s,

obtenons le théoréme suivant :

est un homéomorphisme pour tout p), nous

Theoréme 8.3.15. Soit (I, M,X,CP',.%) un fibré feuilleté obtenu en suspendant une représentation
fuchsienne ou quasi-fuchsienne d’'un groupe de surface compacte de genre = 2. Supposons de plus que
la courbure de Z soit variable. Alors la mesure harmonique, la projection de la mesure SRB, et la limite
des grands disques sont deux-a-deux mutuellement singulieres..
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