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Why couldn’t you beat a richer club ? I’ve never seen a bag of
money score a goal.
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Pour toi, Asmaa.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Chapitre 1

Introduction

1.1 Turbulence d’ondes optiques

Dans son sens le plus large, la turbulence d’ondes optique désigne l’étude de la propa-
gation d’ondes optiques partiellement cohérentes dans des milieux non linéaires. De nos
jours, l’optique non linéaire avec des ondes incohérentes recouvre de nombreux domaines
de recherches, comme la génération de supercontinuum dans les fibres à cristaux photo-
niques [1], la superfluidité [2–4], les lasers aléatoires [5], la filamentation [6], la thermalisa-
tion de lumière [7], ou encore la formation de vagues d’amplitudes extrêmes («vagues scé-
lérates») dans un environnement d’ondes aléatoires [8–11]. On peut souligner que l’étude
de l’optique non linéaire avec des ondes incohérentes peut être considérée comme une
branche particulière de la turbulence développée [7, 12–15].

On rencontre la turbulence d’ondes dans de très nombreux systèmes : aux petites échelles
dans les condensats de Bose-Einstein, ou bien en hydrodynamique aux échelles inter-
médiaires, ou encore an astrophysique aux très grandes échelles. Il est intéressant de
remarquer que l’optique (linéaire) statistique d’une part et l’optique non linéaire avec
des sources lasers cohérentes d’autre part, se sont développées indépendamment l’une de
l’autre. On note à ce propos l’absence de livres traitant de «l’optique non linéaire sta-
tistique». La théorie de turbulence d’ondes offrirait un cadre théorique approprié pour le
développement d’une formulation de l’optique non linéaire statistique.

Dans cette introduction nous allons donner un panorama simplifié de différents régimes de
turbulence d’ondes qui sont rencontrés et étudiés en optique. Les simulations numériques
de l’équation décrivant la propagation du champ optique dans un milieu non linéaire
(typiquement une version généralisée de l’équation de Schrödinger non linéaire) révèlent
des comportements variés suivant que l’on considère une réponse du milieu non linéaire
qui peut être non-locale dans l’espace ou non-instantanée en temps, ou bien suivant les
propriétés des fluctuations du champ qui peuvent être statistiquement homogènes ou in-
homogènes dans l’espace ou le temps (i.e. statistique stationnaire ou non-stationnaire) [7].
Dans le cadre de la théorie de turbulence d’ondes on peut dériver différentes formes d’équa-
tions cinétiques, lesquelles permettent de capturer les propriétés essentielles des différents
régimes mis en évidences par simulations numériques, comme par exemple l’effet de ther-
malisation, la formation de structures incohérentes stables à grande échelle loin de l’équi-
libre thermodynamique, ou encore la génération de structures solitoniques constituées de
champs optiques incohérents.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2 Equation cinétique de turbulence d’ondes : Conden-
sation et thermalisation

La théorie de turbulence d’ondes fournit une description détaillée de l’évolution de sys-
tèmes d’ondes aléatoires dispersives dans un régime où les effets linéaires de dispersion
dominent les effets non linéaires. Ceci est clairement illustré par le processus de thermali-
sation d’une onde lors de sa propagation dans un milieu non linéaire de type Kerr. Pour
présenter ce phénomène on peut considérer dans un premier temps la situation la plus
simple dans laquelle une onde partiellement incohérente (e.g., speckle monochromatique)
se propage dans le milieu Kerr pour lequel on peut supposer la réponse locale et instan-
tanée. Bien que la propagation de l’onde soit formellement réversible (comme illustré par
l’effet de conjugaison de phase), l’onde optique va néanmoins évoluer irréversiblement vers
l’état d’équilibre thermodynamique au cours de sa propagation. Ce processus de therma-
lisation peut être interprété en analogie avec celui bien connu en théorie cinétique des
gaz, où les collisions des particules sont responsables d’un processus de thermalisation
vers l’état d’équilibre, voir Figure 1.1. Cette analogie apparaît de façon claire dans le ré-
gime faiblement non-linéaire («gaz dilué») où les effets de dispersion (diffraction) linéaires
dominent l’effet Kerr non linéaire. Dans ce cadre, la théorie de turbulence d’ondes per-
met de dériver une équation cinétique décrivant l’évolution du spectre de l’onde au cours
de sa propagation [12, 14, 15]. Cette équation cinétique a la même structure que l’équa-
tion cinétique de Boltzmann pour un gaz dilué. En particulier, l’irréversibilité formelle
de l’équation cinétique s’exprime mathématiquement par un théorème H de croissance
monotone de l’entropie, ce qui décrit une augmentation de «désordre» de l’onde jusqu’à
ce que l’état d’équilibre soit atteint (état le plus «désordonné»).

Pour un système d’ondes classiques, l’état d’équilibre thermodynamique qui réalise le
maximum d’entropie correspond au spectre de Rayleigh-Jeans. Un aspect important à
souligner est que, contrairement à la distribution d’équilibre de Boltzmann pour un gaz
classique, la distribution de Rayleigh-Jeans exhibe une singularité pour le mode fondamen-
tal du système. Cette singularité trouve son origine dans la singularité de la distribution
de Bose, laquelle est responsable de l’effet de condensation de Bose-Einstein de particules
quantiques. L’analyse de cette singularité révèle qu’un système d’ondes classiques exhibe
un effet de condensation dont les propriétés thermodynamiques sont en fait analogues
à celles d’un gaz de Bosons dilué et homogène [16]. Cet effet de condensation d’ondes
classiques se traduit par la formation d’une onde homogène cohérente («condensat»), la-
quelle reste immergée dans une mer de fluctuations d’ondes incohérentes («particules non
condensées»). Il est en fait thermodynamiquement avantageux pour le système de générer
cette onde homogène, car ceci permet d’augmenter la quantité de désordre (entropie) au
sein du système.

Il est important de rappeler que, contrairement à un système quantique, un système
d’ondes classiques nécessite l’introduction d’une fréquence de coupure afin de régulariser
la catastrophe ultraviolette propre à un champ classique, laquelle se traduit par la diver-
gence de la puissance et de l’énergie cinétique de l’onde à l’équilibre. Ce problème peut
être contourné en considérant une configuration guidée du champ optique, laquelle intro-
duit naturellement une fréquence de coupure effective pour le champ optique [17]. On peut
considérer par exemple une fibre optique multimode, dont le nombre fini de modes guidés
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

introduit une fréquence de coupure qui régularise la catastrophe ultraviolette inhérente au
champ classique. C’est précisément dans ce cadre qu’un processus remarquable de «net-
toyage de faisceau optique» a été récemment découvert dans les fibres optiques multimodes
à gradient d’indice [18–20]. Différentes explications possibles de cette découverte ont été
proposées et sa compréhension reste toujours débattue à l’heure actuelle [21–27]. D’un
point de vue théorique, le lien entre cet effet de nettoyage de faisceau optique et le pro-
cessus de condensation d’ondes a fait partie intégrante de la thèse de A. Fusaro [28]. Dans
ce cadre, il a été montré en collaborant avec J. Garnier (Ecole Polytechnique, Palaiseau)
que l’effet de désordre qui caractérise la propagation de la lumière dans une fibre optique
multimode est responsable d’une accélération significative du processus de thermalisation
et condensation d’ondes [21, 22]. Ce résultat peut aider à comprendre certains régimes
du phénomène de «nettoyage de faisceau optique», aspect qui sera discuté en détail au
Chapitre 2 de ce manuscrit. Un résultat majeur de mon travail de thèse a été de mettre
en évidence expérimentalement l’effet de condensation d’ondes optiques et le phénomène
associé de thermalisation vers la distribution de Rayleigh-Jeans lors de la propagation du
champ en fibre optique multimode. Plus précisément, j’ai pu mettre en évidence expéri-
mentalement la transition de phase vers l’état condensée de la lumière qui se caractérise
par une population macroscopique du mode fondamental de la fibre optique [26, 27]. Ce
travail expérimental réalisé à l’ICB en collaboration avec K. Krupa sera présenté en Cha-
pitre 3 de ce manuscrit. Dans ce cadre, nous avons également clarifié en collaboration
avec S. Rica (Un. A. Ibañez, Chili) les propriétés thermodynamiques de la condensation
d’ondes classiques, ainsi que leurs différences avec la condensation de Bose-Einstein quan-
tique. Notons enfin que cet effet de condensation a lieu dans un système conservatif, il est
donc de nature différente des effets de condensation de photons mis en évidence dans des
cavités optiques en présence de thermostats [29–32], voir en particulier le récent article
revue [33].

1.3 Impact d’une réponse non-locale dans l’espace :
Formalisme de Vlasov

Comme discuté avec l’exemple de condensation d’ondes ci-dessus, l’évolution d’un sys-
tème d’ondes turbulent peut être caractérisé par la formation d’une structure cohérente.
On peut noter que, dans certains régimes, la génération spontanée d’un soliton cohérent
dans un régime turbulent peut être également interprétée comme un effet de «condensa-
tion» d’ondes [15, 34]. Une idée importante communément admise pour les systèmes non
intégrables est que la formation d’un état solitonique cohérent joue le rôle d’un «attrac-
teur statistique» pour le système conservatif Hamiltonien : il est thermodynamiquement
avantageux de générer un soliton, car cela permet au système d’augmenter la quantité de
désordre («entropie») sous la forme de fluctuations aux petites échelles [35–39]. En effet,
la solution soliton déploie le minimum d’énergie (Hamiltonien), de sorte qu’en générant
un soliton, le système peut stocker le maximum de «désordre» en générant des fluctua-
tions rapides aux petites échelles. Ce scénario de thermalisation en présence d’un soliton
est clairement visible dans les simulations de l’équation de Schrödinger non linéaire fo-
calisante. Partant d’un état homogène, l’onde développe l’instabilité modulationnelle (de
Benjamin-Feir) suivie par la formation de plusieurs solitons, qui finissent par fusionner en
un seul soliton cohérent de grade amplitude qui reste immergé dans une mer de fluctua-
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tions aux petites échelles qui thermalisent vers l’équilibre [35–40].

Ce scénario physique devient plus complexe si l’on considère un système non linéaire
caractérisé par une interaction non locale dans l’espace. Une interaction non locale signi-
fie que la réponse non linéaire en un point de l’espace n’est pas déterminée uniquement par
l’intensité en ce point, mais dépend également de l’intensité au voisinage de ce point. Une
interaction non locale constitue donc une propriété générique d’un grand nombre de sys-
tèmes non linéaires, comme les condensats dipolaires [41], les vapeurs atomiques [42, 43],
les cristaux liquides [39,44], les liquides thermiques [45], des verres [46], ou les plasmas [47].
En raison de l’interaction non linéaire à longue portée, l’effet de thermalisation ralentit
de façon dramatique et une compréhension détaillée de ce processus reste encore un pro-
blème ouvert, en relation avec des propriétés importantes comme l’effet de «relaxation
violente», la chaleur spécifique négative et la non-équivalence des ensembles thermody-
namiques [48, 49]. Le système exhibe alors un comportement collectif à grande échelle
décrit par un formalisme analogue à celui décrit par l’équation de Vlasov à longue portée,
voir Figure 1.1. Dans ce cadre, le système exhibe un processus de «turbulence de solitons
incohérents», dans le sens où il est thermodynamiquement avantageux pour le système de
s’organiser en une structure incohérente à grande échelle localisée dans l’espace [50].

Il est intéressant de faire le lien entre cette phénoménologie et l’observation de soli-
tons incohérents en optique dans les matériaux photoréfractifs [51, 52]. Ces structures
incohérentes résultent d’un effet d’auto-piégeage spatial de lumière incohérente dans un
milieu dont la réponse non linéaire est extrêmement lente, c-a-d, le temps de réponse
non-linéaire est beaucoup plus grand que le temps de cohérence de la lumière [53,54]. Ce
type d’expériences dans les systèmes photoréfractifs a stimulé l’étude de la propagation
d’ondes optiques non-linéaires partiellement cohérentes, comme l’instabilité modulation-
nelle induite par des ondes incohérentes ou les solitons «noirs» incohérents [53–55]. Le
mécanisme responsable de la formation d’un soliton incohérent provient de l’existence
d’un potentiel auto-consistant analogue à celui rencontré dans le cadre du formalisme de
Vlasov en physique des plasmas [56–58].

Dans ce travail de thèse, je me suis intéressé à la formation de solitons en partant d’un
état homogène en présence d’interactions (gravitationnelles) à longue portée. Nous avons
considéré ce problème dans le cadre de l’équation de Schrödinger-Poisson (ou Newton-
Schrödinger) qui a aussi fait l’objet de différentes études expérimentales en optique non
linéaire [59,60]. A la différence des travaux antérieurs [50,61], nous considérons ici le po-
tentiel non-local gravitationnel. La décroissance de ce potentiel étant algébrique, il n’y a
pas d’échelle de longueur qui caractérise cette décroissance, ce qui laisse plus de liberté au
système. En collaboration avec J. Garnier (Ecole Polytechnique, Palaiseau), nous avons
mis en évidence un nouveau régime qui se caractérise par la formation de solitons «cachés»
dans le sens où ils sont immergés dans les fluctuations environnantes du champ incohérent.
Ces solitons cohérents sont donc difficilement identifiés dans l’évolution spatio-temporelle
du champ, alors que leur existence peut être dévoilée dans l’espace des phases. Sur la base
d’un formalisme de Vlasov de turbulence d’ondes, nous avons pu montrer que les solitons
cohérents sont piégés et stabilisés par les fluctuations incohérentes environnantes [62]. Ce
travail sera présenté en Chapitre 4 de ce manuscrit.
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(c)

(a) (b)

(d)

Interaction des particules d’un gaz :

Equation cinétique de Boltzmann

Turbulence d’ondes :

Equation cinétique de Hasselmann

Turbulence d’ondes avec un potentiel :

Formalisme de Vlasov

Turbulence d’ondes avec une réponse  non-instantanée :

Turbulence faible de Langmuir

Figure 1.1 – Analogie entre un gaz de particules classique et la propagation d’une
onde incohérente dans un milieu non-linéaire Kerr. (a) Les collisions de particules sont
responsables d’une évolution irréversible du gaz vers un état d’équilibre thermodynamique,
comme décrit par l’équation de Boltzmann en théorie cinétique des gaz. (b) D’une façon
analogue, l’équation cinétique de turbulence d’ondes et le mélange à quatre ondes sous-
jacent à l’effet Kerr décrivent une évolution irréversible de l’onde incohérente vers un état
d’équilibre caractérisé par le spectre de Rayleigh-Jeans. (c) En présence d’une réponse non-
locale de la non-linéarité, la dynamique du champ est dominée par un potentiel effectif
auto-consistant à longue portée, lequel inhibe le processus de thermalisation. Le champ
turbulent est décrit par un formalisme de type Vlasov longue-portée analogue à celui utilisé
pour décrire les systèmes gravitationnels. (d) En présence d’une réponse non-instantanée,
la propriété de causalité de la fonction réponse modifie les interactions : l’effet non-linéaire
s’accompagne d’une excitation matérielle (vibration moléculaire dans l’exemple de l’effet
Raman). La dynamique est alors décrite par un formalisme cinétique de même forme que
celui développé pour décrire la turbulence faible de Langmuir dans les plasmas.

1.4 Impact d’une réponse non-instantanée en temps :
Turbulence faible de Langmuir

Nous avons considéré dans le paragraphe précédent une réponse non linéaire qui n’est pas
locale dans l’espace. D’une façon analogue on peut considérer une réponse non linéaire
qui n’est pas locale en «temps», c’est à dire une réponse non-instantanée. En toute ri-
gueur une réponse non linéaire est toujours caractérisée par un certain temps de réponse
caractéristique. Ce temps de réponse doit alors être pris en compte dans le modèle de
propagation de l’onde si celui-ci n’est pas négligeable par rapport aux temps qui carac-
térisent les effets non linéaires ou de dispersion linéaire. Un exemple bien connu dans les
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fibres optiques est l’effet de diffusion Raman stimulée [63]. Dans ce cadre il a été montré
que la propagation d’une onde incohérente est fortement affectée par le caractère non-
instantané de la réponse non linéaire, et plus précisément par la propriété de causalité
de la fonction réponse. La théorie de turbulence d’ondes peut être appliquée dans ce cas,
ce qui révèle que la propagation de l’onde est décrite par une équation cinétique dont la
forme est très différente de celle rencontrée pour une réponse non linéaire instantanée ou
non locale, voir Figure 1.1. L’évolution de l’onde est dans ce cas décrite par une équation
cinétique dont la structure est analogue à celle dérivée en physique des plasmas pour dé-
crire le régime de turbulence faible de Langmuir [64]. Ce formalisme prédit en particulier
l’existence de solitons et d’ondes de chocs incohérentes qui ne sont pas identifiées dans
le domaine spatio-temporel, mais uniquement dans le domaine spectral [65, 66]. De plus
l’équation cinétique est formellement réversible en «temps», de sorte qu’elle ne prédit pas
de processus de thermalisation vers l’état d’équilibre thermodynamique. Ce formalisme
prédit en fait que l’onde incohérente s’organise à long terme en solitons spectraux inco-
hérents, lesquels peuvent donc être considérés comme des solutions hors-équilibre stables
du champ incohérent.

Dans le cadre de mon travail de thèse, nous avons étendu le formalisme de turbulence
faible de Langmuir à la propagation d’ondes optiques dans les fibres multimodes. En
d’autres termes, à la différence du régime de thermalisation et condensation d’ondes dis-
cuté ci-dessus où les effets d’incohérence temporelle des ondes sont supposés négligeables,
on s’intéresse ici à la propagation d’ondes dans les fibres multimodes qui sont temporelle-
ment incohérentes. L’originalité essentielle de ce travail a été de prendre en considération
les effets de désordre (couplage de modes aléatoires) inhérents à la propagation de la lu-
mière dans la fibre optique multimode. La théorie et les simulations numériques révèlent
que la propagation de l’onde en fibre peut être décrite par une équation cinétique de Lang-
muir remarquablement simple. Ce travail réalisé en collaboration avec J. Garnier (Ecole
Polytechnique, Palaiseau) est reporté en Annexe A de ce manuscrit.

1.5 Observation de la diffusion Raman stimulée : uti-
lisation des fibres à coeur creux

Le champ d’optique non linéaire basée sur les gaz, fut profondément changé par le dé-
veloppement des fibres à cristaux photoniques à coeur creux (HC-PCF) [67]. Ces der-
nières ont permis non seulement l’observation de nombreux phénomènes intéressants et
inédits [68–70] mais également l’amplification des phénomènes déjà connus comme la dif-
fusion Raman stimulée. En effet, les techniques utilisant des cellules de gaz nécessitent des
niveaux de puissance crête de l’ordre du gigawatt pour générer de la diffusion Raman sti-
mulée basée sur les spectres optiques en forme de peigne [71,72]. Les HC-PCF permettent
de réduire fortement ces niveaux de puissances à l’ordre de quelques dizaines de kilowatt
grâce à leurs propriétés uniques. En effet, le gaz ainsi que la pompe laser sont confinés
au sein de la fibre et guidés sur plusieurs mètres, ce qui augmente considérablement leur
longueur d’interaction. La génération de peignes de fréquences ultra-larges par la diffusion
Raman stimulée a été largement étudiée dans le cadre du gaz d’hydrogène en HC-PCF,
offrant ainsi un seuil Raman très bas [71, 73–78]. Cependant, la perméabilité de la silice
avec l’hydrogène nécessite des précautions particulières, notamment lors de l’observation
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de la diffusion Raman stimulée à partir de photons Raman spontanés où les pressions sont
relativement élevées.

L’alternative intéressante est d’utiliser un gaz de CO2 à la place de l’hydrogène dans
une HC-PCF, notamment pour étudier la bande rovibrationnelle ν1 de la résonance de
Fermi ν1/2ν2 à travers la diffusion Raman stimulée. La branche Q rovibrationnelle de la
branche ν1 est d’un intérêt fondamental de par sa largeur spectrale extrêmement étroite
due aux effets combinés du rétrécissement de Dicke et du mélange collisionnel des raies,
ce qui la rend très intense [79–81]. Nous avons donc mis en évidence la génération de
façon spontanée d’un spectre Raman en utilisant une HC-PCF remplie de CO2 avec une
pression n’excédant pas 6 bars et pompée par un seul laser avec une puissance crête ne
dépassant pas 40 kW. Ce travail sera présenté en Chapitre 5 de ce manuscrit.
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CHAPITRE 2. THERMALISATION ET CONDENSATION D’ONDES OPTIQUES :
DESCRIPTION THÉORIQUE

Chapitre 2
Thermalisation et condensation d’ondes
optiques : Description théorique

Dans ce chapitre nous allons décrire théoriquement et numériquement les effets de ther-
malisation et condensation d’une onde optique se propageant dans une fibre optique mul-
timode à gradient d’indice. Nous considérons l’impact du désordre du milieu en prenant
en compte l’effet dominant des fluctuations aléatoires des polarisations lors de la propa-
gation de l’onde dans la fibre optique. Nous montrons que la turbulence optique dans les
fibres multimodes est décrite par une approche discrète de la théorie de turbulence d’ondes
qui ne prends en compte que les résonances exactes. Une équation cinétique prenant en
compte l’impact du désordre est dérivée, laquelle révèle que le désordre induit une accélé-
ration significative du processus de thermalisation et condensation de l’onde optique. Cet
effet de condensation se manifeste par une population macroscopique et stable du mode
fondamental de la fibre. Ce phénomène permet de mieux comprendre certains régimes de
«nettoyage de faisceau optique» récemment découverts dans les fibres optiques multimodes
à gradient d’indice. La nature discrète de la turbulence dans les fibres optiques permettrait
également de comprendre la raison pour laquelle l’effet de nettoyage de faisceau optique
n’a pas été observé dans les fibres optiques à saut d’indice.
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2.1 Introduction et motivation
Dans ce Chapitre nous décrivons les effets de thermalisation et condensation d’ondes op-
tiques lors de leur propagation dans une fibre optique multimode. La motivation est de
voir comment la théorie de turbulence d’ondes permet d’éclairer certains régimes de l’effet
de «nettoyage de faisceau optique» reporté récemment dans les fibres optiques multimodes
à gradient d’indice [18–20,82]. Ce phénomène remarquable est illustré en Figure 2.1 pour
l’expérience reportée par l’équipe de V. Couderc à Limoges [20]. L’expérience est concep-
tuellement simple. Un faisceau laser délivrant des impulsions longues (∼ns) est injecté
dans une fibre optique multimode à gradient d’indice (i.e. potentiel de confinement para-
bolique). La fibre optique a une longueur d’une dizaine de mètres et guide typiquement
une centaine de modes (sans inclure les dégénérescences liées à la polarisation). En pré-
sence d’une faible puissance du faisceau injecté dans la fibre (régime linéaire), on observe
en sortie de fibre un faisceau optique de type «speckle». Ceci est dû au fait que la pro-
pagation de la lumière dans la fibre optique est affectée par des fluctuations aléatoires de
l’indice de réfraction, ce qui provient des effets de torsions, de courbures ou de variations
de la taille du coeur de la fibre lors de sa fabrication ou simplement de l’enroulement
de la fibre sur une bobine. Ces effets de désordre introduisent des fluctuations de biré-
fringences résiduelles ainsi que des couplages aléatoires entre les modes [83]. C’est pour
cette raison que la propagation du faisceau optique dans une MMF s’accompagne d’une
dégradation de sa cohérence spatiale au cours de la propagation, comme illustré en Figure
2.1. Le résultat remarquable et inattendu reporté en référence [20] est qu’en augmentant
la puissance du faisceau laser, la distribution spatiale de l’intensité du faisceau optique se
«nettoie» spontanément. Ce phénomène résulte de l’effet non linéaire Kerr, lequel conserve
la puissance au cours de la propagation. Une question naturelle est alors de comprendre si
ce phénomène peut être lié à l’effet de condensation d’ondes, et dans ce cas comment les
effets de désordre lors de la propagation affectent le processus de condensation. Ce travail
a fait l’objet d’une étude détaillée lors de la thèse de A. Fusaro [28], travaux auxquels j’ai
été introduits et auxquels j’ai participé lors de ma première année de thèse.

Figure 2.1 – Mesures expérimentales de la distribution d’intensité en sortie de fibre
GRIN pour différentes puissances (a-d) avec respectivement la coupe des intensités
I(x, y = 0) (a’-d’). La barre d’échelle correspond à 10µm. La largeur du mode fonda-
mental de la fibre est FWHM0 ' 9µm. Figure provenant de l’article [20].

L’explication du phénomène de «nettoyage de faisceau optique» [20] n’est pas commu-
nément admise et fait l’objet d’études qui sont en cours. A l’heure actuelle, l’effet de
nettoyage de faisceau peut être considéré comme un effet «multi-facettes», dans le sens où
il a été mis en évidence dans différents régimes et on ne pense pas qu’un seul mécanisme
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puisse expliquer les différentes formes de nettoyage de faisceau observées expérimentale-
ment. Par exemple, l’équipe de V. Couderc de Limoges a montré la possibilité d’obtenir
un effet de «nettoyage de faisceau» du mode LP11 [84] en utilisant la même fibre optique
multimode pour laquelle le nettoyage de faisceau a été observé sur le mode fondamental
LP01, voir Figure 2.1. Cet effet de nettoyage du mode LP11 ne peut pas être expliqué par
la théorie de condensation d’ondes, qui se traduit nécessairement par une population ma-
croscopique du mode fondamental. Cependant l’effet de «nettoyage de faisceau» du mode
LP11 nécessite des conditions d’injection dans la fibre particulières et délicates. À la fin
de ce Chapitre nous allons voir que les conditions particulières d’injection employées pour
observer l’effet de nettoyage de faisceau du mode LP11 entraînent un «gel» (i.e., ralentis-
sement significatif) du processus de thermalisation, ce qui peut naturellement expliquer
l’absence de condensation vers le mode fondamental. Cette interprétation semble corrobo-
rée par une expérience récente réalisée par l’équipe de V. Couderc qui montre que l’effet
de nettoyage du mode LP11 peut être considéré comme un transitoire, dans le sens où il
est observé pour des puissances intermédiaires, alors que pour de plus grandes puissances
c’est le mode fondamental qui résulte favorisé [85]. A la fin de ce Chapitre nous allons
également voir que le «gel» du processus de thermalisation pourrait aussi expliquer que
l’effet de «nettoyage de faisceau» n’est pas observé dans une fibre optique multimode à
saut d’indice.

Dans les expériences réalisées lors de ma thèse (présentées au Chapitre 3), nous nous
sommes spécifiquement concentrés à la démonstration expérimentale de l’effet de conden-
sation. Comme nous allons le voir, le faisceau laser passe à travers un diffuseur (générant
un «speckle») avant injection dans la fibre. C’est dans ce régime où un nombre relati-
vement important de modes sont excités en entrée de fibre avec des relations de phases
aléatoires que la théorie de condensation discutée dans ce Chapitre peut être appliquée.
L’équation cinétique de turbulence d’ondes décrit une évolution irréversible vers l’état
d’équilibre (thermalisation), lequel se caractérise par une transition de phase de conden-
sation (population macroscopique du mode fondamental). Cette théorie a été dévelop-
pée en régime purement «spatial», i.e., on considère des impulsions laser suffisamment
longues temporellement afin de ne pas prendre en compte les effets temporels de disper-
sion de vitesse de groupe et de dispersion modale. De cette façon, nous ne considérons
pas dans ce travail les expériences de «nettoyage» de faisceau optique réalisées avec des
impulsions lasers ultra-courtes (régime femto-seconde) reportées en référence [82]. La des-
cription de l’effet de thermalisation récemment reporté expérimentalement dans le groupe
de F.Wise [25] nécessiterait une extension non-triviale au domaine spatio-temporel de la
théorie de turbulence d’ondes reportée dans ce Chapitre.

2.2 Thermalisation et condensation d’ondes en milieu
homogène

2.2.1 Modèle de Schrödinger non linéaire
Dans cette section nous introduisons les effets de thermalisation et condensation d’ondes
dans une configuration idéale et simplifiée d’un système spatialement homogène en l’ab-
sence de guide d’onde. L’avantage de cette configuration est que l’équation cinétique
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prends une forme simplifiée et que les simulations numériques permettent de mettre faci-
lement en évidence l’effet de condensation et de thermalisation.

Nous considérons la forme générique de l’équation de Schrödinger non linéaire à deux
dimensions (2+1)D, laquelle décrit l’évolution du profil transverse spatial d’une onde op-
tique mono-chromatique :

i∂zψ = −α∇2ψ − γ|ψ|2ψ, (2.1)
où α = 1/(2k0) désigne le coefficient de diffraction et k0 est le nombre d’onde du laser.
Par ailleurs γ est le coefficient Kerr non linéaire. Nous considérons dans ce paragraphe
le cas d’un milieu défocalisant (γ < 0) pour que l’onde homogène (qui représente le
condensat), soit modulationellement stable. Notons que dans une fibre optique, l’effet Kerr
est focalisant. La stabilité du condensat dans une fibre optique multimode sera discuté en
Appendice du Chapitre 3. Le Laplacien en équation (2.1) s’applique aux deux dimensions
spatiales r = (x, y) dans le plan transverse perpendiculaire à la direction de propagation de
l’onde selon l’axe z. L’équation NLS (2.1) conserve la puissance N =

∫
|ψ|2dr et l’énergie

totale H = E + U qui a une contribution linéaire E = α
∫
|∇ψ|2dr et une contribution

non linéaire U = −(γ/2)
∫
|ψ|4dr .

L’évolution du champ ψ est donc affectée par l’effet de diffraction linéaire sur une lon-
gueur de propagation caractéristique donnée par Llin = 2k0λ

2
c , où λc désigne la longueur

spatiale de cohérence dans le plan transverse du faisceau. Par ailleurs, l’effet non li-
néaire Kerr affecte l’évolution de l’onde sur une longueur de propagation non linéaire
Lnl = 1/(|γ| 〈|ψ|2〉). On peut aussi introduire la «healing length» Λ =

√
αLnl, qui est la

longueur caractéristique pour laquelle les effets linéaires et non-linéaires sont du même
ordre de grandeur (typiquement la taille d’un soliton ou d’un vortex qui résulte d’un
équilibre entre effets linéaires et non linéaires). Nous rappelons que l’onde étant supposée
monochromatique, nous ne prenons pas en compte les effets temporels de dispersion, les-
quels modifient le champ optique sur des longueurs de propagation beaucoup plus grandes
que Llin et Lnl.

2.2.2 Equation cinétique et processus de thermalisation
Dans le régime de propagation faiblement non linéaire Llin � Lnl (ou bien de façon
analogue U � E) il est possible de dériver une équation cinétique décrivant l’évolution
du spectre moyen du champ nk(z) définit par

〈ψ̃(k1, z)ψ̃∗(k2, z)〉 = nk1(z)δk1−k2 , (2.2)
où ψ̃(k, z) =

∫
ψ(r , z) exp(−ik.r)dr désigne la transformée de Fourier spatiale du champ

ψ(r , z). Notons que ce spectre moyenné ne dépend pas de la position dans l’espace r , car on
suppose que le champ ψ(r , z) exhibe des fluctuations qui sont statistiquement homogènes
dans l’espace (à la différence de la situation rencontrée par exemple en Chapitre 3). La
théorie de turbulence d’ondes permet de dériver l’équation cinétique pour l’évolution du
spectre moyenné [12,15]

∂znk4(z) = γ2

π

∫∫∫
M̃(ñk1 , ñk2 , ñk3 , ñk4)δ(k4 +k3−k1−k2)δ(ω4 +ω3−ω1−ω2)dk1dk2k3,

(2.3)
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avec

M̃(ñk1 , ñk2 , ñk3 , ñk4) = ñk1ñk2ñk3ñk4(ñ−1
k4

+ ñ−1
k3
− ñ−1

k1
− ñ−1

k2
), (2.4)

et la relation de dispersion

ω(k) = αk2. (2.5)

L’équation cinétique (2.3) conserve la puissance de l’onde N = L2 ∫ nk(z)dk et l’énergie
linéaire E = L2 ∫ ω(k)nkdk, où L2 désigne la taille du système considéré. Notons que
la contribution non linéaire de l’énergie U est négligeable dans le régime faiblement non
linéaire considéré pour la dérivation de l’équation cinétique (2.3). Contrairement à l’équa-
tion NLS (2.1), l’équation cinétique (2.3) est formellement irréversible en «temps» (i.e., en
z). Cette propriété se manifeste par l’existence d’un théorème H de croissance monotone de
l’entropie ∂zS(z) ≥ 0, où l’entropie hors-équilibre est définie par S(z) =

∫
log[nk(z)]dk.

Ainsi l’équation cinétique décrit explicitement le processus de thermalisation, lequel se
caractérise par une évolution irréversible vers l’état d’équilibre thermodynamique qui réa-
lise le maximum d’entropie. Cet état est obtenu en maximisant l’entropie compte tenu des
contraintes de conservation de la puissance N et l’énergie E, ce qui donne la distribution
d’équilibre de Rayleigh-Jeans :

neqk = T

αk2 − µ
(2.6)

où T et µ sont, par analogie avec la thermodynamique, la température et le potentiel
chimique. Il est important de rappeler ici que nous considérons un système conservatif
(Hamiltonien) en l’absence de thermostat. Par conséquent, la température ne joue pas le
rôle usuel rencontré en thermodynamique. Ici (T, µ) sont déterminés de façon univoque
par les deux quantités conservées (N,E). Cet aspect sera discuté en détail dans le Chapitre
3 où nous reportons l’observation expérimentale de l’effet de condensation.

2.2.3 Simulation numérique de l’équation NLS
Le processus de thermalisation vers le spectre d’équilibre de RJ (2.6) peut être observé par
simulation numérique de l’équation NLS (2.1). On considère un spectre initial de forme
Gaussienne (avec phases spectrales aléatoires) et l’on peut observer en Figure 2.2 qu’au
cours de la propagation le spectre relaxe vers un spectre en loi puissance nk ∼ k−2. Ce
comportement en loi puissance se retrouve dans la queue de la distribution d’équilibre de
RJ (2.6), laquelle exhibe la propriété d’équipartition d’énergie parmi les modes, ωkneqk ∼ T

pour k �
√
−µ/α.

Le processus de thermalisation peut s’accompagner d’un effet de condensation, lequel
se caractérise par une population macroscopique du mode fondamental, n0 � nk pour
k 6= 0. On peut en effet montrer qu’à mesure que l’énergie E décroît vers une valeur cri-
tique Ecrit, le potentiel chimique µ tend vers 0. Le dénominateur de la distribution de RJ
(2.6) peut donc s’annuler et cette singularité est régularisée par une population macrosco-
pique du mode fondamental [16]. Notons que ce mécanisme de condensation à l’équilibre
est formellement analogue à celui de la distribution de Bose-Einstein pour un système de
particules quantiques. Cet effet de condensation d’ondes classiques est clairement visible
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dans la simulation reportée en Figure 2.2 qui montre l’évolution de la population du mode
fondamental au cours de la propagation n0(z). On note que la croissance de n0(z) sature
vers la constante prédite par la théorie à mesure que le système approche l’état d’équilibre.
En fait, la fraction de puissance condensée à l’équilibre neq0 /N augmente quand l’énergie
E diminue. La courbe de condensation neq0 /N vs E permettant de mettre en évidence la
transition de phase vers un état condensé pour une énergie E ≤ Ecrit sera discutée en
détail dans le cadre des expériences en fibre optique multimode présentées au Chapitre 3.
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Figure 2.2 – Simulation de l’équation NLS (2.1) à partir d’un spectre initial de forme
Gaussienne (avec des phases spectrales aléatoires) : (a) Spectre en échelle log pour la
condition initiale (bleu) pour z = 100 Lnl (magenta) et pour z = 3800 Lnl (rouge), le
spectre en loi puissance nk ∼ k−2 (en noir pointillé) représente l’équipartition de puissance
parmi les modes prédite par la distribution d’équilibre de Rayleigh-Jeans. (b) Évolution
de la population du mode fondamental au cours de la propagation n0(z)/N , la croissance
de n0(z) sature vers la constante prédite par la théorie à mesure que le système approche
l’état d’équilibre (en rouge pointillé), neq0 /N ' 0.82.

2.3 Thermalisation et condensation en fibre optique
à gradient d’indice

Dans la section précédente nous avons introduit les notions de thermalisation et conden-
sation d’ondes en milieu homogène. Dans cette section nous étendons ces notions au
problème plus complexe de propagation d’ondes non linéaire dans une fibre optique mul-
timode.

2.3.1 Équation NLS modale
Nous considérons l’équation de Schrödinger non linéaire à (2+1) dimensions, qui est
connue pour décrire l’évolution spatiale transverse d’un faisceau optique se propageant
selon l’axe z d’un guide d’onde modélisé par un potentiel de confinement V (r) [avec
r = (x, y)] [86]. En considérant des impulsions larges temporellement (de l’ordre nano-
seconde), nous pouvons négliger les effets temporels reliés au premier et second ordre de
dispersion chromatique. L’équation NLS vectorielle prenant en compte le degré de liberté
de la polarisation peut alors être écrite

i∂zψ = −α∇2ψ + V (r)ψ − γ0P(ψ), (2.7)
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où ψ(r , z) = (ψx, ψy)T avec ψx,y(r , z) les composantes du champ vectoriel dans la base des
polarisations linéaires, l’exposant T désignant l’opérateur de transposition. Le paramètre
α = 1/(k0nco) est le coefficient de diffraction où k0 = 2π/λ avec λ la longueur d’onde dans
le vide du laser et nco l’indice de réfraction du coeur de la fibre. Le terme non linéaire
s’écrit

P(ψ) = 1
3ψ

Tψψ∗ + 2
3ψ
†ψψ, (2.8)

où le coefficient non linéaire est γ0 = k0n2, avec n2 le coefficient Kerr non linéaire, et les
exposants ∗, † représentent les opérations conjuguées, et transposées conjuguées (n2 > 0
pour une fibre non linéaire focalisante en m2/W , |ψ|2 en W/m2).

Nous projetons l’onde aléatoire dans la base orthonormée [
∫
up(r)u∗m(r)dr = δKpm] des

modes propres up(r) de l’équation NLS linéarisée avec le potentiel V (r)

ψ(r , z) =
M−1∑
p=0

Bp(z)up(r) exp(−iβpz), (2.9)

où M désigne le nombre de modes du guide d’onde, Bp(z) = (Bp,x, Bp,y)T représente la
composante de polarisation linéaire du mode p, et βp est la valeur propre correspondante
vérifiant βpup(r) = −α∇2up(r) + V (r)up(r).

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur l’analyse d’une fibre multimode (MMF)
à gradient d’indice (GRIN) dans laquelle l’effet d’auto-nettoyage du faisceau a été ob-
servé expérimentalement. Pour un potentiel parabolique idéal V (r) = q|r |2 pour |r | ≤
a, a étant le rayon du coeur de la fibre, up(r) désigne les fonctions d’Hermite-Gauss
normalisées avec les valeurs propres correspondantes βp = βpx,py = β0(px + py + 1),
upx,py(x, y) = κ(πpx!py!2px+py)−1/2Hpx(κx)Hpy(κy) exp[−κ2(x2 + y2)/2], où κ = (qα)1/4,
q = k0(n2

co − n2
cl)/(2ncoa2), β0 = 2√αq, ncl étant l’indice de réfraction de la gaine. Le

nombre de modes (sans inclure la dégénérescence de polarisation) estM ' V 2
0 /(2β2

0), où V0
désigne la profondeur du potentiel parabolique. En définissant Ap(z) = Bp(z) exp(−iβpz),
l’évolution des composantes modales est gouvernée par

i∂zAp = βpAp − γPp(A). (2.10)
Le terme non linéaire en (2.10) s’écrit

Pp(A) =
M−1∑
l,m,n=0

Slmnp(
1
3AT

l AmA∗n + 2
3A†nAmAl), (2.11)

où Slmnp =
∫
ul(r)um(r)u∗n(r)u∗p(r)dr/

∫
|u0|4(r)dr tel que S0000 = 1, et γ = γ0/A

0
eff, où

A0
eff = 1/

∫
|u0|4(r)dr est l’aire effective du mode fondamental (|Ap|2 en Watts).

L’équation modale NLS (2.10) a une forme analogue à l’équation de base habituellement
utilisée pour étudier la propagation dans les MMF en absence de désordre [63,86–89]. Elle
conserve la puissance totale N =

∫
|ψ|2dr = ∑M−1

p=0 |Ap|2, et l’Hamiltonien H = E + U ,
qui possède une contribution linéaire

E = α
∫
|∇ψ|2dr +

∫
V (r)|ψ|2dr =

M−1∑
p=0

βp|Ap|2, (2.12)
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et la contribution non linéaire

U = γ

4

M−1∑
l,m,n=0

SlmnpŪlmnp + c.c, (2.13)

Ūlmnp = 1
3(AT

l Am)(A†nA∗p) + 2
3(A†nAm)(AT

l A∗p), (2.14)

où c.c. désigne le complexe conjugué.

La longueur caractéristique L0 = 1/(γN) = 1/(γ0N/A
0
eff) correspond à la longueur de

propagation non linéaire quand toute la puissance est confinée au sein du mode fonda-
mental. Habituellement, le faisceau optique peuple plusieurs modes d’ordre supérieur et
la longueur non-linéaire est Lnl = 1/(γ0N/Seff), où Seff est la section de surface effective
du faisceau. Nous définissons aussi la longueur caractéristique linéaire depuis l’équation
(2.10) comme Llin = 1/∆βeff, où ∆βeff désigne la largeur de bande («spectrale») effective
du faisceau optique dans l’espace des modes. Dans des expériences habituelles de net-
toyage de faisceau en fibres GRIN nous avons β0 ∼ 103 m−1, de sorte que l’onde optique
évolue dans le régime faiblement non linéaire :

Llin � Lnl, (2.15)

où Llin . 1 mm tandis que Lnl est typiquement plus grand que 10 cm.

2.3.2 Régime modal cohérent : Impact du potentiel parabolique
de confinement sur les conditions de résonances

Dans une expérience typique de nettoyage du faisceau optique, un faisceau laser caractérisé
par un front de phase transverse cohérent est injecté dans la MMF. Dans ces conditions,
les composantes modales excitées à l’entrée de la fibre présentent une forte corrélation de
phase entre elles. On remarque que cela est en contraste avec les simulations habituelles
de turbulence des ondes où l’on impose une phase aléatoire entre les modes dans la condi-
tion initiale [7, 12, 15, 90, 91], procédure également employée en Figure 2.2 ci-dessus. Les
simulations numériques de l’équation NLS (2.10) révèlent un fait remarquable : la forte
corrélation de phase entre les modes d’ordre bas est préservée pendant la propagation,
conduisant ainsi à une interaction sensible à la phase, comme illustré en Figure 2.3(a).
Dans ce régime cohérent, la relation de phase entre les modes joue un rôle important
dans la dynamique. Les composantes modales d’ordre bas Ap(z) qui sont fortement peu-
plées subissent alors un échange de puissance quasi-réversible les unes avec les autres. Le
profil d’intensité correspondant |ψ|2(r , z) présente lui-même une dynamique oscillatoire
lors de la propagation : Le faisceau peuple plusieurs modes du potentiel V (r) et ne pré-
sente pas de luminosité renforcée caractérisant un effet d’auto-nettoyage stable. Ce régime
cohérent d’interactions de modes gèle le processus de thermalisation. De plus, nous rap-
portons en Figure 2.3(b) une simulation de l’équation NLS (2.10) à partir d’un faisceau
de type speckle. Bien que les phases aléatoires initiales modifient le comportement oscil-
latoire régulier illustré en Figure 2.3(a), les amplitudes modales d’ordre bas présentent
toujours un échange de puissance rapide et significatif entre elles. Ceci indique que la
relation de phase entre les modes joue encore un rôle non trivial conduisant ainsi à un
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gel du processus de thermalisation. Comme nous le verrons tout au long de ce chapitre,
ces simulations reflètent la nature discrète de la variété de résonance sous-jacente à la
turbulence des ondes dans les MMF. Nous remarquons que la compréhension des méca-
nismes qui peuvent geler le processus de thermalisation est un problème important qui
est actuellement analysé dans divers systèmes, tels que, par exemple, les effets de taille
finie dans la turbulence d’ondes discrète ou mésoscopique [92–101], dans les chaînes de
Fermi-Pasta-Ulam [102–106], ou dans les systèmes désordonnés non linéaires [107,108].
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Figure 2.3 – Régime cohérent d’interaction modale : Simulations numériques de l’équa-
tion NLS (2.10) montrant l’évolution des composantes modales np(z) = |Ap(z)|2 (en
absence de désordre), démarrant d’une condition initiale cohérente (a), démarrant d’un
faisceau «speckle» avec une phase aléatoire entre les modes (b). Évolutions des popu-
lations modales np/N : mode fondamental p = 0 (rouge hachuré), p = 1 (bleu sombre
plein), p = 2 (bleu plein), p = 3 (bleu clair plein), p = 4 (cyan plein), p = 5 (vert clair
plein), p = 6 (ver plein), p = 7 (jaune plein), et p = 8 (orange plein). Le système présente
une dynamique oscillatoire persistante entre les modes d’ordre bas. À l’équilibre ther-
modynamique complet, le système devrait atteindre la fraction de puissance condensée
neq0 /N ' 0.68 en (a), et neq0 /N ' 0.58 en (b). La puissance est N = 47.5 kW, M = 120
modes, a = 26 µm.

Le régime d’interaction sensible à la phase des modes provient du petit nombre de modes
confinés dans le potentiel parabolique (typiquement ∼ 15 groupes de modes dégénérés,
c’est-à-dire ∼ 120 modes), ce qui réduit considérablement le nombre effectif de modes qui
peuvent interagir efficacement. Pour illustrer cet aspect, on peut comparer le nombre de
résonances dans une MMF GRIN typiquement utilisée dans les expériences de nettoyage
de faisceau et le nombre correspondant de résonances dans une boîte 2D. Considérons ces
deux systèmes avec approximativement le même nombre de modes, disons M = 120 pour
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la fibre GRIN et M = 121 pour la boîte 2D. Dans une boîte 2D avec des conditions aux
limites périodiques, les résonances vérifient la conservation de l’énergie (ωk1 +ωk2 = ωk3 +
ωk4 , ωk = α|k|2) et la conservation du moment (k1 + k2 = k3 + k4). Dans une fibre GRIN,
les résonances vérifient la conservation d’énergie βp + βl = βm + βn, tandis que le tenseur
Slmnp reflète l’efficacité de la résonance correspondante. Comme les valeurs propres βp sont
régulièrement espacées pour un potentiel parabolique, il y a beaucoup plus de résonances
dans une fibre GRIN que dans une boîte 2D. Cependant, la plupart des résonances ne
sont pas efficaces : seules 41 (respectivement 1067) résonances sont caractérisées par un
coefficient Slmnp > 0.4 (respectivement Slmnp > 0.2), où l’on rappelle que 0 < Slmnp < 1.
En revanche, la boîte 2D présente ∼ 105 résonances exactes pour la conservation de
l’énergie et de la quantité de mouvement (le calcul étant indépendant de la taille de
la boîte). L’analyse indique que, par rapport à la boîte 2D, la fibre GRIN se comporte
effectivement comme un système dynamique avec un nombre relativement petit de degrés
de liberté, ce qui fournit une interprétation intuitive du régime cohérent d’interaction de
modes discuté ci-dessus. Dans ce qui suit, nous verrons que l’introduction d’un désordre
structurel de la MMF brise le régime cohérent sensible à la phase de l’interaction modale.

2.4 Équations cinétiques avec désordre et simulations
L’équation modale NLS (2.10) suppose que la MMF est idéale, au sens où le modèle ne
tient compte d’aucune forme de désordre. Cependant, dans la pratique, la propagation de
la lumière dans les MMF est connue pour être affectée par des fluctuations aléatoires des
profils longitudinaux et transverses de l’indice de réfraction en raison de facteurs externes
tels que la flexion, la torsion, les tensions, les plis ou les variations de la taille du coeur dans
le processus de fabrication de la fibre. De telles perturbations physiques multiples intro-
duisent des fluctuations de polarisation aléatoires ainsi qu’un couplage aléatoire entre les
modes de la fibre. Les mécanismes et modèles spécifiques qui décrivent comment les imper-
fections des fibres affectent la propagation de la lumière dans les MMF restent un sujet de
recherche actif [83, 87, 88, 109–112]. Habituellement, on considère que pour des longueurs
de propagation relativement courtes (∼ 10 m) comme celles considérées dans les expé-
riences d’auto-nettoyage du faisceau optique, la contribution dominante du bruit provient
des fluctuations modales de polarisation (désordre faible), tandis que pour une propaga-
tion plus importante le couplage de mode se produit entre les modes dégénérés (état de
couplage de groupes de modes), et pour des longueurs de fibre encore plus grandes, le cou-
plage de mode a lieu pour les modes non dégénérés (fort désordre) [109]. Dans ce qui suit,
nous considérons que la contribution dominante est fournie par le désordre faible [109].
Nous verrons que la source de bruit introduite par un désordre faible est suffisante pour
rompre le régime cohérent d’interaction modale discuté ci-dessus dans la section 2.3.2.
La dynamique de phase aléatoire qui en résulte conduit alors à un régime turbulent in-
cohérent des composantes modales que nous décrivons dans le cadre de la théorie de la
turbulence d’onde. Notons qu’une autre approche a été suivie pour introduire le désordre
dans le cadre de l’équation NLS originale (2.7) [85]. Dans ce cas le désordre est introduit
de façon phénoménologique dans les simulations numériques et un accord qualitatif a été
obtenu avec les expériences correspondantes réalisées à Limoges dans différentes configu-
rations [20]. Ici nous introduisons le désordre dans l’équation NLS modale (2.10), car cette
approche est adaptée à un développement théorique sur la base de la théorie de turbulence
d’ondes.
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2.4.1 Modèles de désordre
Dans ce qui suit, nous discuterons en détail de l’impact du désordre faible sur la déri-
vation de l’équation cinétique de turbulence d’ondes pour les MMF. Nous discuterons
d’abord du régime de turbulence d’ondes continu conventionnel pertinent pour les fibres
hautement multimodes, puis du régime de turbulence d’ondes discret pertinent pour les
expériences d’auto-nettoyage du faisceau. Une description détaillée de la dérivation de
l’équation cinétique de turbulence d’ondes discrète tenant compte du désordre faible est
donnée en référence [21]. Nous considérerons d’abord un modèle de désordre faible dans
lequel les modes subissent un bruit indépendant (décorrélé). On note que, dans la limite
opposée où les modes subissent le même désordre, l’analyse révèle que l’onde optique re-
trouve un régime quasi-cohérent d’interaction de modes discuté en Figure 2.3. En d’autres
termes, ce modèle de désordre modal totalement corrélé semble inefficace et dans cette li-
mite l’onde optique ne présente pas de processus de condensation rapide. En conséquence,
nous considérerons par la suite un modèle intermédiaire de désordre partiellement cor-
rélé où les modes dégénérés subissent le même bruit. La théorie montre que ce désordre
partiellement corrélé est suffisant pour rétablir une accélération efficace du processus de
condensation.

2.4.2 Modèle de désordre modal décorrélé
Comme discuté ci-dessus, dans le régime de désordre faible, les différents modes spatiaux
ne se couplent pas, mais les deux états de polarisations de chaque mode spatial présentent
un couplage aléatoire [87,88]. L’évolution des composantes modales est gouvernée par

i∂zAp = βpAp + Dp(z)Ap − γPp(A). (2.16)

Nous rappelons que les fluctuations longitudinales et transverses du profil d’indice de
réfraction de la MMF conduisent à un couplage entre les modes, exprimé par la théo-
rie des modes couplés [83, 87]. Cependant, en suivant cette procédure, on obtient une
perturbation scalaire qui n’introduit pas de couplage parmi les composantes de pola-
risation, une propriété commentée en particulier en référence [88]. En conséquence, les
fluctuations aléatoires de polarisations sont généralement introduites de façon phénomé-
nologique, voir [87,88,113]. Ici, nous considérons la forme la plus générale de désordre de
polarisation qui conserve la puissance du faisceau optique, propriété vérifiée si les matrices
Dp sont Hermitiennes. Les matrices Hermitiennes Dp(z) sont développées en matrices de
Pauli, connues pour former une base de l’espace vectoriel de 2× 2 matrices Hermitiennes.
Les matrices ont alors la forme

Dp(z) =
3∑
j=0

νp,j(z)σj, (2.17)

où σj (j = 1, 2, 3) sont les matrices de Pauli et σ0 est la matrice identité. Les fonctions
νp,j(z) sont indépendantes et distribuées identiquement selon un processus aléatoire à
valeur réelle Gaussienne, avec

〈νp,j(z)νp′,j′(z′)〉 = σ2
βδ

K
pp′δ

K
jj′R

(
z − z′

lβ

)
, (2.18)
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ici lβ est la longueur de corrélation du processus aléatoire et σ2
β sa variance. La fonction

de corrélation normalisée est telle que R(0) = 1,
∫+∞
−∞ R(ζ)dζ = 1, et R(z/lβ) → lβδ(z)

dans la limite lβ → 0. Nous allons considérer le processus de Ornstein-Uhlenbeck :

dνp,j = − 1
lβ
νp,jdz + σβ√

lβ
dWp,j(z),

où Wp,j sont des mouvements Brownien indépendants. Cela signifie que νp,j sont des
processus Gaussiens de moyenne nulle avec une fonction de covariance de la forme (2.18)
avec R(ζ) = exp(−|ζ|)/2. Nous introduisons un paramètre effectif de désordre ∆β = σ2

βlβ
et l’échelle de longueur associée

Ld = 1/∆β. (2.19)

Nous supposons que les effets de désordre dominent l’effet non linéaire

Ld � Lnl, (2.20)

ainsi que lβ � Ld (ou σβlβ � 1). Nous rappelons que les expériences habituelles d’auto-
nettoyage du faisceau se réfèrent à un régime faiblement non linéaire Llin � Lnl, où
typiquement β0 ∼ 103m−1, tel que β−1

0 � Ld (ou ∆β � β0). Mise à part les expériences
d’auto-nettoyage de faisceau, dans la suite nous allons aussi considérer un régime où les
écarts entre les modes peuvent être très petits β0 � ∆β [MMF avec un grand nombre
de modes M ' V 2

0 /(2β2
0) � 1] afin d’aborder un régime décrit par une approche de tur-

bulence d’ondes continue. Finalement, notons que puisque le désordre est dépendant du
«temps» (c-a-d, dépend de la variable z), notre système n’exhibe pas l’effet de localisation
de Anderson, il est donc de nature différente de ceux étudiés par exemple en référence [114].

2.4.3 Annulation des corrélations entre les modes
Nous commençons par étudier les corrélations entre les modes à travers l’analyse de l’évo-
lution du moment de second ordre dans la matrice 2×2 〈A∗pAT

q 〉(z). L’impact du désordre
est traité en utilisant le théorème de Furutsu-Novikov. Ce dernier révèle que le désordre
conservatif introduit une dissipation effective au sein du système. À cet égard, nous rap-
pelons qu’en principe, le faisceau laser excite des modes fortement corrélés à l’entrée de
la fibre, comme discuté ci-dessus à travers le régime cohérent d’interaction modale. C’est
la dissipation effective due au désordre qui brise une corrélation de phase modale aussi
forte. L’analyse développée en [22] révèle que les corrélations modales disparaissent pour
des longueurs de propagation plus grandes que la longueur non linéaire, 〈A∗pAT

q 〉(z) ' 0
pour z � Lnl.

2.4.4 Fermeture des équations des moments
Dans ce qui suit, nous dérivons l’équation cinétique en suivant la procédure de développe-
ment perturbatif de turbulence d’ondes dans laquelle les effets linéaires dispersifs dominent
les effets non linéaires Llin � Lnl. En conséquence, une grande séparation des échelles de
longueurs linéaires et non linéaires a lieu [14, 15]. Lorsque les modes sont combinés à
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des effets de désordre, ils présentent des phases aléatoires avec des statistiques quasi-
Gaussiennes, ce qui permet de fermer la hiérarchie infinie des équations des moments.
Plus précisément, en raison du caractère non linéaire de l’équation NLS, l’évolution du
moment du second ordre du champ dépend du moment du quatrième ordre, tandis que
l’équation du moment du quatrième ordre dépend du moment du sixième ordre, et ainsi
de suite. De cette manière, on obtient une hiérarchie infinie d’équations pour les moments,
dans laquelle le moment d’ordre n dépend du moment d’ordre (n + 2) du champ. Cela
rend les équations impossibles à résoudre à moins de trouver un moyen de tronquer la
hiérarchie. La fermeture de la hiérarchie peut être réalisée dans le régime faiblement non
linéaire en vertu du théorème des moments de processus Gaussien [115]. Nous remar-
quons à cet égard que l’hypothèse clef qui sous-tend l’approche de la turbulence d’ondes
est l’existence d’une phase aléatoire entre les modes plutôt qu’une véritable statistique
Gaussienne, comme discuté en détail récemment en [15, 116, 117]. Nous soulignons que
dans le présent travail, la phase aléatoire des modes est induite par le désordre structurel
du milieu qui domine les effets non linéaires (Ld � Lnl).

Comme discuté ci-dessus, les éléments non diagonaux de la matrice 2 × 2 〈A∗pAT
p 〉(z)

décroissent rapidement. Notre but alors est de dériver une équation gouvernant l’évolu-
tion des éléments diagonaux wp(z) = 1

2〈|Ap(z)|2〉. En partant de l’équation NLS modale
(2.16), nous avons [21]

∂zwp = 1
3γ〈X

(1)
p 〉+ 2

3γ〈X
(2)
p 〉, (2.21)

X(1)
p = Im

∑
l,m,n

S∗lmnp(A
†
lA∗m)(AT

nAp)

 , (2.22)

X(2)
p = Im

∑
l,m,n

S∗lmnp(AT
nA∗m)(A†lAp)

 . (2.23)

Comme déjà remarqué en tant que résultat du théorème de Furutsu-Novikov, le désordre
conservatif introduit une dissipation effective au sein du système, de sorte que l’évolution
du moment d’ordre quatre prend la forme d’une équation d’oscillateur forcé amorti [avec
J

(1)
lmnp(z) = 〈(A†lA∗m)(AT

nAp)〉 et J (2)
lmnp(z) = 〈(AT

nA∗m)(A†lAp)〉] :

∂zJ
(j)
lmnp = (−8∆β + i∆ωlmnp)J (j)

lmnp + iγ〈Y (j)
lmnp〉, (2.24)

où ∆ωlmnp = βl +βm−βn−βp est la fréquence de résonance, tandis que 〈Y (j)
lmnp〉 dénote le

moment d’ordre six qui est factorisé en produits en de moments d’ordres deux en raison
du théorème des moments Gaussien pour j = 1, 2 [21]. La solution de l’équation (2.24)
s’écrit :

J
(j)
lmnp(z) = J

(j)
lmnp(0)Glmnp(z) + I(j)

lmnp(z), (2.25)

où l’intégrale de convolution s’écrit

I(j)
lmnp(z) = iγ

∫ z

0
〈Y (j)

lmnp〉(z − z′)Glmnp(z′)dz′, (2.26)

avec la fonction de Green
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Glmnp(z) = H(z) exp(i∆ωlmnpz − 8∆βz), (2.27)

et H(z) la fonction de Heaviside. Nous arrivons maintenant au point clef de notre analyse,
dans laquelle nous distinguons l’approche continue de l’approche discrète de turbulence
d’ondes.

2.5 Turbulence d’ondes et impact du désordre

2.5.1 Turbulence d’ondes continue
En général, un échange de puissance entre quatre modes différents n’a pas besoin de
satisfaire la condition de résonance exacte δωlmnp = 0. En effet, il suffit pour un quatuor
de modes, de vérifier la condition de quasi-résonance

|∆ωlmnp| . 1/Ldisor
kin , (2.28)

pour fournir une contribution non nulle à l’intégrale de convolution (2.26), où Ldisor
kin in-

dique l’échelle de longueur caractéristique d’évolution des moments du champ 〈Y (j)
lmnp〉(z)

[voir équation (2.34) ci-dessous]. Dans l’approche de turbulence d’ondes continue usuelle,
il y a un grand nombre de quatuor de modes non résonants ∆ωlmnp 6= 0 qui vérifient la
condition de quasi-résonance (2.28) et qui contribuent significativement à l’évolution des
équations des moments.

Nous anticipons que le régime de turbulence d’ondes continue ne correspond pas aux
expériences habituelles d’auto-nettoyage du faisceau optique [19,20], car nous avons typi-
quement β0 ∼ 103m−1, de sorte que β0 � 1/Ldisor

kin , le système n’exhibe alors pas de quasi
résonances mais uniquement des résonances exactes ∆ωlmnp = 0. En fait, l’expérience
d’auto-nettoyage de faisceau est décrite par une approche de turbulence d’ondes discrète.
Ici, par souci de clarté, nous discutons d’abord le régime conventionnel de turbulence
d’ondes continu [15], qui peut être pertinent pour les MMF caractérisées par un grand
nombre de modes [M ' V 2

0 /(2β2
0)� 1 tel que β0 � ∆β]. La discussion du régime continu

usuel est également importante du fait que ce dernier illustre l’effet d’accélération de la
thermalisation due à la présence du désordre structurel au sein de la fibre.

Nous rappelons que Ld = 1/∆β � Lnl, alors la fonction de Green décroît sur une échelle
de longueur beaucoup plus petite que l’échelle d’évolution de 〈Y (j)

lmnp〉(z), de sorte que
l’intégrale de convolution peut être approximée pour z � Ld,

J
(j)
lmnp ' γ〈Y (j)

lmnp〉
i8∆β −∆ωlmnp

∆ω2
lmnp + (8∆β)2 . (2.29)

En substituant l’équation (2.29) dans le moment d’ordre quatre (2.25), nous obtenons
les expressions des moments moyennés 〈X(j)

p 〉 donnés par (2.22) et (2.23). En rassemblant
tous les termes dans (2.21), nous avons accès à l’équation des amplitudes modales np(z) =
2ωp(z). Puisque la MMF contient un grand nombre de modes M ' V 2

0 /(2β2
0) � 1, nous

considérons la limite continue où les sommes discrètes dans (2.22) et (2.23) sont remplacées
par des intégrales continues (β0/V0 � 1). Nous obtenons l’équation cinétique
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∂zñk4(z) = 4γ2

3β6
0

∫∫∫
dk1,2,3

∆β
∆ω̃2

k1k2k3k4 + ∆β2 × |S̃k1k2k3k4 |2M̃k1k2k3k4

+32γ2

9β2
0

∫
dk1

∆β
∆ω̃2

k1k4 + ∆β2 |S̃k1k4(ñ)|2(ñk1 − ñk4),
(2.30)

où dk1,2,3 = dk1dk2dk3, ∆β = 8∆β, et

S̃k1k4 = 1
β2

0

∫
dk′S̃k1k′k′k4ñk′ . (2.31)

Les fonctions avec un tilde se réfèrent à l’extension naturelle continue correspondant aux
fonctions discrètes, c-a-d : ñk(z) = n[κ/β0](z), β̃k = β[κ/β0], S̃k1k2k3k4 = S[k1/β0][k2/β0][k3/β0][k4β0]
et ainsi de suite, où [x] signifie la partie entière de x. Avec ces notations nous avons
M̃k1k2k3k4 = ñk1ñk2ñk3ñk4(ñ−1

k4 + ñ−1
k3 − ñ

−1
k1 − ñ

−1
k2 ), ∆ω̃k = β̃k1 + β̃k2 − β̃k3 − β̃k4 , ∆ω̃k1k2 =

β̃k1 − β̃k2 , et β̃k = kx + ky + β0, avec k = β0(px, py) [17].

La principale nouveauté de l’équation cinétique (2.30) en comparaison aux travaux précé-
dents sans aucun désordre structurel [17], est que le mécanisme de dissipation induit par le
désordre introduit une bande de fréquence finie au sein des résonances à 4 ondes entre les
modes. Par conséquent, au lieu d’une distribution de Dirac δ qui garantit la conservation
de l’énergie à chaque interaction à 4 ondes, ici l’équation cinétique présente une distri-
bution Lorentzienne. Nous remarquons que cet aspect fut déjà discuté dans différentes
circonstances [118], en particulier dans le récent travail [119] traitant des lasers à fibre
aléatoire en présence de gain et de pertes. Ici l’originalité est que la bande de fréquence
finie de la distribution Lorentzienne et la dissipation effective associée ∆β trouvent leur
origine dans le désordre structurel conservatif du milieu non linéaire.

En prenant la limite formelle ∆β → 0 : ∆β/(∆ω̃2
k1k2k3k4 + ∆β2) → πδ(∆ω̃k1k2k3k4), nous

retrouvons une équation cinétique continue avec une forme similaire à celle dérivée en [17]
en absence de désordre (∆β = 0) et en absence d’effets de polarisation (limite scalaire
Ap → Ap,x). Cependant, la limite ci-dessus (∆β → 0) n’est pas physiquement pertinente
ici puisque nous avons supposé Ld = 1/∆β � Lnl pour dériver l’équation (2.24). Ici nous
considérons le régime β0 � ∆β, de telle sorte que c’est la limite opposée qui est physi-
quement pertinente ∆β/(∆ω̃2

k1k2k3k4 + ∆β2)→ 1/∆β, et l’équation cinétique prend alors
la forme réduite :

∂zñk4(z) = γ2

6∆ββ6
0

∫∫∫
dk1,2,3|S̃k1k2k3k4|2M̃k1k2k3k4

+ 4γ2

9∆ββ2
0

∫
dk1|S̃k1k4(ñ)|2(ñk1 − ñk4).

(2.32)

Le second terme du côté droit de (2.32) force l’isotropisation de l’occupation des modes
ñk(z) au sein de groupes de modes dégénérés, tandis que le premier terme force l’oc-
cupation des modes à atteindre la distribution d’équilibre la plus désordonnée. L’équa-
tion cinétique (2.32) conserve la puissance totale, N = β−2

0
∫
ñkdk, et exhibe un théo-

rème H de croissance de l’entropie, ∂zS(z) ' 0, où l’entropie hors équilibre est définie
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par S(z) = β−2
0
∫

log(ñk)dk. Cependant, à la différence de l’équation cinétique de tur-
bulence d’ondes conventionnelle, l’équation cinétique (2.32) ne conserve pas l’énergie,
E = β−2

0
∫
β̃kñkdk. Alors la distribution d’équilibre maximisant l’entropie octroyée par

la contrainte de conservation de la puissance N est donnée par la distribution uniforme

ñeqk = const. (2.33)

Cet état d’équilibre signifie une équipartition de («particules») puissance parmi tous les
modes. Nous rappelons qu’avec β0 � ∆β, la distribution Lorentzienne dans l’équation
cinétique (2.30) est dominée par le désordre, de telle sorte que la longueur de propagation
caractéristique de thermalisation vers la distribution d’équilibre (2.33) est donnée par

Ldisor
kin ∼ ∆βL2

nl/S̄
2
lmnp, (2.34)

où S̄2
lmnp représente le carré moyen du tenseur Slmnp impliquant des résonances non tri-

viales entre les modes non dégénérés.

La principale conclusion est que l’équation cinétique (2.31) ne décrit pas le processus
de condensation caractérisé par une occupation macroscopique du mode fondamental.
Cela indique que le désordre faible empêche un effet d’auto-nettoyage du faisceau dans les
MMF avec un très grand nombre de modes (régime de turbulence continu).

2.5.2 Turbulence d’ondes discrète
Nous avons vu que dans le régime de turbulence d’ondes continu, les quasi-résonances
vérifiant ∆ωlmnp . 1/Ldisor

kin contribuent à l’intégrale de convolution (2.26). Contrairement
au régime continu, dans le régime discret la valeur minimale non nulle de ∆ωlmnp est telle
que

min(|∆ωlmnp|) = β0 � 1/Ldisor
kin . (2.35)

En conséquence, seules les résonances exactes ∆ωlmnp = 0 contribuent à l’intégrale (2.26),
tandis que les quators de modes non résonnants sont caractérisés par une rotation ra-
pide de la phase qui mène à une intégrale nulle [15]. Nous remarquons que cette méthode
peut aussi être justifiée par une procédure d’homogénéisation, comme reportée en [120]
en présence d’un désordre non conservatif prenant en compte les effets de gains et de
pertes au sein du système. Comme discuté au-dessus, les expériences habituelles d’auto-
nettoyage de faisceau optique sont décrites par l’approche de turbulence d’ondes discrète
puisque β−1

0 ' 10−3 m de sorte que la condition ci-dessus est bien vérifiée dans les expé-
riences [19, 20].

Dans le régime de turbulence d’ondes discret, il faut considérer séparément les cas des
interactions modales résonantes et non résonantes. Pour les quators de modes vérifiant
∆ωlmnp = 0, la fonction de Green (2.27) décroît sur une longueur de propagation beau-
coup plus petite que l’évolution de np(z), car Ld = (∆β)−1 � Ldisor

kin , alors (2.26) peut
être approximée par J (j)

lmnp(z) ' iγ
8∆β 〈Y

(j)
lmnp〉(z). Pour ∆ωlmnp 6= 0, la fonction de Green

oscille rapidement sur une propagation plus petite que Llin = β−1
0 � Ldisor

kin . Une telle
rotation de phase rapide combinée à la décroissance rapide de la fonction de Green sur
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une longueur Ld � Llin mènent à une intégrale de convolution nulle en (2.26). Il en résulte
que le moment d’ordre quatre peut être écrit sous la forme

J
(j)
lmnp(z) ' iγ

8∆β 〈Y
(j)
lmnp〉(z)δK(∆ωlmnp), (2.36)

où δK(∆ωlmnp) = 1 si ∆ωlmnp = 0, et zéro autrement. Nous remarquons que le régime
discret discuté ici ne correspond pas exactement aux régimes discrets dus aux effets de
tailles finies en turbulence d’ondes homogène [15]. Dans notre cas le système est inho-
mogène [V (r) 6= const] et la condition de résonance sur la quantité de mouvement qui
est reflétée par le tenseur Slmnp n’est pas aussi rigide que celle habituelle impliquant la
distribution de Dirac en turbulence homogène.

On peut montrer qu’en combinant les équations (2.21-2.23) avec (2.36), il en résulte l’équa-
tion cinétique discrète pour les amplitudes modales np(z) = 2wp(z) [21],

∂znp(z) = γ2

6∆β
∑
l,m,n

|Slmnp|2δK(∆ωlmnp)Mlmnp(n)

+ 4γ2

9∆β
∑
l

|Slp(n)|2δK(δωlp)(nl − np),
(2.37)

où Slp(n) = ∑
l′ Slm′m′pnm′ , et Mlmnp(n) = nlnmnp + nlnmnn − nnnpnm − nnnpnl, avec

«nm» pour «nm(z)», ∆ωlp = βl − βp. Selon l’équation cinétique (2.37), la longueur carac-
téristique de thermalisation est la même que celle obtenue dans le régime de turbulence
d’ondes continu (2.34), à savoir Ldisor

kin ∼ ∆βL2
nl/S̄

2
lmnp.

Mis à part sa forme discrète, l’équation cinétique (2.37) a une structure analogue à l’équa-
tion cinétique de turbulence d’ondes conventionnelle, de sorte qu’elle décrit un processus
de condensation qui se produit quel que soit le signe de la non linéarité γ [voir le facteur
γ2 en équation (2.37)] [15, 16]. Il est important de noter que, contrairement à l’équation
cinétique (2.32) dérivée dans le régime de turbulence d’ondes continu, ici l’équation (2.37)
conserve aussi l’énergie E = ∑

p βpnp(z) malgré la présence de l’effet de dissipation ∆β.
La raison en est que seules les résonances exactes contribuent au régime de turbulence
discrète, de sorte que l’équation cinétique discrète n’est pas affectée par l’élargissement de
la résonance induit par la dissipation qui inhibe la conservation de l’énergie en régime de
turbulence continu. L’équation cinétique (2.37) conserve aussi le «nombre de particules»
N = ∑

p np(z) et exhibe un théorème H de croissance d’entropie pour une entropie hors
équilibre S(z) = ∑

p log[np(z)]. En conséquence, il décrit une évolution irréversible vers
l’état d’équilibre thermodynamique de Rayleigh-Jeans qui réalise le maximum d’entropie :

neqp = T/(βp − µ). (2.38)

Le système présente une transition de phase vers la condensation lorsque µ → β0 [17] :
pour E ≥ Ecrit = NV0

2 (1 + 2β0V0) il n’y a pas de condensation neq0 /N = 0, tandis que pour
E < Ecrit le mode fondamental de la MMF se peuple de façon macroscopique

neq0
N

= 1− E − E0

Ecrit − E0
, (2.39)
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où E0 = Nβ0 est l’énergie minimale (toutes les particules sont dans le mode fondamental).
Notons que la dérivation de (2.39) ainsi que le processus de condensation vont faire l’objet
d’une discussion détaillée au Chapitre 3, en relation avec son étude expérimentale. Comme
évoqué en [22], une forme auto-nettoyée stable du profil d’intensité |ψ|2(r) peut être
interprétée comme une conséquence de la population macroscopique du mode fondamental
de la MMF (voir le film publié dans le «Supplementary Material» de [22]).

2.5.3 Accélération de la thermalisation par le désordre
La longueur de propagation caractéristique sur laquelle le processus de thermalisation a
lieu en l’absence de désordre structurel est obtenue depuis l’équation cinétique dérivée
en [17], Lord

kin ∼ β0L
2
nl/S̄

2
lmnp. Par ailleurs, l’équation cinétique 2.37 donne une longueur

de propagation caractéristique de thermalisation Ldisor
kin ∼ ∆βL2

nl/S̄
2
plmn. Par conséquent,

dans les régimes habituels d’expériences d’auto-nettoyage de faisceau où β0 � ∆β, le
désordre faible est responsable d’une accélération significative du taux de thermalisation
et condensation

Ldisor
kin /Lord

kin ∼ ∆β/β0. (2.40)

Considérant des valeurs typiques de β0 ∼ 103 m−1 et Ld = 1/∆β plus grand d’une dizaine
de centimètres, nous observons que nous avons toujours Ldisor

kin /Lord
kin � 1. En conséquence,

le désordre faible est responsable d’une accélération significative du processus de therma-
lisation et condensation [22]. Nous avons confirmé l’effet d’accélération de thermalisation
induit par le désordre (2.40) en effectuant des simulations numériques de l’équation NLS
(2.16) pour différentes quantités de désordre ∆β. Les résultats sont reportés en Figure 2.4
et confirment le taux d’accélération de thermalisation prédit par la théorie. Plus précisé-
ment, un accord quantitatif a été obtenu entre les simulations de l’équations NLS (2.16)
et celles de l’équation cinétique discrète (2.37), sans utiliser des paramètres ajustables.
Nous notons également que nous avons délibérément choisi une petite valeur de la frac-
tion condensée n0/N ' 0.2 afin d’éviter de grands écarts par rapport à la statistique
Gaussienne du mode fondamental, bien que la théorie ait été validé même pour de fortes
valeurs de fractions de puissances condensées, neq0 /N ' 0.6 [22].
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Figure 2.4 – Accélération de la thermalisation induite par une diminution de la variance
du désordre (modèle de désordre décorrélé) : Simulations numériques de l’équation NLS
(2.16) montrant l’évolution du mode fondamental n0(z), pour différents valeurs de désordre
∆β. Les lignes hachurées montrent les simulations correspondantes de l’équation cinétique
(2.37), démarrant de la même condition initiale que les simulations NLS. Les paramètres
sont ∆β ' 2.6 m−1 (2π/σβ = 2.1 m, lβ = 30 cm) bleu (ligne hachurée) ; ∆β ' 10.5 m−1

(2π/σβ = 26 cm, lβ = 1.88 cm) verte (ligne hachurée) ; ∆β = 42 m−1 (2π/σβ = 6.6 cm,
lβ = 0.47 cm) rouge (ligne continue) ; tandis que la puissance est N = 47.5 kW (M = 120
modes, a = 26 µm). Les courbes tendent à converger vers l’équilibre théorique commun
neq0 /N ' 0.2 [ligne noire hachurée, obtenue depuis l’équation (2.39)] avec différents taux
de thermalisation, confirmant l’accélération de condensation prédite par la théorie en
équation (2.40), sans utiliser des paramètres ajustables.

2.5.4 Nettoyage de faisceau induit par le désordre
L’effet de «nettoyage de faisceau» peut être quantifié à travers l’analyse des fluctuations
d’intensité durant la propagation dans la MMF. À cet effet, nous considérons la variance
relative des fluctuations d’intensité pour un faisceau incohérent non homogène

σ2
I (z) =

∫
〈I2(r , z)〉 − 〈I(r , z)〉2dr∫

〈I(r , z)〉2dr , (2.41)

où l’intensité est I(r , z) = |ψ|2(r , z). Nous remarquons que pour un faisceau avec une
statistique Gaussienne, nous avons σ2

I = 1. Nous reportons en Figure 2.5 l’évolution
de la variance des fluctuations d’intensité en présence et en absence de désordre. Les
crochets 〈·〉 en équation (2.41) se réfèrent à une moyenne sur une longueur de propagation
∆z = 10 mm, qui est plus grande que l’échelle de longueur de battement des modes ∼ β−1

0
(' 0.2 mm dans l’exemple de la Figure 2.5). Les simulations en Figure 2.5 montrent
clairement que la présence de désordre induit un processus de condensation rapide, qui
à son tour conduit à une réduction significative de l’écart type relatif des fluctuations
d’intensité σI ' 0.1. À l’inverse, en l’absence de désordre, le faisceau multimode peut
exhiber un profil d’intensité nettoyé à certaines longueurs de propagation [voir le profil
d’intensité à z = 15 m en Figure 2.5(b)], cependant sa nature oscillatoire multimode
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empêche une propagation stable du faisceau nettoyé, comme en témoigne l’écart type
relatif des fluctuations d’intensité qui ne diminuent que lentement en-dessous de σI ' 0.9.
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Figure 2.5 – Nettoyage de faisceau induit par le désordre : Simulations numériques de
l’équation NLS (2.16) montrant l’évolution de la variance relative des fluctuations d’inten-
sité σI(z) depuis l’équation (2.41) (cercles rouges), et la fraction de puissance condensée
n0(z)/N (ligne bleue), en présence de désordre (a), et en absence de désordre (b). Les pro-
fils d’intensité I(r) au sein du coeur de la fibre (cercles) sont montrés à z = 0 et z = 15
m. La ligne noire hachurée horizontale en (a) montre la fraction de puissance condensée à
l’équilibre thermodynamique, neq0 /N ' 0.68 [depuis l’équation (2.39)]. Le désordre intro-
duit un nettoyage de faisceau caractérisé par une réduction significative des fluctuations
d’intensité à σI ' 0.1 (a), qui est en contraste avec le cas sans désordre où la variance des
fluctuations d’intensité reste presque constante au cours de la propagation avec σI ' 0.9.
Les paramètres sont ∆β = 2.6 µm−1 (2π/σβ = 2.13 m; lβ = 30 cm), M = 120 modes,
a = 26 µm, N = 47.5 kW.
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2.6 Désordre corrélé et partiellement corrélé
En section 2.4.2 nous avons considéré un modèle de désordre qui peut être appelé «décor-
rélé entre mode», dans le sens où chaque mode individuel de la MMF exhibe un désordre
différent, c-a-d, que les fonctions νp,j(z) en (2.17) sont indépendantes les unes des autres.
Bien que cette approche puisse être considérée comme justifiée dans différentes circons-
tances [87, 88, 121], on peut remettre en question sa validité pour une MMF caractérisée
par un grand nombre de modes. Dans la suite nous abordons cette question en considérant
deux différents modèles de désordre, à savoir le modèle de désordre corrélé entre modes,
et le modèle de désordre partiellement corrélé entre modes.

2.6.1 Bruit de mode corrélé
Nous considérons tout d’abord le modèle de modes complètement corrélés qui peut être
considéré comme la limite opposée à celle de modes décorrélés, dans le sens où tous les
modes subissent le même bruit (plus précisément, les mêmes réalisations du bruit). Dans
cette limite, les matrices 2× 2 décrivant le bruit modal en (2.17) sont réduites à Dp = D
avec D = ∑3

j=0 νjσj.
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Figure 2.6 – Désordre de modes corrélé : Simulations numériques de l’équation NLS
(2.16) montrant l’évolution des composantes modales np(z) en présence d’une condition
initiale cohérente : mode fondamental p = 0 (rouge hachuré), p = 1 (bleu sombre plein),
p = 2 (bleu plein), p = 3 (bleu clair plein), p = 4 (cyan plein), p = 5 (vert clair plein),
p = 6 (ver plein), p = 7 (jaune plein), et p = 8 (orange plein). Le désordre de modes
corrélé n’introduit pas de dissipation effective (∆β = 0) : les corrélations de phase entre
les modes d’ordre bas sont préservées et mènent à une dynamique oscillatoire similaire à
celle en absence de désordre (voir Figure 2.3). À l’équilibre thermodynamique complet,
le système devrait atteindre la fraction de puissance condensée neq0 /N ' 0.68 [depuis
l’équation (2.39)]. Les paramètres sont ∆β = 2.6 µm−1 (2π/σβ = 2.13 m; lβ = 30 cm),
M = 120 modes, a = 26 µm, N = 47.5 kW.

La théorie développée ci-dessus pour le modèle décorrélé de désordre peut être étendue
au modèle complètement corrélé. La théorie révèle dans ce cas un résultat remarquable,
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à savoir que les équations pour les moments d’ordre quatre J (j)
lmnp(z) ne présentent pas

d’amortissement effectif, c-a-d, ∆β = 0. Ceci est en contraste avec le modèle de désordre
corrélé discuté ci-dessus, voir équations (2.24). Ce résultat a une conséquence majeure :
le bruit de mode complètement corrélé ne modifie pas la régularisation des résonances à
quatre ondes et le système retrouve une dynamique oscillatoire analogue à celle obtenue
en absence de désordre. Nous illustrons ceci en Figure 2.6 qui reporte l’évolution des
composantes modales np(z) obtenues par simulation de l’équation NLS modale (2.16) en
présence de désordre de modes corrélé. La condition initiale est cohérente (tous les modes
sont corrélés les uns aux autres) et nous voyons en Figure 2.6 que les modes d’ordre
bas retrouvent une dynamique oscillatoire reflétant la présence de fortes corrélations de
phase, comme pour le régime cohérent discuté en absence de désordre en Figure 2.3. Cette
dynamique cohérente est consistante avec l’idée intuitive que, en absence de dissipation
effective (∆β = 0), les corrélations de phases ne disparaissent pas durant la propagation.

2.6.2 Bruit de mode partiellement corrélé
Nous avons vu que le désordre de modes complètement corrélés n’introduit pas de dissipa-
tion effective (∆β = 0) ce qui mène à une dynamique cohérente analogue à celle obtenue
en absence de désordre.
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Figure 2.7 – Accélération de thermalisation avec un modèle de désordre de modes par-
tiellement corrélé : Simulations numériques de l’équation NLS (2.16) montrant l’évolution
du mode fondamental n0(z), pour différentes valeurs de désordre ∆β. Les lignes hachurées
montrent les simulations correspondantes de l’équation cinétique (2.37), en partant de la
même condition initiale que les simulations NLS. Les paramètres sont ∆β ' 2.6 m−1

(2π/σβ = 2.1 m, lβ = 30 cm) bleue (ligne hachurée) ; ∆β ' 10.5 m−1 (2π/σβ = 26 cm,
lβ = 1.88 cm) verte (ligne hachurée) ; ∆β = 42 m−1 (2π/σβ = 6.6 cm, lβ = 0.47 cm)
rouge (ligne continue) ; tandis que la puissance est N = 47.5 kW (M = 120 modes, a = 26
µm). Les courbes tendent à converger vers l’état d’équilibre théorique commun neq0 /N
[linge noire hachurée, obtenue depuis l’équation (2.39)] avec différents taux de relaxation,
confirmant l’accélération de condensation prédite par la théorie en équation (2.40) pour
un désordre de modes partiellement corrélé.
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Nous avons donc considéré un modèle de désordre «partiellement corrélé» dans lequel
les modes qui appartiennent à différents groupes de modes dégénérés subissent un bruit
décorrélé, tandis que les modes dégénérés du même groupe subissent le même bruit. Bien
que ce modèle puisse être considéré comme artificiel pour une fibre multimode, c’est aussi
un modèle naturel dans le sens où c’est le modèle intermédiaire entre les deux limites
des modèles corrélés et décorrélés. Il est mathématiquement traitable et il montre que
l’équation cinétique discrète (2.37) est robuste tant que le désordre n’est pas complète-
ment corrélé.

La théorie révèle que les corrélations (de second ordre) entre les modes non dégénérés dis-
paraissent et peuvent être négligées, comme cela a été montré pour le modèle de désordre
décorrélé [21]. Cependant, le calcul des moments d’ordre quatre J (j)

lmnp est plus délicat parce
que le bruit de mode corrélé introduit plus de termes dans le calcul des équations des mo-
ments. Nous obtenons différents résultats pour les moments d’ordre quatre qui dépendent
des modes spécifiques impliqués dans ce moment. Quasiment tous les moments d’ordres
quatre satisfont une équation d’évolution avec une dissipation proportionnelle à ∆β. Ce
résultat est analogue à celui obtenu pour le modèle de désordre décorrélé considéré ci-
dessus, bien que les coefficients devant ∆β soient différents et leurs valeurs dépendant des
modes spécifiques impliqués dans ce moment d’ordre quatre. De plus, contrairement au
modèle de désordre décorrélé, il y a ici des cas particuliers où les moments d’ordre quatre
ne présentent aucune dissipation. De tels cas spéciaux ne contribuent pas au processus
de thermalisation rapide décrit par la dissipation effective ∆β, mais au lieu de cela, ils
induisent un échange de puissance réversible au sein d’un groupe de modes dégénérés [21].

Pour résumer, les développements théoriques nous permettent de déduire que l’équation
cinétique est toujours de la forme donnée par l’équation cinétique discrète (2.37) et que
l’accélération de la thermalisation est toujours donnée par Ldisor

kin ∼ ∆βL2
nl/S̄

2
lmnp en équa-

tion (2.34). Cet effet d’accélération de thermalisation a été confirmé par les simulations
numériques de l’équation NLS (2.16). Les résultats sont reportés en Figure 2.7 pour les
mêmes paramètres de désordre que ceux considérés en Figure 2.4, excepté que le modèle
de désordre de modes partiellement corrélés a été considéré. L’accord avec l’équation ci-
nétique discrète (2.37) confirme l’effet d’accélération de thermalisation prédit en (2.40)
pour un modèle de désordre partiellement corrélé.

2.7 Régime mixte cohérent-incohérent correspondant
aux expériences

Les équations cinétiques décrivant l’évolution des composantes modales np(z) ont été dé-
rivées sous l’approximation que les effets de désordre dominent les effets non linéaires
Ld � Lnl. Bien que les paramètres qui caractérisent le désordre, à savoir la longueur
de corrélation lβ et la «longueur de battement» effective 2π/σβ (reflétant la «force» du
désordre) ne soient pas connues précisément, des mesures précises en fibres optiques mo-
nomode indiquent que de telles échelles de longueur peuvent être de l’ordre de un mètre
à plusieurs mètres [122].

Nous reportons dans cette section des simulations numériques de l’équation NLS modale
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(2.16) où le désordre et la non-linéarité sont typiquement du même ordre de grandeur
Ld ∼ Lnl. Par souci d’exhaustivité, nous considérons les deux modèles de désordre dis-
cutés en section 2.6 où les modes exhibent un bruit décorrélé ou partiellement décorrélé.
La Figure 2.8 reporte les résultats pour un modèle décorrélé de désordre dans lequel nous
avons considéré différentes valeurs de lβ et 2π/σβ du bruit. Nous remarquons que, au pre-
mier abord, pour des valeurs relativement petites de (lβ,2π/σβ), l’évolution globales des
composantes modales np(z) sont similaires à celles reportées dans le régime où le désordre
domine la non-linéarité. Il y a cependant une différence qui distingue les deux régimes. Les
fluctuations rapides qu’on peut observer sur l’échelle de longueur du désordre Ld (� Lnl)
sur les Figures 2.4-2.7 sont plus lisses dans le régime où le désordre et la non-linéarité
sont du même ordre de grandeur en Figure 2.8. Nous remarquons également qu’une va-
riation de la longueur de corrélations lβ (correspondant à différentes lignes de la Figure
2.8) a un impact marginal sur la dynamique comparativement à la force du désordre
2π/σβ (correspondant à différentes colonnes en Figure 2.8). Nous notons que les valeurs
de 2π/σβ en Figure 2.8 correspondent à des fluctuations de l’indice de réfraction d’ordre
δn ∼ σb/k0 ∼ 10−7.

Il est intéressant de noter que, en augmentant encore la longueur de corrélation et de
battement du désordre (lβ,2π/σβ), le système entre dans un régime différent, qui est
caractérisé par la présence d’oscillations prononcées des composantes modales. Ce com-
portement oscillatoire reflète la présence d’une corrélation de phase parmi les composantes
modales, comme il en a été discuté à travers le régime modal cohérent d’interaction en
absence de désordre en section 2.4. Ici la présence de désordre modéré n’est pas suffisante
pour éliminer une telle cohérence de phase de sorte que les modes présentent un régime
d’interaction mixte cohérent-incohérent.
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Figure 2.8 – Régime mixte cohérent-incohérent avec désordre de modes dé-
corrélé : Simulations numériques de l’équation NLS (2.16) montrant l’évolution des com-
posantes modales np(z), pour différentes valeurs de 2π/σβ, et longueurs de corrélations
lβ : mode fondamental p = 0 (rouge hachuré), p = 1 (bleu sombre plein), p = 2 (bleu
plein), p = 3 (bleu clair plein), p = 4 (cyan plein), p = 5 (vert clair plein), p = 6 (vert
plein), p = 7 (jaune plein), et p = 8 (orange plein). Les paramètres sont 2π/σβ = 5.3
m (première colonne) et 2π/σβ = 10.6 m (seconde colonne). Première ligne : lβ = 0.5
m, deuxième ligne : lβ = 1 m, troisième ligne : lβ = 3 m, quatrième ligne : lβ = 5
m. En raison de l’impact réduit du désordre, les composantes modales entrent dans un
régime mixte cohérent-incohérent d’interaction caractérisé par un comportement quasi-
oscillatoire (sensible à la phase) des composantes modales. À l’équilibre thermodynamique
complet, le système atteint la fraction de puissance condensée neq0 /N ' 0.68 [depuis l’équa-
tion (2.39)]. La puissance est N = 19 kW, la condition initiale est un faisceau Gaussien
cohérent (M = 120 modes, a = 26 µm).
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Le même comportement phénoménologique est observé en considérant un modèle de bruit
partiellement corrélé, comme illustré en Figure 2.9. Il est intéressant de noter, que pour
des valeurs modérées de désordre, l’évolution des composantes modales est très similaire
à celle observée pour le modèle de désordre décorrélé (comme illustré par la comparaison
des premières colonnes en Figure 2.8 et 2.9). Le fait qu’une corrélation partielle entre
les modes n’altère pas le taux de thermalisation a déjà été discuté dans le régime où
le désordre domine la non-linéarité (voir section 2.6). En réalité, la principale différence
entre les modèles de désordre décorrélé et partiellement corrélé est observée en réduisant
encore l’impact du désordre (c-a-d en augmentant lβ et 2π/σβ). Dans ce cas, le modèle
de bruit partiellement corrélé mène à un comportement oscillatoire plus prononcé, une
caractéristique qui peut être facilement interprétée en remarquant que, puisque les modes
dégénérés voient le même bruit, l’impact du désordre est moins efficace pour briser les
corrélations de phase entre les modes. Par conséquent, quand nous considérons un bruit
partiellement corrélé entre modes pour de grandes valeurs de lβ et 2π/σβ, le régime mixte
cohérent-incohérent d’interaction se manifeste de façon apparente, et le comportement os-
cillatoire correspondant des composantes modales mène à une décélération du processus
de thermalisation, voir la seconde colonne de la Figure 2.9.

Il est important de noter que les simulations en Figures 2.8 et 2.9 ont été réalisées avec
des paramètres proches des expériences récentes de condensation d’ondes qui vont être
reportées en Chapitre 3 [26]. Cependant les simulations présentées ci-dessus diffèrent de
l’expérience par un facteur trois dans la puissance considérée. Notons à ce sujet qu’un
meilleur accord entre simulations et résultats expérimentaux nécessiterait de prendre en
considération un modèle spatio-temporel de propagation de la lumière, afin de décrire la
nature impulsionnelle du faisceau laser injecté dans la MMF dans les expériences. Notons
aussi qu’une comparaison directe entre les expériences et les simulations sera reportée
dans le cadre des cascades de turbulences en Conclusion, voir Figure 6.2. Des simula-
tions numériques de l’équation NLS (2.16) ont également été réalisées avec des conditions
initiales de type speckle afin d’être plus proche du faisceau injecté dans la fibre passant
au préalable par le diffuseur, voir Figure 2.10. Ces simulations ont été réalisées avec les
mêmes paramètres de désordre, à savoir lβ = 0.5m et 2π/σβ = 5.3m, et pour différentes
réalisations de speckle.

Nous commentons enfin l’impact du modèle de désordre corrélé entre modes. Nous avons
vu en section 2.6 que dans le régime Ld � Lnl, ce modèle de désordre n’introduit pas
de dissipation effective de sorte qu’il ne mène pas à un processus de condensation rapide.
Dans le régime Ld ∼ Lnl les simulations révèlent également un comportement oscillatoire
persistant des modes en démarrant d’une condition initiale cohérente (comme en Figure
2.8 et 2.9), tandis qu’une décélération significative du processus de thermalisation caracté-
risée par un régime mixte cohérent-incohérent a été observée en démarrant les simulations
d’un faisceau speckle (phase aléatoire entre les modes).
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Figure 2.9 – Régime mixte cohérent-incohérent avec désordre de modes par-
tiellement corrélé : Simulations numériques de l’équation NLS (2.16) montrant l’évolu-
tion des composantes modales np(z), pour différentes valeurs de force du désordre 2π/σβ,
et longueur de corrélation lβ. Les paramètres et condition initiale sont les mêmes qu’en
Figure 2.8, excepté qu’un désordre de modes partiellement corrélé a été considéré.
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(a) (b)

Figure 2.10 – Simulations numériques de l’équation NLS (2.16) avec condition
initiale de type speckle : (a) Evolution de la puissance dans chaque groupe de modes
durant la propagation pour une simulation numérique donnée, le mode fondamental est
représenté par la courbe rouge. (b) Evolution de la fraction de puissance condensée dans
le mode fondamental durant la propagation pour plusieurs simulations numériques avec
différentes conditions initiales de type speckle. Pour toutes les simulations numériques
présentées : lβ = 0.5m, 2π/σβ = 5.3m et N = 15kW.

2.8 Gel et ralentissement du processus de condensa-
tion

Dans cette section nous allons discuter d’une conséquence importance de la nature discrète
de la turbulence d’ondes en MMF, à savoir un gel effectif du processus de thermalisation,
qui devrait expliquer pourquoi le nettoyage de faisceau optique n’a pas été observé en
fibre multimode à saut d’indice.

2.8.1 Absence de nettoyage de faisceau en fibre à saut d’indice :
Gel du processus de thermalisation

La théorie développée dans ce Chapitre peut être appliquée en principe à différents guides
d’ondes, tel que les MMF à saut d’indice qui sont caractérisées par un potentiel homogène
V (r). Cet exemple est important car l’effet d’auto-nettoyage de faisceau optique n’a pas
été observé dans une fibre multimode à saut d’indice.

Pour discuter de cette observation expérimentale, nous notons d’abord que contraire-
ment à une fibre multimode à gradient d’indice, dans une MMF à saut d’indice les valeurs
propres βp ne sont pas également espacées et les modes dégénérés sont rares. Nous rappe-
lons à cet égard que le processus de thermalisation se produit par l’excitation des modes
d’ordres élevés, ce qui nécessite des résonances «non triviales», c-a-d, des résonances qui
impliquent au moins trois (ou quatre) modes non-dégénérés. Il est important de noter que,
contrairement à une fibre à gradient d’indice, dans une MMF à saut d’indice de telles réso-
nances non triviales ne sont pas des résonances exactes vérifiant ∆ωlmnp = 0. Cela signifie
que la propagation de lumière incohérente en MMF à saut d’indice devrait être décrite
par des quasi-résonances à travers l’approche de turbulence d’onde continue. Cependant,
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comme discuté ci-dessous les quasi-résonances sont peu efficaces dans les MMF usuelles
à saut d’indice et la plupart d’entre elles vérifient |∆ωlmnp| > 1/Lnl, c-a-d, le désaccord
de résonance est trop grand pour fournir une contribution non nulle à l’équation cinétique.

Nous illustrons cela en comparant le nombre de résonances non triviales Nres pour une
MMF GRIN et une MMF à saut d’indice. Plus spécifiquement, nous calculons le nombre
de résonances exactes pour une fibre à gradient d’indice (∆ωlmnp = 0), et le nombre de
quasi-résonances pour une fibre à saut d’indice |∆ωlmnp| � L−1

nl . Les résonances sont non
triviales dans le sens qu’elles impliquent au moins trois groupes différents de modes non-
dégénérés. Nous considérons des fibres avec approximativement le même nombre de modes
N∗ = 120 pour la fibre GRIN (nco = 1.47, ncl = 1.457, a = 26 µm), N∗ = 121 pour la fibre
à saut d’indice (nco = 1.4496, ncl = 1.4462, a = 37 µm). Nous considérons également dif-
férentes valeurs de longueur non linéaire Lnl = 25 cm et Lnl = 1 m, et calculons le nombre
de quasi-résonances dans la fibre à saut d’indice avec le critère |∆ωlmnp| ≤ L−1

nl /10. Les
résultats sont reportés en Table 2.1, qui montre une réduction drastique du nombre de
résonances et des efficacités correspondantes dans la fibre à saut d’indice comparativement
à la fibre GRIN.

Table 2.1 – Nombre de quasi-résonances N (1,2)
res et les efficacités correspondantes χ(1,2)

eff =∑
lmnp S

2
lmnp pour une MMF à saut d’indice pour Lnl = 1 m et pour Lnl = 25 cm, respecti-

vement. Pour une MMF à gradient d’indice, Nres indique le nombre de résonances exactes.
La réduction significative de N (j)

res et χ(j)
eff pour la MMF à saut d’indice par rapport à la

MMF GRIN est responsable d’un gel effectif du processus de thermalisation.

N (1)
res χ

(1)
eff N (2)

res χ
(2)
eff

Saut d’indice 1 376 4.7 12 256 15

Gradient d’indice 8 369 504 630 8 369 504 630

Pour résumer, la propagation de lumière incohérente dans une MMF à saut d’indice n’est
pas décrite par un régime de turbulence discrète à cause de l’absence de résonances exactes
non triviales. La MMF à saut d’indice présente aussi des résonances peu efficaces qui
conduisent à un gel effectif du régime de turbulence continue. Notons que le nombre de
quasi-résonances contribuant à l’équation cinétique peut être augmenté en considérant un
rayon plus grand de la fibre à saut d’indice, conduisant ainsi à un espacement réduit entre
les modes. Dans ce cas, un régime de turbulence continue efficace peut être en principe
établi (à condition qu’une puissance suffisante soit injectée dans la fibre). Cependant,
comme discuté en section 2.5.2, dans ce cas l’impact du désordre faible devrait empêcher
la conservation de l’énergie cinétique, ce qui inhibe alors le processus de condensation
d’onde.

2.8.2 Turbulence discrète et gel de thermalisation avec des condi-
tions initiales spécifiques

La théorie de turbulence d’ondes développée dans ce Chapitre est pertinente lorsque le
faisceau optique peuple beaucoup de modes au sein de la MMF. C’est le cas par exemple
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des expériences reportées en Chapitre 3, le faisceau optique passe à travers un diffuseur afin
de dégrader son profil transverse de front d’onde avant l’injection dans la MMF. Comme
discuté au Chapitre 3, dans ces conditions le processus de thermalisation et condensation
peut avoir lieu efficacement. Il est important de remarquer, cependant, qu’il existe des
conditions particulières d’injection du faisceau dans la MMF qui peuvent exciter peu de
modes dans la fibre, comme il a été récemment reporté en références [84,123]. Considérons
par exemple le cas où un faisceau Gaussien avec un rayon comparable à celui du mode
fondamental est injecté avec une incidence normale parfaite et exactement au centre de
la MMF. Dans ce cas, peu de modes sont excités, car tous les modes caractérisés par un
profil azimutal non homogène ne sont pas excités du tout. Un autre exemple important
reporté en référence [84] est l’excitation avec un faisceau Gaussien dont l’angle d’incidence
externe est ajusté aux alentours de 2.5 deg, dans le but d’exciter la fibre au-delà de l’ou-
verture numérique du mode fondamental. De cette façon, la quantité de puissance couplée
dans le mode fondamental est limitée, tandis qu’une grande fraction de la puissance res-
tante est couplée au mode LP11. Avec cette condition initial spécifique, les expériences en
référence [84] reportent une effet remarquable d’auto-nettoyage de faisceau privilégiant
l’excitation du mode LP11.

Cette dernière observation peut apparaître en contradiction avec l’effet de thermalisa-
tion vers la distribution de Rayleigh-Jeans. Cependant, comme discuté tout au long de ce
Chapitre, la propagation de lumière incohérente dans les MMF est décrite par le régime
de turbulence d’ondes discrète qui est dominé par les résonances exactes. En considérant
un petit nombre de modes excités avec les conditions initiales spécifiées ci-dessus, le pro-
cessus de thermalisation se retrouve essentiellement gelé. En effet, suite à la discussion sur
l’absence de nettoyage de faisceau en MMF à saut d’indice (voir section 2.8.1), ici le même
argument de gel de la thermalisation pourrait expliquer pourquoi la condensation de puis-
sance au sein du mode fondamental n’est pas observée avec l’injection inclinée spécifique
favorisant l’excitation du mode LP11 [84]. De la même manière, pour une injection à inci-
dence normale parfaite d’un faisceau Gaussien de faible rayon, les simulations numériques
ne montrent pas l’établissement d’un état d’équilibre RJ caractérisé par l’équipartition
d’énergie parmi les modes sur la faible longueur de fibre utilisée dans les expériences.
Ceci est une conséquence de la nature discrète des résonances multiples dans les MMF,
qui présentent des clusters d’interactions résonantes entre modes, ce qui pourrait être dé-
crit en exploitant les effets de taille finie en turbulence d’onde discrète [15,92–101,120,124].

Nous avons calculé le nombre de résonances non triviales Nres (impliquant au moins trois
groupes de modes non-dégénérés) et leurs efficacités correspondantes χeff = ∑

lmnp S
2
lmnp

pour les conditions initiales discutées ci-dessus, à savoir (i) un faisceau Gaussien avec inci-
dence normale et (ii) un faisceau Gaussien avec un angle d’inclinaison spécifique (2.5 deg)
favorisant l’excitation du mode LP11. Ce calcul a été réalisé à partir de deux valeurs diffé-
rentes d’énergie cinétique E(1) et E(2), correspondant au faisceau Gaussien avec FWHM =
2 FWHM0 pour E(1) et FWHM = 3 FWHM0 pour E(2), FWHM0 étant la largeur totale
à mi-hauteur du mode fondamental. Les résultats sont reportées en Table 2.2 pour les
valeurs d’énergies E(1)/Ecrit = 0.32 (colonnes 2 et 3) et E(2)/Ecrit = 0.54 (colonnes 4 et
5), où Ecrit = NV0(1 + 2β0/V0)/2 représente l’énergie critique de la transition vers l’état
condensé, cf Chapitre 3. Nous avons comparé ces résultats avec un faisceau générique in-
cohérent (de type speckle), qui est caractérisé par une distribution spectrale exponentielle
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ou Lorentzienne dans l’espace des modes [voir (iii) et (iv) en Table 2.2]. Une résonance
est retenue dans le calcul chaque fois que les amplitudes modales sont supérieures à un
certain seuil (np ≥ 0.1% en Table 2.2, avec ∑p np = 1). Le résultat principal est que Nres
et χeff décroissent de façon substantielle pour les conditions initiales particulières (i) et (ii)
où un petit faisceau Gaussien est injecté soit avec une incidence normale parfaite ou avec
un angle d’inclinaison spécifique favorisant l’excitation du mode LP11. Il est important de
noter que cette comparaison est réalisée pour la même énergie cinétique E, c-a-d, le même
«quantité de désordre» du faisceau injecté. Par conséquent, la réduction significative de
Nres et χeff pour les conditions initiales particulières (i) et (ii) révèle la spécificité d’une
telle excitation modale comparée aux conditions initiales génériques (iii) et (iv).

Table 2.2 – Nombre de résonances N (1,2)
res et les efficacités correspondantes χ(1,2)

eff =∑
lmnp S

2
lmnp pour deux valeurs différentes d’énergie cinétique E(1)/Ecrit = 0.32 (colonnes

2 et 3) et E(2)/Ecrit = 0.54 (colonnes 4 et 5). Les conditions initiales (i) et (ii) se réfèrent
aux conditions d’injection particulières : (i) faisceau Gaussien cohérent avec une incidence
normale parfaite et (ii) faisceau Gaussien cohérent avec un angle d’incidence favorisant
l’excitation du mode LP11 (voir référence [84]). Les conditions initiales (iii) et (iv) se ré-
fèrent aux faisceaux incohérents génériques (type speckle) avec une distribution spectrale
exponentielle (iii) et Lorentzienne (iv) dans l’espace des modes. Le nombre de modes et
leurs efficacités sont considérablement plus petits pour les excitations particulières (i) et
(ii) comparés aux excitations génériques (iii) et (iv) . Puisque l’énergie E(1) (ou E(2)) est
maintenue constante, la «quantité de désordre» correspondante est la même pour toutes
les conditions initiales (i)-(iv) : la réduction significative de N (j)

res et χ(j)
eff pour les états

particuliers (i) et (ii) reflète la spécificité de l’excitation modale dans la MMF.

Excitation modale N (1)
res χ

(1)
eff N (2)

res χ
(2)
eff

(i) 18 380 7.4 93 840 16

(ii) 11 600 10.7 229 776 46

(iii) 96 480 67 1 716 000 283

(iv) 922 944 210 8 369 504 603

Pour conclure cette discussion, nous avons vu en section 2.3.2 que les MMF typiques
utilisées en expériences de nettoyage de faisceau se comportent comme un système dy-
namique avec un nombre limité de degrés de liberté, en relation avec la nature discrète
de la turbulence d’onde en MMF. Quand beaucoup de modes sont excités par des condi-
tions initiales génériques en présence d’une quantité significative de désordre structurel
(Ld � Lnl, z), le système présente un régime de turbulence discret développé qui est bien
décrit par l’équation cinétique discrète. D’un autre côté, pour des conditions initiales spé-
cifiques caractérisées par l’excitation d’un petit nombre de modes, la structure discrète des
résonances de la MMF peut geler le processus de thermalisation. Les équations cinétiques
ne devraient pas être pertinentes pour décrire ce régime où peu de modes intéragissent
sur une longueur de propagation relativement courte. En particulier, l’impact du désordre
peut être considéré comme perturbatif dans ce régime où le système peut présenter une
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interaction cohérente partiellement sensible à la phase, ce qui peut probablement être
décrit par les outils développés pour étudier les effets de taille finie en turbulence, tels
que la turbulence d’ondes discrète et mésoscopique ainsi que les clusters associés aux in-
teractions modales résonantes [15,92–101,120,124]. Un tel régime d’interaction cohérente
à quelques modes peut être contrôlé par un réglage fin du profil transverse de l’excitation
laser [84, 123]. Dans les expériences récentes [123], le nettoyage de faisceau sur différents
modes d’ordre bas a été reporté grâce à un ingénieux profilage adaptatif induit par rétro-
action du front d’onde transverse de l’excitation du faisceau cohérent (voir aussi [125]).
Plus précisément, grâce à une boucle de rétroaction, le front d’onde transverse du faisceau
injecté est ajusté par une procédure itérative de manière à forcer le faisceau à converger
vers une une cible modale préétablie en sortie de fibre. Ce nettoyage contrôlé de façon
adaptative des modes d’ordre bas est de nature différente du phénomène de condensation
dans le mode fondamental résultant du processus de thermalisation vers la distribution
d’équilibre

2.9 Conclusion
Pour résumer, nous avons discuté des expériences d’auto-nettoyage de faisceau où des
impulsions longues (∼ns) sont injectées dans des longueurs de fibres multimodes relative-
ment courtes (∼10 m) pour lesquelles la contribution dominante du désordre provient des
fluctuations de polarisations aléatoires (désordre faible) [109]. Sur la base de la théorie de
turbulence d’ondes, nous avons dérivé une équation cinétique décrivant l’évolution hors
équilibre des ondes aléatoires dans un régime où le désordre domine les effets non linéaires
(Ld � Lnl). La théorie révèle que la présence d’un faible désordre conservatif introduit
une dissipation effective dans le système dont l’élargissement des résonances empêche la
conservation de l’énergie, ce qui inhibe l’effet de condensation dans l’approche de turbu-
lence d’onde continue. D’un autre côté, nous avons montré que les expériences habituelles
de nettoyage de faisceau ne sont pas décrites par la théorie de turbulence d’ondes conti-
nue, mais par l’approche de turbulence d’onde discrète. Dans ce régime de turbulence
discrète, seules les résonances exactes contribuent à l’équation cinétique, laquelle n’est
donc plus sensible à l’effet d’élargissement des résonances induit par la dissipation. En
conséquence, l’équation cinétique discrète conserve l’énergie, ce qui rétablit le processus
de condensation d’ondes. Le résultat principal est que cette dissipation effective induite
par le désordre modifie la régularisation des résonances discrètes, ce qui entraîne une ac-
célération du processus de thermalisation.

Dans le but d’améliorer notre compréhension des expériences de nettoyage de faisceau,
nous avons considéré différents modèles de désordre faible en MMF. Les simulations sont
en accord quantitatif avec la théorie sans utiliser des paramètres ajustables dans le régime
où le désordre domine les effets non linéaires (Ld � Lnl). Cependant, l’impact du désordre
faible dû aux fluctuations de polarisation dans les expériences de nettoyage de faisceau
pourrait être du même ordre que les effets non linéaires [109]. Nous avons donc considéré
l’impact d’un désordre modéré dans le système (Ld & Lnl). Dans ce régime, les corréla-
tions de phase entre les modes ne sont pas complètement supprimées et le système entre
dans un régime mixte cohérent-incohérent. En conséquence, les composantes modales pré-
sentent un comportement oscillatoire qui ralentit le processus de thermalisation, bien que
le faisceau optique présente toujours un processus rapide de condensation. Pour résumer,
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en considérant la contribution dominante du désordre faible provenant des fluctuations de
polarisation, notre théorie et nos simulations fournissent une compréhension qualitative
de l’effet d’auto-nettoyage de faisceau, en particulier quand un grand nombre de modes
sont excités dans la MMF comme dans les expériences qui seront présentées en Chapitre 3.
D’un autre côté, la nature discrète des résonances décrivant la turbulence dans les MMF
est responsable du gel de la thermalisation quand un petit nombre de modes est excité.
Ce gel effectif du processus de condensation pourrait également expliquer pourquoi l’effet
de nettoyage de faisceau n’a pas été observé dans les MMF à saut d’indice.

Notons enfin que l’impact du désordre fort dans le régime faiblement non linéaire va être
considéré dans le chapitre de Conclusion. Nous anticipons que le couplage aléatoire entre
les modes dégénérés renforce la thermalisation vers la distribution d’équilibre de Rayleigh-
Jeans. Nous notons à cet égard que, selon les simulations reportées en [23], le désordre
fort affecte seulement faiblement l’évolution des composantes modales comparativement
à l’impact significatif du désordre faible discuté dans ce Chapitre.
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CHAPITRE 3. THERMALISATION ET CONDENSATION D’ONDES OPTIQUES :
OBSERVATION EN FIBRE OPTIQUE MULTIMODE À GRADIENT D’INDICE

Chapitre 3
Thermalisation et condensation d’ondes
optiques : Observation en fibre optique
multimode à gradient d’indice

Dans ce chapitre nous allons mettre en évidence expérimentalement le processus de ther-
malisation vers la distribution de Rayleigh-Jeans du champ optique au cours de sa pro-
pagation dans une fibre optique multimode à gradient d’indice. Nous décrivons le schéma
de notre expérience nous permettant d’avoir accès à la distribution d’intensité en champ
proche et en champ lointain du faisceau en sortie de fibre optique. Ces mesures nous
permettent d’avoir accès à la mesure de l’énergie (Hamiltonien) du faisceau optique. Les
résultats expérimentaux montrent que le potentiel chimique atteint la valeur propre du
mode fondamental de la fibre optique, ce qui conduit à une singularité de la distribution
de Rayleigh-Jeans, laquelle est régularisée par une population macroscopique du mode fon-
damental de la fibre. La comparaison des distributions d’intensités mesurées expérimenta-
lement sont en accord avec les distributions théoriques de Rayleigh-Jeans correspondantes
sans l’emploi de paramètres ajustables. Ainsi, la transition de phase vers l’état condensé
a lieu en diminuant l’énergie en dessous d’une valeur critique tout en gardant constante
la puissance du faisceau optique. Enfin nous discutons les propriétés themodynamiques
de la condensation d’ondes classiques, ainsi que leurs différences avec la condensation de
Bose-Einstein quantique.

Sommaire
3.1 Introduction de l’expérience . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.2 Description de l’expérience . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3 Observation de la thermalisation vers Rayleigh-Jeans . . . . 49
3.4 Observation de la transition de phase de condensation . . . . 56
3.5 Propriétés thermodynamiques de la condensation d’ondes

classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.6 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
Appendice A : Stabilité du condensat en fibre optique multimode 66

43



CHAPITRE 3. THERMALISATION ET CONDENSATION D’ONDES OPTIQUES :
OBSERVATION EN FIBRE OPTIQUE MULTIMODE À GRADIENT D’INDICE

3.1 Introduction de l’expérience
L’expérience présentée dans ce Chapitre est basée sur les expériences antérieures de net-
toyage de faisceau optique en fibre mutlimode à gradient d’indice en présence d’impulsions
laser longues (sub-nanoseconde) [18–20,82]. Comme discuté en Chapitre 2, cette dernière
caractéristique de l’expérience nous permet de nous affranchir des effets de dispersion
modale dans le domaine temporel.

La transition de phase vers l’état condensé peut être mise en évidence, en principe, de
deux façons différentes :
(i) en augmentant la puissance N (jouant un rôle analogue au «nombre de particules»)
en gardant constante l’énergie E (jouant un rôle analogue à la «température»),
(ii) en diminuant l’énergie E en gardant constante la puissance N .
L’effet de nettoyage de faisceau est généralement mis en évidence expérimentalement en
augmentant la puissance du champ injecté pour une longueur de fibre donnée. Cependant
en procédant de cette façon, le nombre de longueurs non linéaires de propagation sur la
longueur de fibre donnée varie considérablement, ce qui ne permet pas au champ optique
d’atteindre l’état thermalisé de Rayleigh-Jeans pour de faibles puissances du faisceau.
Cette procédure ne permet donc pas de mettre en évidence la transition de phase de
condensation.

Dans ce Chapitre nous étudions la transition de phase vers l’état condensé en suivant la
procédure (ii), comme proposé originalement en référence [16], ainsi qu’en référence [17]
dans le cas d’une fibre optique multimode. Une autre originalité de cette expérience par
rapport aux expériences conventionnelles de nettoyage de faisceau consiste à faire passer
le faisceau optique par un diffuseur (verré dépoli) avant de l’injecter dans la MMF. Cette
méthode nous permet de faire varier l’énergie E tout en gardant constante la puissance
N .

3.2 Description de l’expérience
Dans cette section, nous fournissons une description de la fibre multimode utilisée dans
l’expérience. Puis nous présentons le montage expérimental, allant du réglage des condi-
tions d’injections jusqu’à la mesure du champ proche et lointain du faisceau en sortie de
fibre. Nous détaillons ensuite les spécificités de notre dispositif expérimental en évoquant
sa robustesse et sa fiabilité. Enfin, nous effectuons des vérifications expérimentales de la
conservation de l’énergie E et de la puissance N au cours de la propagation du faisceau
et discutons brièvement le régime faiblement non linéaire de l’expérience.

3.2.1 Dispositif expérimental
Pour tous les résultats présents dans ce Chapitre, nous avons utilisé une fibre multimode à
gradient d’indice possédant une longueur de 12m. Le profil d’indice de réfraction transverse
de la fibre présente une forme parabolique dans le coeur avec un maximum d’indice de
coeur (au centre) de nco = 1.47 et ncl = 1.457 pour la gaine à la longueur d’onde de
1064 nm (ouverture numérique NA = 0.195). Le potentiel parabolique correspondant
s’écrit V (r) = q|r |2 pour |r | ≤ R, où R = 26 µm est le rayon du coeur de la fibre et
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q = k0(n2
co−n2

cl)/(2ncoR2), k0 = 2π/λ0 le nombre d’onde du laser. La MMF guideM = 120
modes (c-a-d g = 15 groupes de modes non-dégénérés) sans inclure la dégénérescence de
polarisation. La troncature du potentiel (V0 = qR2) introduit donc une fréquence de
coupure dans le spectre en champ lointain αk2

c = V0 qui s’écrit

kc =
√

2V0/β0/r0, (3.1)

où r0 est le rayon du mode fondamental et β0 = 2√αq où α = 1/(2k0nco) (voir Chapitre
2). Notons que l’équation (3.1) est également obtenue à partir de l’ouverture numérique
de la fibre NA = sin β =

√
n2
co − n2

cl = kc/k0.

La MMF possède donc un coeur (de rayon 26 µm), une gaine (de rayon 62.5 µm), et
un revêtement en polymère très absorbant avec un indice de réfraction plus grand que ce-
lui du coeur. Les modes de rayonnement (ou «leaky modes») pénètrent dans le revêtement
jusqu’à une distance rp � a, cela signifie que le support de ces modes se situe essentielle-
ment dans le revêtement en polymère absorbant. Les modes de rayonnement dans la gaine
sont alors rapidement absorbés durant la propagation à cause de leur grande pénétration
dans le revêtement en polymère : nous avons mesuré une absorption sur une longueur de
propagation typique de ∼ 15 cm. Puisque cette longueur est beaucoup plus petite que la
longueur non linéaire nécessaire pour générer des leaky modes, l’excitation non linéaire
des leaky modes peut être négligée.

Figure 3.1 –Montage expérimental : laser Nd-YAG (1064 nm), isolateur optique pour
éviter les réflexions indésirables du laser (non représenté), lame demi-onde et polariseur
pour contrôler la puissance injectée, diffuseur (D) pour contrôler l’énergie E du faisceau,
lentille (f1) pour injecter dans la fibre, MMF à gradient d’indice, lentilles (f2 et f3) servant
de télescope pour agrandir le faisceau en sortie de fibre, caméra CCD (C) mesurant le
champ proche, lentille (f4) pour obtenir le champ lointain, caméra CCD (C) mesurant le
champ lointain.

La source est un laser Nd :YAG délivrant des impulsions subnanosecondes (400 ps) à la
longueur d’onde λ = 1064 nm. Pour se prémunir de retours indésirables dans la cavité
laser, nous utilisons un isolateur optique et nous contrôlons la puissance avec une lame
demi-onde ainsi qu’un polariseur. Le faisceau laser est ensuite collimaté et traverse une
lame de verre diffuseur placée dans la proximité du plan de Fourier du système optique
4f (non représenté en Figure 3.1). Le faisceau est ensuite injecté au sein de la MMF spé-
cifiée ci-dessus en utilisant une lentille de longueur focale f1 = 15 mm. La distribution
d’intensité en champ proche (NF) du faisceau en sortie est agrandie et imagée sur une
première caméra CCD grâce à un système optique de type télescope à 2 lentilles ayant
pour focale f2 = 8 mm et f3 = 150 mm. La caméra CCD est placée sur un rail orthogonal
à la propagation du faisceau dans le but de la retirer ou la replacer sur le chemin du
faisceau. La distribution d’intensité en champ lointain (FF) d’une telle image agrandie est
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obtenue en la plaçant dans le foyer focal objet d’une lentille f4 = 250 mm et en utilisant
une seconde caméra CCD positionnée dans son plan focal image (Fourier).

Les mesures du spectre en champ lointain sont au premier abord délicates [126]. Aussi,
plusieurs vérifications sont requises afin de valider notre dispositif expérimental présenté
en Figure 3.1. Tout d’abord, des calculs analytiques de la propagation du champ optique
à travers notre montage de détection révèlent plusieurs faits. D’une part, le champ proche
détecté par la première caméra CCD située après le télescope formé par le couple de len-
tilles f2-f3 correspond exactement à un agrandissement du champ en sortie de la fibre
multimode. Cet agrandissement est déterminé par le rapport entre les distances focales
des lentilles f3/f2. D’autre part, le champ lointain détecté par la deuxième caméra CCD
correspond exactement (à un facteur constant près) à la transformée de Fourier du champ
en sortie de fibre. Ce facteur constant dépend des longueurs focales des lentilles servant à
imager le faisceau ainsi que de la longueur d’onde du laser λ, en l’occurrence, ce facteur
est égal à f3

f2
2iπ
λf4

avec f4 la longueur focale de la lentille de Fourier, voir Figure 3.1 (on
rappelle que le facteur de phase complexe de la constante ne joue pas de rôle car seule
l’intensité du champ optique est mesurée sur la camera).

En relation avec la référence [126], nous avons vérifié qu’un décalage de 1 cm entre la
lentille de Fourier f4 et le plan du champ lointain n’affecte pas les résultats. En réalité, un
tel décalage mène à une variation de l’intensité du pic du condensat ∆Imax/Imoymax ' 0.5%.
Il est intéressant de noter qu’à la différence de l’auto-modulation de phase dans un milieu
Kerr massif, dans le régime Llin � Lnl considéré dans l’expérience (voir section suivante),
le mode condensé se propage avec un profil de phase transverse homogène.

La robustesse du dispositif expérimental provient du fait que dans toute la procédure
expérimentale, aucun élément du dispositif n’est déplacé sur l’axe de propagation. En
effet, nous déplaçons uniquement le diffuseur dans le plan transverse de propagation du
faisceau afin de modifier le faisceau injecté dans la fibre. La caméra CCD située après
le télescope est également déplacée sur un axe orthogonal au chemin du faisceau afin de
mesurer le champ lointain, puis elle est ensuite toujours replacée exactement à la même
position en bout de course du rail afin de mesurer le champ proche. Tous les autres élé-
ments sont quant à eux fixés pendant et entre chaque mesure.

Le spectre temporel est contrôlé par un analyseur de spectre optique (OSA) (intervalle de
600 à 1700 nm). Nous avons vérifié que les distributions d’intensités en champ proche et
en champ lointain en sortie de fibre ne sont pas significativement affectées par la présence
de l’effet Raman. L’analyse spectrale montre que la puissance diffusée par l’effet Raman
auto-stimulé est en moyenne de l’ordre de ∼5% de la puissance injectée. Cependant l’ana-
lyse spectrale ne révèle par la présence de lignes paramétriques qui seraient induites par
un couplage entre les effets dispersifs et non linéaires. En conséquence, les effets de dis-
persion temporels peuvent être négligés au sein de la courte longueur de fibre considérée
dans notre expérience, ce qui justifie le modèle purement 2D spatial de propagation de
la lumière considéré en Chapitre 2. Rappelons que le processus de thermalisation vers
l’équilibre de Rayleigh-Jeans n’est pas défini dans le domaine spectral temporel en raison
de l’absence de fréquence de coupure pour les fréquences temporelles.
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3.2.2 Régime faiblement non linéaire Llin � Lnl

La longueur linéaire de propagation est définie à partir de Llin ∼ β−1
0 , où β0 = 5.16 ×

103m−1 est la valeur propre du mode fondamental déterminé par la MMF, voir section
3.2.1 ci-dessus. On en déduit par conséquent la longueur linéaire Llin ' 0.2mm.

Le coefficient non linéaire Kerr effectif de la fibre multimode est γ = k0n2/A
0
eff, où

n2 ' 3.2 × 10−20m2/W est l’indice Kerr non linéaire et A0
eff = 1/

∫
w4

0(r/r0)dr est
l’aire effective du mode fondamental. La longueur non linéaire de propagation dans le
cas où toute la puissance (N = 7kW) est dans le mode fondamental est décrite par
Lnl = 1/(γN) ' 10cm. En pratique, le faisceau optique dans la MMF peuple les modes
d’ordre élevé, par exemple, pour une section de surface effective Aeff ∼ 4A0

eff, la longueur
non linéaire effective est Lnl ∼ 40cm.

Nous pouvons conclure que dans le cadre de notre expérience, les effets de propagation
linéaire dominent largement les effets non linéaire Llin � Lnl. La propagation de la lumière
dans la fibre multimode se déroule donc en régime faiblement non linéaire.

3.2.3 Vérification de la conservation de l’énergie (E) et de la
puissance (N)

Nous avons vérifié la conservation de la puissance N = ∑
p np et de l’énergie (Hamilto-

nien) E = ∑
p βpnp au cours de la propagation du faisceau optique dans la fibre multi-

mode. Notons qu’étant donné que le régime de propagation est faiblement non linéaire, la
contribution non linéaire de l’Hamiltonien est négligeable devant la contribution linéaire
(H = E+U ' E où U dénote la contribution non linéaire, voir Chapitre 2). La conserva-
tion de la puissance N a été vérifiée en fixant les conditions d’injection du faisceau dans
la fibre multimode. Nous avons mesuré la puissance en sortie de fibre Nout à L = 12m,
puis la puissance en entrée Nin en coupant la fibre à 20cm sans modifier les conditions
d’injection. Nous avons alors toujours obtenu (Nin − Nout)/Nmoy < 1% où Nmoy est la
moyenne entre Nin et Nout.

La conservation de l’énergie E est plus délicate car elle nécessite la mesure de la distribu-
tion d’intensité en champ proche donnant accès à l’énergie potentielleEpot =

∫
V (r)|ψ(r)|2dr .

Mais il faut également mesurer la distribution d’intensité en champ lointain fournissant
l’énergie cinétique Ekin =

∫
α|∇ψ|2dr =

∫
α|k|2|ψ̃(k)|2dk, avec ψ̃(k) = (2π)−1 ∫ ψ(r) exp(ik.r)dr

et E = Ekin + Epot. Les distributions d’intensités en champ proche et en champ lointain
sont enregistrées en sortie de fibre à L = 12m, ce qui donne Eout. Puis, sans altérer les
conditions d’injection de la fibre, la fibre est coupée à 20 cm pour enregistrer les distribu-
tions d’intensités en champ proche et lointain en entrée de la fibre afin d’obtenir Ein. La
Figure 3.2(a) montre que la conservation de l’énergie est vérifiée car pour chaque couple
de mesure (Ein,Eout), nous avons Ein ' Eout. Nous rappelons que l’énergie E est modifiée
grâce au diffuseur avant l’injection dans la MMF, voir Figure 3.1.

Nous avons également vérifié expérimentalement qu’il y a équipartition (en moyenne)
entre la contribution cinétique Ekin et potentielle Epot à l’énergie linéaire E = Ekin +Epot.
En effet, les modes normalisés d’Hermite-Gauss peuvent s’écrire
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wp(r/r0) = upx(x/r0)upy(y/r0),

avec la composante en x :

upx = π−
1
4 (2pxpx!)−

1
2Hpx(x/r0) exp

(
− x2/(2r2

0)
)
. (3.2)

En développant l’onde aléatoire sur les modes ψ(r) = r−1
0
∑
p cpwp(r/r0), nous avons pour

chaque mode {p} :

αr−2
0

∫
|∇wp|2dr = qr−2

0

∫
|r |2|wp|2dr = 1

2βp,

où r0 = (α/q) 1
4 et β0 = 2√αq. En rappelant que les modes sont décorrélés, c-a-d (〈cpc∗q〉 =

〈|cp|2〉δpq), nous obtenons

〈Ekin〉 = 〈Epot〉 = E/2. (3.3)

Notons que nous avons adopté ici une écriture légèrement modifiée des modes de Hermite-
Gauss par rapport à celle employée en Chapitre 2 afin de symétriser l’écriture des distri-
butions d’intensités en champ proche et en champ lointain.

Nous avons vérifié expérimentalement l’équipartition des contributions cinétiques et po-
tentielles en réalisant des moyennes sur plusieurs réalisations sur une plage complète de
E/Ecrit, voir Figure 3.2(b). Ces vérifications de la conservation de E et N ainsi que de
l’équipartition des contributions d’énergie valident le montage expérimental afin d’effec-
tuer des mesures de condensation dans la prochaine section 3.3.

(a) (b)

Figure 3.2 – Conservation d’énergie ; Équipartition d’énergie cinétique et po-
tentielle : (a) Mesures de l’énergie à l’entrée de la MMF (E/N)in (triangles jaunes), et
en sortie de la MMF (E/N)out (triangles bleus). L’énergie E/N est conservée durant la
propagation, sur une plage quasiment complète de E/Ecrit (neq0 /N variant de 0 à 0.7). (b)
Mesures de l’énergie cinétique moyenne 〈Ekin〉 et l’énergie potentielle moyenne 〈Epot〉 en
sortie de fibre. L’équipartition 〈Ekin〉 = 〈Epot〉 prédite par la théorie en équation (3.3) est
vérifiée sur la plage complète de E/Ecrit. Voir section 3.2.3 pour les détails (N = 7 kW).
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3.3 Observation de la thermalisation vers Rayleigh-
Jeans

Dans cette section nous allons montrer que le faisceau optique thermalise vers la distri-
bution de Rayleigh-Jeans au cours de sa propagation dans la fibre optique multimode.
Pour cela nous dérivons la distribution d’intensité théorique de RJ et nous la comparons
directement aux mesures expérimentales des distributions d’intensités en champ proche
et lointain. Nous présentons également la procédure qui nous permet d’extraire la frac-
tion de puissance condensée et le potentiel chimique à partir des distributions d’intensités
mesurées expérimentalement, ce qui sera exploité en section 3.4 pour l’étude du processus
de condensation.

3.3.1 Distribution d’équilibre de Rayleigh-Jeans et extraction
des données

Dans cette partie nous allons dériver les distributions d’intensités théoriques à l’équilibre
de Rayleigh-Jeans en champ proche et en champ lointain. À partir de ces expressions nous
allons séparer les contributions cohérentes et incohérentes qui permettront d’extraire la
puissance au sein du mode fondamental et le potentiel chimique des mesures expérimen-
tales. Nous allons également définir une erreur quadratique moyenne afin de discuter la
proximité des distributions d’intensités mesurées expérimentalement et celles attendues
par la théorie de Rayleigh-Jeans.

La transformée de Fourier d’un mode d’Hermite-Gauss wp donné en section 3.2 est

1√
2π

∫
upx(x/r0) exp(ikxx)dx = ipxr0upx(r0kx), (3.4)

où upx(r0kx) = π−
1
4 (2pxpx!)−

1
2Hpx(r0kx) exp(−r2

0k
2
x/2), et wp(r0k) = upx(r0kx)upy(r0ky).

Ainsi, l’amplitude en champ proche s’écrit

ψ(r) = r−1
0
∑
p

cpwp(r/r0),

et la transformée de Fourier en champ lointain

ψ̃(k) = r0
∑
p

ipcpwp(r0k),

avec ip = ipx+py . À l’équilibre, les moyennes sur les réalisations IeqNF(r) = 〈|ψ(r)|2〉, et
IeqFF(k) =

〈
|ψ̃(k)|2

〉
s’écrivent

IeqNF(r) = r−2
0
∑
p

neqp w
2
p(r/r0), (3.5)

IeqFF(k) = r2
0
∑
p

neqp w
2
p(r0k), (3.6)

où nous avons utilisé 〈cpc∗n〉 = neqp δpn avec N =
∫
IeqNF(r)dr =

∫
IeqFF(k)dk. Ceci montre

un résultat important, à savoir que les distributions d’intensités moyennes en champ
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proche et en champ lointain sont équivalentes. Cet aspect sera confirmé par les mesures
expérimentales, voir Figures 3.5 et 3.6.
Nous séparons la contribution du mode fondamental p = 0 et éliminons la température
en utilisant N = neq0 + T

∑
p 6=0(βp−µ)−1, c’est à dire : T = (N −neq0 )/∑p6=0(βp−µ)−1, ce

qui mène à

IeqNF(r) = neq0 r
−2
0 w2

0(r/r0) + (N − neq0 )r−2
0∑

p 6=0(βp − µ)−1

∑
p6=0

w2
p(r/r0)
βp − µ

, (3.7)

IeqFF(k) = neq0 r
2
0w

2
0(r0k) + (N − neq0 )r2

0∑
p 6=0(βp − µ)−1

∑
p 6=0

w2
p(r0k)
βp − µ

. (3.8)

Le fait que IeqNF et IeqFF dépendent uniquement de r = |r | et k = |k| résulte de la propriété
suivante des fonctions d’Hermite-Gauss :

∑
px+py=n

1
px!py!

H2
px(x)H2

py(y) =
∑

0≤j≤n/2
H2
n−2J(

√
x2 + y2) 2(2j − 1)!

j!(j − 1)!(n− 2j)! .

Les équations (3.7-3.8) sont utilisées pour extraire neq0 et µ des données expérimentales.
Pour effectuer une moyenne sur plusieurs réalisations, nous avons réalisé 2000 mesures (2
mesures des distributions en champ proche et en champ lointain pour chacune des 1000
réalisations). Ces mesures ont été réalisées pour différentes valeurs de l’énergie E en dépla-
çant le diffuseur dans le plan transverse à la propagation du faisceau (voir Figure 3.1) tout
en conservant la même puissance N = 7 kW. Après avoir déterminé l’énergie de ces 1000
réalisations (grâce aux distributions en champ proche et champ lointain mesurées), nous
les avons réparties dans des intervalles d’énergie de largeur ∆E = 0.05Ecrit. L’intervalle
d’énergie s’écrit donc ∆E(m)

exp = [m∆E, (m+ 1)∆E[ et E(m)
exp représente l’énergie moyenne

dans cet intervalle, voir Figure 3.3. Pour chaque intervalle d’énergie ∆E(m)
exp , nous avons

effectué une moyenne sur les distributions d’intensités à 2 dimensions des réalisations
contenues dans cet intervalle. Nous avons ensuite fait des moyennes sur les angles polaires
de r et k, ce qui donne les distributions d’intensités moyennes dans chaque intervalle
d’énergie ∆E(m)

exp pour le champ proche Ī(m)
NF,exp(r) et pour le champ lointain Ī(m)

FF,exp(k). Ces
distributions sont ajustées par les équations (3.7-3.8) :

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

E/E
crit

0

500

1000

M
e

s
u

re
s

Figure 3.3 – Intervalles d’énergie pour réaliser des moyennes : Les 1000 réali-
sations expérimentales sont triées par énergie suivant l’axe des abscisses et représentées
par un point bleu. Ces mesures sont alors rangées par intervalles d’énergie de largeur
∆E = 0.05Ecrit représentés par les lignes rouges.
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Pour chaque intervalle d’énergie ∆E(m)
exp , le couple de paramètres (neq0 /N, µ) est ajusté en

minimisant les erreurs quadratiques :

χNF =
∑
i

(
Ī

(m)
NF,exp(ri)− IeqNF(ri)

)2

∑
i

(
Ī

(m)
NF,exp(ri)

)2 + η

(
E(m)

exp

Ecrit
− E(µ)
Ecrit

)2

, (3.9)

χFF =
∑
i

(
Ī

(m)
FF,exp(ri)− IeqFF(ri)

)2

∑
i

(
Ī

(m)
FF,exp(ri)

)2 + η

(
E(m)

exp

Ecrit
− E(µ)
Ecrit

)2

, (3.10)

où la fonction E(µ)/Ecrit est donnée en équation (3.19). Les erreurs sont inférieures à 2%
sur toute la plage d’énergie en Figure 3.4, ce qui corrobore le processus de thermalisation
vers l’équilibre de Rayleigh-Jeans. Nous avons également vérifié que le paramètre arbitraire
η n’affecte pas l’erreur résiduelle en Figure 3.4. Cette procédure nous permet ainsi d’utiliser
la théorie de Rayleigh-Jeans afin d’extraire la fraction de puissance condensée au sein du
mode fondamental n0 avec précision.

Figure 3.4 – Erreur des moindres carrés : Erreur quadratique résiduelle des moindres
carrés donnée par χNF (%) en équation (3.9) pour le champ proche (triangles bleus), et
par χFF (%) en équation (3.10) pour le champ lointain (triangles jaunes). L’erreur est
inférieure à 2%.

3.3.2 Mesures expérimentales
Dans cette partie, nous allons utiliser les résultats théoriques développées en section 3.3.1
afin de comparer les résultats expérimentaux à la distribution d’équilibre de Rayleigh-
Jeans. Nous définissons également une distance par rapport à la distribution d’intensité
théorique en entrée et en sortie de fibre afin de quantifier le processus de thermalisation
vers l’équilibre de Rayleigh-Jeans.

Nous reportons en Figure 3.5 quelques exemples de distributions d’intensités enregistrées
en entrée (20cm) et en sortie (12m) de fibre, pour une valeur intermédiaire de l’énergie E.
L’ensemble des réalisations individuelles expérimentales en entrée et en sortie de la MMF
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sont reportées en moyennant sur l’angle polaire, voir Figure 3.5(c-d). Les réalisations in-
dividuelles des distributions d’intensités présentent naturellement des fluctuations, même
si elles sont moyennées selon l’angle polaire. En suivant la procédure expliquée en section
3.3.1, ces distributions d’intensités sont également moyennées sur les réalisations pour la
même énergie E (correspondant à une fraction de puissance condensée neq0 /N ' 0.4 pour
la Figure 3.5). Le résultat d’une telle moyenne sur les réalisations est reporté en Figure
3.5(a-b) en ligne bleue.

Le couple (E,N) déterminé par les mesures expérimentales (voir section 3.3.1) fixe l’unique
paire (µ, T ), comme discuté en référence [7]. Le fait qu’il y a une relation univoque entre
(E,N) et (µ, T ) sera discuté ci-dessous sur la base des équations (3.24-3.25). La paire
(µ, T ) donne à son tour accès à l’équilibre de Rayleigh-Jeans neqp = T/(βp−µ), car les va-
leurs propres βp sont fixées par la fibre utilisée dans l’expérience, voir section 3.2 ci-dessus.
Cette répartition de puissance dans l’espace des modes permet alors, avec les équations
(3.5-3.6), de déterminer les distributions d’intensités de l’équilibre de Rayleigh-Jeans en
champ proche IeqNF(r) et en champ lointain IeqFF(k). On peut alors constater en Figure 3.5(a-
b) le bon accord entre les distributions d’intensités théoriques (lignes hachurées rouges) et
les distributions d’intensités correspondantes expérimentales (lignes bleues). Il est impor-
tant de souligner que ce bon accord est obtenu sans employer des paramètres ajustables,
étant donné que les courbes théoriques sont reportées en utilisant les valeurs de βp de la
fibre utilisée dans l’expérience. Notons également que les distributions d’intensités expé-
rimentales en Figure 3.5(a-b) en champ proche et en champ lointain sont équivalentes,
comme prédit par la théorie en équations (3.7-3.8).

Comme discuté précédemment, la Figure 3.5(c-d) reporte les réalisation individuelles en
champ proche et en champ lointain pour les faisceaux en entrée et en sortie correspondant
aux intensités moyennées de la Figure 3.5(a-b). Nous pouvons observer une réduction
des fluctuations pour les réalisations individuelles entre l’entrée et la sortie de la fibre,
cette réduction met en évidence le rôle «d’attracteur statistique» de la distribution de
Rayleigh-Jeans.
Pour caractériser le processus d’attraction vers Rayleigh-Jeans, nous introduisons une
distance qui mesure le degré de similarité entre la distribution d’intensité radiale d’un
faisceau enregistré expérimentalement et l’intensité théorique de Rayleigh-Jeans :

D =
∑
i[INF,exp(ri)− IeqNF(ri)]2∑

i I
eq
NF(ri)2 ,

où r = |r | et ri la grille spatiale correspondante. La forte réduction de D entre le faisceau
en entrée et en sortie montre l’attraction vers le profil d’intensité théorique et confirme
donc la thermalisation vers l’équilibre de Rayleigh-Jeans, voir Figure 3.5(e). Notons que
la réduction limitée de D pour E & Ecrit est due à la procédure de moyennage sur l’angle
polaire.

Afin de compléter cette étude, nous reportons en Figure 3.6 d’autres exemples de dis-
tributions d’intensités enregistrées en entrée (20cm) et en sortie (12m) de fibre, pour une
petite valeur de l’énergie E, ainsi que pour une grande valeur de E. Comme précédem-
ment (Figure 3.5), l’ensemble des réalisations individuelles expérimentales en entrée et en
sortie de la MMF sont reportées en moyennant sur l’angle polaire. Le nombre de réali-
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sations en entrée et en sortie est respectivement 40 et 50 en Figure 3.6(c-d), ainsi que
132 et 50 en Figure 3.6(g-h). Les lignes rouges hachurées en Figure 3.6(c-d) et (g-h) re-
portent les distributions d’intensités théoriques de Rayleigh-Jeans en champ proche IeqNF(r)
et en champ lointain IeqFF(r) déterminées exclusivement par les mesures expérimentales de
(E,N), comme discuté ci-dessus dans le cadre de la Figure 3.5. Cela signifie que les com-
paraisons entre les mesures expérimentales et les distributions d’intensités théoriques sont
réalisées sans paramètres ajustables.
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Figure 3.5 – Thermalisation vers la distribution de Rayleigh-Jeans : Profils
expérimentaux des distributions d’intensités du champ proche (NF) (a) et du champ loin-
tain (FF) (b) enregistrées en sortie de la MMF pour la même énergie E/Ecrit ' 0.66
(neq0 /N ' 0.4) avec une moyenne sur les réalisations (lignes bleues). distributions d’in-
tensités théoriques RJ montrant la contribution condensée du mode fondamental p = 0 :
IcondNF (r), IcondFF (k) région jaune, depuis l’équation (3.7), et la distribution incohérente des
autres modes p 6= 0 : I incNF(r), I incFF (k) région grise, depuis l’équation (3.8) et leurs sommes
respectives IeqNF(r), IeqFF(k) (ligne rouge hachurée) - notons l’accord quantitatif avec l’ex-
périence (ligne bleue) sans paramètres ajustables. Les encarts montrent les distributions
d’intensités moyennées sur les réalisations. Les lignes vertes reportent les profils d’inten-
sités moyennés enregistrés à l’entrée de la MMF. (c)-(d) Réalisations individuelles des
intensités à l’entrée (vert) et de la sortie (bleue) correspondants aux intensités moyennes
en (a) et (b). Les encarts reportent les distributions d’intensités 2D correspondant aux
lignes noires (même échelle de couleur pour tous les encarts). (e) Distance de l’intensité
théorique de Rayleigh-Jeans pour toutes les réalisations en champ proche de l’intensité en
entrée (Din, bleu) et en sortie (Dout, rouge). Le ratio R = Din/Dout � 1 montre l’attrac-
tion vers la distribution d’équilibre de Rayleigh-Jeans (encart).
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Figure 3.6 – Thermalisation vers la distribution de Rayleigh-Jeans : Réali-
sations particulières des distributions d’intensités 2D en champ proche enregistrées en
entrée (ligne (a) et (e)) et en sortie (ligne (d) et (f)) de la MMF pour E/Ecrit ' 0.83
(neq0 /N ' 0.33) (a-b-c-d), et E/Ecrit ' 0.61 (neq0 /N ' 0.45) (e-f-g-h). L’ensemble des
réalisations individuelles en entrée (vert) et en sortie (bleu) sont reportées en fonction des
distances radiales r et k en (c-d) et (g-h). La condensation apparaît également pour une
faible population du mode fondamental. La dernière colonne en (a-b) et (e-f) montre les
moyennes sur toutes les réalisation. Les lignes rouges hachurées en (c-d) et (g-h) reportent
les intensités théoriques de Rayleigh-Jeans IeqNF(r) et IeqFF(r) pour les valeurs mesurées de
(E,N) sans paramètres ajustables.
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3.4 Observation de la transition de phase de conden-
sation

Nous discutons dans cette section la transition de phase de condensation sur la base de
la distribution d’équilibre de Rayleigh-Jeans. Nous rappelons les résultats essentiels de la
théorie développée en référence [17], aussi bien dans la limite thermodynamique, que pour
un système de taille finie relevant pour l’expérience. En parallèle à cette description théo-
rique, nous comparons les mesures expérimentales aux courbes théoriques de l’équilibre
de Rayleigh-Jeans.

3.4.1 Condensation à la limite thermodynamique
Dans cette partie nous développons la théorie de condensation de Rayleigh-Jeans dans
le cas de la limite thermodynamique. Dans le cadre général des transitions de phases
cette limite se réfère à la limite mathématique où le nombre de particule et le volume du
système considéré tendent vers l’infini tandis que la densité de particule reste constante.
Nous verrons ci-dessous comment se traduit la limite thermodynamique dans le cadre de
la condensation d’onde classique en fibre multimode. Il est important de noter que nous
ne prenons pas en compte ici le rôle de la non-linéarité (paramètre γ) dans le calcul de la
fraction de puissance condensée. Ceci est en contraste avec la théorie de condensation en
milieu ouvert (en l’absence d’un potentiel de confinement, V (r) = 0), où une approche de
type Bogoliubov montre que la puissance condensée dépend fortement de la non-linéarité,
voir référence [16]. Cependant, la propagation en fibre optique change radicalement la si-
tuation : Nous montrons en Appendice A que l’approche Bogoliubov n’est pas pertinente
pour décrire le régime faiblement non-linéaire de notre expérience.

À l’équilibre thermodynamique, nous rappelons les définitions de la puissance N = ∑
p n

eq
p

et de l’énergie E = ∑
p βpn

eq
p ainsi que la distribution de Rayleigh-Jeans

neqp = T/(βp − µ), (3.11)

où βp = βpx,py = β0(px + py + 1) sont les valeurs propres du potentiel parabolique tronqué
(V (r) ≤ V0), et l’indice p étiquette les deux entiers (px, py) qui spécifient un mode.

Dans la suite, nous appelons la «limite thermodynamique» la limite définie par :
- N → +∞ : le «nombre de particule» tend vers l’infini,
- β0 → 0 : le «volume» tend vers l’infini,
- Nβ2

0 = const et V0 = const : la «densité de particule» reste constante.
Dans cette limite la somme discrète sur les modes est remplacée par des intégrales conti-
nues, à savoir

N =
∑
p

neqp → (T/β2
0)
∫ V0

0
dx
∫ V0−x

0
dy(x+ y + µ̄)−1.

Le calcul de cette intégrale donne

N = T

β2
0

(
V0 + µ̄ log

(
µ̄/(V0 + µ̄)

))
, (3.12)
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avec µ̄ = β0 − µ > 0. L’équation (3.12) montre que µ → β−0 (ou µ̄ → 0+) pour une
température critique non-nulle

T ∗crit = Nβ2
0/V0. (3.13)

Cela signifie que la condensation d’onde a lieu à la limite thermodynamique à 2 dimensions
spatiales grâce au potentiel parabolique tronqué [17]. La même conclusion est obtenue
à travers l’analyse de l’énergie. Dans la limite continue où les sommes discrètes sont
remplacées par des intégrales continues nous avons

E

N
= µ+ V 2

0 /2
V0 + µ̄ log(µ̄/V0 + µ̄) . (3.14)

Nous voyons que µ→ β−0 pour une énergie critique non-nulle

E∗crit/N = β0 + V0/2 ' V0/2, (3.15)

et µ = β0 pour E ≤ E∗crit.

Puisque µ = β0 en dessous de la transition à la condensation (E ≤ E∗crit), le dénomi-
nateur de la distribution de Rayleigh-Jeans s’annule exactement en équation (3.11) pour
le mode fondamental (p = 0). Comme en condensation de Bose-Einstein usuelle, cette
singularité est traitée en séparant la contribution du mode fondamental des autres modes
p 6= 0 [16]. En éliminant la température T , la fraction de puissance condensée peut être
exprimée comme une fonction de l’énergie [17] :

neq0 /N = 1− (E − E0)/(E∗crit − E0), (3.16)

où E0 = Nβ0 est l’énergie minimale, lorsque toute la puissance occupe le mode fonda-
mental. De façon équivalente, la fraction de puissance condensée peut être exprimée en
fonction de la température :

neq0 /N = 1− T/T ∗crit. (3.17)

On remarque ainsi que neq0 = 0 pour T ∗crit et n
eq
0 /N → 1 lorsque T → 0.

3.4.2 Effet de taille finie et observation de la condensation
Dans notre expérience, la fibre possède un nombre fini de modes M = 120. Les effets de
taille finie inhérents à la MMF sont pris en compte en considérant la somme discrète sur
les modes (au lieu des intégrales continues) : N = ∑

p n
eq
p , E = ∑

p βpn
eq
p . En utilisant

N = ∑
p T/(βp − µ) et neq0 = T/(β0 − µ), nous avons [17] :

neq0
N

(µ) = 1
−(µ− β0)∑p(βp − µ)−1 . (3.18)

En partant de E = T
∑
p βp/(βp− µ) et en éliminant la température par T = N/

∑
p(βp−

µ)−1, nous obtenons

E

Ecrit
(µ) =

∑
p

βp
βp−µ(

1 + (M − 1)/%
)∑

p
β0

βp−µ

, (3.19)
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où % = ∑
p 6=0 1/(px + py). L’énergie critique et la température critique prenant en compte

la taille finie du système s’écrivent [17] :

Ecrit = E0
(
1 + (M − 1)/%

)
, Tcrit = Nβ0/%, (3.20)

Notons que, à la limite thermodynamique : % → V0/β0, de sorte que les expressions de
l’énergie critique et température critique tendent vers les valeurs respectives à la limite
thermodynamique, Ecrit → E∗crit et Tcrit → T ∗crit.

(a) (b)

Figure 3.7 – Condensation de Rayleigh-Jeans vs mesures expérimentales
moyennées. (a) Potentiel chimique vs énergie : Pour E . Ecrit, µ→ β0, ce qui entraîne
une population macroscopique du mode fondamental, voir neq0 /N vs E/Ecrit (b). Les tri-
angles bleus (jaunes) reportent les résultats expérimentaux des distributions d’intensités
(NF) (moyennées sur les réalisations). Les lignes rouges reportent la théorie de Rayleigh-
Jeans prenant en compte les effets de taille finie du système (voir équations (3.18-3.19)).
La ligne noire hachurée en (b) se réfère à la limite thermodynamique [équation (3.16)] et
la croix bleue indique E∗crit/Ecrit ' 0.95 : L’expérience est relativement «proche» de la
limite thermodynamique.

Nous reportons en Figure 3.7(a) (ligne rouge) le potentiel chimique µ vs E obtenu par
l’équation (3.19) : En diminuant E, µ augmente et la condensation se produit quand
µ→ β0 pour E ' Ecrit. Nous reportons également en Figure 3.7(b) la fraction de puissance
condensée en fonction de l’énergie, obtenue par un affichage paramétrique des équations
(3.18-3.19) par rapport à la variable µ. En-dessous de la transition (E ≤ Ecrit), le mode
fondamental devient macroscopiquement peuplé neq0 � neqp 6=0, voir Figure 3.7(b). Les tri-
angles reportent les données expérimentales extraites par la méthode des moindres carrés
pour les distributions d’intensités en champ proche et en champ lointain comme discuté
ci-dessus en section 3.3.1. Les résultats expérimentaux en Figure 3.7 sont en accord quan-
titatif avec la théorie de Rayleigh-Jeans, où les paramètres β0 et M sont fixés par la fibre
multimode utilisée dans l’expérience, voir section 3.2.1. De plus, le couple (E,N) est fixé
par les mesures expérimentales, de sorte qu’on obtient une unique distribution d’intensité
théorique de Rayleigh-Jeans, comme discuté ci-dessus en Figure 3.5 et 3.6. Notons égale-
ment que les résultats expérimentaux sont proches de la limite thermodynamique donnée
par l’équation (3.16), comme illustré en Figure 3.7(b) où la limite thermodynamique est
reportée en ligne noire hachurée. Comme prédit par la théorie en équations (3.18-3.19),
les effets de taille finie du système rendent la transition vers la condensation «plus douce»
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et continue, comme illustré par la comparaison de la ligne rouge avec la ligne en pointillés
noire en Figure 3.7(b).

Depuis les équations (3.18-3.19), il est également possible de tracer la courbe n0 en fonc-
tion de E et µ. Cette dernière est représentée par la ligne rouge en Figure 3.8 et illustre
l’apparition de la condensation quand l’énergie E diminue pour µ → β0. Les 2 × 1000
réalisations individuelles sont reportées à travers les triangles bleus (champ proche) et les
triangles jaunes (champ lointain) et montrent que même sans faire de moyennes sur les
réalisations, on obtient un bon accord entre l’expérience et la théorie.

Figure 3.8 – Condensation de Rayleigh-Jeans vs mesures individuelles. Frac-
tion de puissance condensée à l’équilibre neq0 /N vs (E/Ecrit, µ/β0) obtenue par les équa-
tions (3.18-3.19) (ligne rouge). Comparaison aux mesures expérimentales des réalisations
individuelles en champ proche (triangles bleus) et champ lointain (triangles jaunes). Les
2×1000 réalisations individuelles présentent une plus grande disparité autour de l’équilibre
de Rayleigh-Jeans par rapport aux mesures moyennées, cependant elles restent proches de
la théorie. Les projections de la courbe rouge sur les trois plans sont représentées par les
courbes noires. On retrouve donc la courbe de condensation dans le plan (neq0 /N,E/Ecrit)
présentée en Figure 3.7(b).

3.4.3 Impact négligeable de la courbure de la fibre optique
Dans la procédure expérimentale présentée dans ce Chapitre, nous n’avons pas pris en
compte l’impact du rayon de courbure de la fibre due à son enroulement autour du tam-
bour. Une description théorique des effets de courbure peut être développée sur la base de
la méthode WKB (Wentzel, Kramers et Brillouin). En effet, par un changement de coor-
données approprié, la fibre courbée (avec le rayon de courbure Rc) peut être vue comme
une fibre droite avec un indice de réfraction effectif neff [127]. Nous avons démontré ex-
périmentalement en section 3.2.3 que la puissance était conservée durant la propagation
dans la MMF, cependant le rayon de courbure peut affecter le nombre de modes guidés
ainsi que leurs valeurs propres. Une analyse détaillée basée sur la théorie des perturbations
montre que l’impact de la courbure de la fibre sur les valeurs propres βp est négligeable :
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Au premier ordre la correction est indépendante du mode {p} considéré et elle est de la
forme [128]

δβ/β0 ∼
3
2

(
1

Rcβ0

)2

.

Dans les expériences, la fibre multimode est enroulée sur un tambour de rayon Rc = 8
cm, de sorte que δβ/β0 ∼ 9× 10−6. Une telle courbure de fibre affecte aussi légèrement le
nombre effectif de modes guidés par la MMF courbée Meff. Ce nombre est plus petit que
la nombre total de modes dans la fibre droite M et peut être déterminé par l’expression
suivante [129,130]

Meff = M

{
1− g + 2

2g∆

[
2a
Rc

+
( 3

2n0kRc

)2/3]}
, (3.21)

où ∆ = nco − ncl, et g le nombre de groupes de modes non-dégénérés. De sorte que pour
une fibre droite, c-a-d un rayon de courbure infini Rc → +∞, on retrouve Meff = M . On
peut ainsi estimer que la courbure due à l’enroulement autour du tambour (Rc = 8 cm)
entraine une réduction de 7% (c-a-d, Meff ' 111 modes) du nombre de modes par rapport
à la fibre droite. Nous reportons en Figure 3.9 µ/β0 et neq0 /N vs E/Ecrit obtenus en appli-
quant exactement la même procédure des moindres carrés discutée en section 3.3.1, mais
avec Meff = 111 modes (au lieu de M = 120). La comparaison avec la Figure 3.7 montre
que la courbure n’affecte pas le bon accord entre la théorie et l’expérience.

(b)(a)

Figure 3.9 – Condensation RJ prenant en compte l’enroulement de la fibre :
La courbure de la fibre réduit de manière effective le nombre de modes de M = 120 à
Meff ' 111. Nous reportons les résultats théoriques et expérimentaux de la Figure 3.7
(a-b) en considérantMeff = 111 au lieu deM = 120. Les lignes rouges reportent la théorie
de Rayleigh-Jeans avec 111 modes, voir équations (3.18-3.19). Les triangles bleus (jaunes)
reportent les résultats expérimentaux extraits du champ proche (lointain). La réduction
de M = 120 à Meff = 111 modes n’affecte pas le bon accord accord entre la théorie et
l’expérience.
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3.5 Propriétés thermodynamiques de la condensation
d’ondes classiques

3.5.1 Aspects théoriques
Nous discutons dans cette partie les propriétés thermodynamiques de la condensation
d’ondes classiques. Nous discutons notamment le comportement de la chaleur spécifique
lors de la transition de phase de condensation, ce qui va nous permettre de distinguer
les propriétés de la condensation d’ondes classiques de celles de la condensation de Bose-
Einstein quantique.
L’entropie à l’équilibre est définie par

S̃eq =
∑
p

log(neqp ). (3.22)

Il est préférable de décaler l’expression de l’entropie par une constante Seq = S̃eq−M logN .
Ainsi, en éliminant la température, nous obtenons les équations de base pour l’étude des
propriétés thermodynamiques de l’effet de condensation d’ondes classiques :

Seq(µ) = −
∑
p

log(βp − µ)−M log
(∑

m

1
βm − µ

)
, (3.23)

T

Tcrit
(µ) = %∑

p
β0

βp−µ
, (3.24)

E

Ecrit
(µ) =

∑
p

βp
βp−µ(

1 + (M − 1)/%
)∑

p
β0

βp−µ

, (3.25)

où Ecrit et Tcrit sont l’énergie critique et la température critique, données en équation
(3.20). Les équations (3.23) et (3.25) dépendent du paramètre µ, en les combinant on
obtient Seq(E). La fonction Seq vs E est reportée en Figure 3.10(a). On note en par-
ticulier la concavité de l’entropie par rapport à la variable extensive de l’énergie E, en
accord avec les propriétés thermodynamiques usuelles de l’entropie. Par ailleurs, on peut
tracer les équations (3.24-3.25) de façon paramétrique par rapport à µ, ce qui donne E(T ).

La chaleur spécifique CV est une quantité importante caractérisant la transition vers
la condensation dans un gaz de Bosons quantique [131]. La chaleur spécifique est définie
par l’équation suivante

CV = ∂E

∂T

∣∣∣∣
N,M

. (3.26)

Elle peut être calculée depuis E = ∑
p βpn

eq
p : (∂E/∂T )N,M = ∑

p(βp−µ)−1+T ∑p βp∂µ
(
(βp−

µ)−1
)
∂Tµ. En utilisant l’équation (3.24), nous obtenons

∂µ

∂T

∣∣∣∣
N,M

= − 1
T

∑
p

1
βp−µ∑

p
1

(βp−µ)2
, (3.27)

ce qui mène à
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CV (E) = M −
{∑p[βp − µ(E)]−1}2∑

p[βp − µ(E)]−2 . (3.28)

L’expression (3.28) peut aussi être obtenue depuis Seq

∂Seq

∂T

∣∣∣∣
N,M

= M

T
− 1
T

(∑
p

1
βp−µ

)2

∑
p(βp − µ)−2 . (3.29)

En écrivant la chaleur spécifique sous la forme CV = (∂E/∂Seq)N,M(∂Seq/∂T )N,M et en
rappelant la définition de la température 1/T = (∂Seq/∂E)N,M , l’équation (3.29) mène
également à l’expression (3.28).

Dans la limite continue où les sommes discrètes peuvent être remplacées par des inté-
grales (voir section 3.4.1), la chaleur spécifique CV est obtenue sous la forme explicite :

CV
M

= 1 + 2[1 + (µ̄/V0) log(µ̄/(µ̄+ V0)]2

V0/(V0 + µ̄) + log
(
µ̄/µ̄+ V0)

) , (3.30)

où µ̄ = β0 − µ. L’analyse de l’équation (3.30) et des relations pour N et E en équa-
tions (3.12) et (3.14) révèlent que CV présente une singularité à la transition vers l’état
condensé :

lim
T→T+

crit

∂CV
∂T

= lim
E→E+

crit

∂CV
∂E

= +∞. (3.31)

Par ailleurs, dans la limite des hautes températures (T/Tcrit � 1), la chaleur spécifique
décroît vers zéro comme

CV (T )
M

' 2
9

(
Tcrit
T

)2
pour T � Tcrit.

3.5.2 Comparaison aux propriétés de la condensation de Bose-
Einstein

Dans cette partie nous comparons brièvement le comportement de la chaleur spécifique
pour la condensation d’ondes classiques et la condensation de Bose-Einstein quantique.
Pour un système d’ondes classiques dans l’état condensé où E < Ecrit, nous avons µ→ β0.
Alors en écrivant l’énergie sous la forme E = TM + β0N on obtient CV = M, voir Fi-
gure 3.10(c-d). Ce résultat est conforme à celui attendu par le théorème de l’équipartition
d’énergie inhérent à la mécanique statistique d’un système classique à l’équilibre thermo-
dynamique. En revanche, ceci est en contraste avec le comportement d’un gaz quantique,
où CV → 0 dans la limite T → 0, comportement qui résulte de la notion quantique de
«degrés de libertés gelés» [131]. Au-dessus de la transition où T > Tcrit, un gaz quantique
se comporte comme un gaz classique caractérisé par une équipartition d’énergie parmi les
particules et donc par une chaleur spécifique constante non nulle CV (T ) = const [131].
Contrairement à un gaz classique, nous observons dans le système d’ondes classiques que
CV → 0 pour E > Ecrit (ou T > Tcrit = Nβ0/%), voir Figure 3.10(c-d). En réalité, les
propriétés d’équilibre d’ondes classiques sont d’une nature différente que celles d’un gaz.
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Au-dessus de la transition, l’état d’équilibre ne présente plus d’équipartition d’énergie,
mais une équipartition de puissance parmi les modes

neqp ∼ T/(−µ) (3.32)

pour le potentiel chimique −µ � βp. Cet état correspond à l’état d’équilibre le plus
désordonné avec pour entropie

Seqmax = −M logM, (3.33)

et pour énergie

Et = 2
3NV0,

avec la température

1/T = (∂S/∂E)N,M → 0.

Cette propriété 1/T → 0 est propre aux système d’ondes classiques et ne se rencontre
pas pour un gaz quantique ou classique. Notons que l’équilibre n’est pas contraint par la
conservation de l’énergie E (le multiplicateur de Lagrange 1/T est nul), mais uniquement
par la conservation de N , ce qui explique l’équipartition modale de puissance discutée
en équation (3.32), voir aussi la référence [106]. En conséquence, une variation de la
température T n’affecte pas l’énergie E, ce qui implique CV → 0. Ces aspects seront
discutés plus en détail en Conclusion, notamment en relation avec l’existence d’états
d’équilibre caractérisés par une température négative. Notons enfin qu’en approchant la
limite thermodynamique, la chaleur spécifique CV présente une singularité caractérisée
par une dérivée infinie à E = Ecrit (ou T = Tcrit) comme prédit par l’équation (3.31), voir
Figure 3.10(c-d).

3.5.3 Comparaison aux valeurs extraites de l’expérience
Dans cette partie nous allons comparer les propriétés thermodynamiques théoriques de
la condensation d’ondes classiques avec des valeurs qui peuvent être extraites de l’expé-
rience. Nous soulignons que dans l’expérience nous ne «mesurons» pas l’entropie ou la
chaleur spécifique. Ces quantités sont en fait extraites d’autres données expérimentales.
Par exemple, en utilisant l’équation (3.23) qui exprime l’entropie à l’équilibre Seq vs µ,
nous reportons en Figure 3.10(a) l’évolution de Seq vs E/N en utilisant les données ex-
périmentales µ vs E en Figure 3.7(a). D’une façon similaire, en utilisant l’équation (3.24)
qui exprime la température T vs µ, nous reportons en Figure 3.10(b) l’évolution de T vs
E en utilisant les données expérimentales µ vs E en Figure 3.7(a). Nous rappelons que
dans notre expérience la transition de condensation est étudiée en faisant varier l’énergie
E tout en gardant la puissance N et et le nombre de modes M constant (M jouant un
rôle analogue au volume du système [24]).

Afin de comparer les distributions d’intensités (champ proche et champ lointain) me-
surées expérimentalement aux distributions théoriques de Rayleigh-jeans en Figure 3.5,
nous avons utilisé le fait que le couple énergie-puissance (E,N) mesuré fixe le couple
(µ, T ). Ceci peut être constaté en Figure 3.10(a) où le rapport E/N fixe de façon unique

63



CHAPITRE 3. THERMALISATION ET CONDENSATION D’ONDES OPTIQUES :
OBSERVATION EN FIBRE OPTIQUE MULTIMODE À GRADIENT D’INDICE

le potentiel chimique µ. Par ailleurs, la Figure 3.10(b) montre que le couple (E,N) fixe
également la température T de façon unique. Enfin, nous rappelons que β0 etM sont fixés
par la fibre multimode voir section 3.2.1.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.10 – Thermodynamique de la condensation d’ondes classique. (a) En-
tropie Seq vs E/Ecrit ; (b) E/Ecrit vs T/Tcrit. Chaleur spécifique CV /M vs E/Ecrit (c), et
T/Tcrit (d). Les triangles bleus (jaunes) reportent les résultats extraits des mesures expé-
rimentales des distributions d’intensités (moyennées sur les réalisations), comme discuté
dans le texte. Les lignes rouges pleines reportent la théorie RJ sans paramètres ajustables
(M = 120 modes), voir les équations (3.23-3.25), et (3.28). Pour E < Ecrit (ou T < Tcrit)
le système présente une équipartition d’énergie entre les modes de sorte que CV /M → 1,
tandis que pour E > Ecrit (ou T > Tcrit) l’équipartition de puissance entre les modes (voir
équation (3.32)) entraîne CV → 0. Les lignes noires hachurées sont pour M = 500500, ce
qui montre qu’en s’approchant de la limite thermodynamique, la chaleur spécifique ex-
hibe une singularité à la transition de phase de condensation, comme discuté en équation
(3.31). On peut noter en (a) que l’entropie est une fonction concave de l’énergie.

3.6 Conclusion et perspectives
Pou résumer, nous avons présenté le dispositif expérimental utilisé pour les expériences.
Nous avons discuté le rôle essentiel du diffuseur pour l’observation de l’effet de conden-
sation, lequel permet de varier l’énergie (Hamiltonien) du faisceau injecté dans la fibre
multimode tout en maintenant la puissance constante. Nous avons présenté le dispositif
expérimental qui permet de mesurer les distributions d’intensités en champ proche et en
champ lointain. Après avoir vérifié que l’effet Raman peut être négligé au sein de la courte
longueur de fibre considérée dans notre expérience, nous avons montré que la propaga-
tion de la lumière dans la MMF se déroule dans le régime faiblement non linéaire. En
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mesurant la puissance et l’énergie du faisceau optique en entrée (20cm) et en sortie (12m)
de fibre, nous avons démontré la conservation de l’énergie et de la puissance durant la
propagation dans la MMF. En réalisant des moyennes sur plusieurs réalisations sur une
plage complète de E/Ecrit, nous avons vérifié expérimentalement l’équipartition d’énergie
pour les contributions cinétiques et potentielles.

Afin d’observer la thermalisation vers la distribution de Rayleigh-Jeans, nous avons extrait
à partir des moyennes sur les distributions d’intensités la fraction de puissance au sein
du mode fondamental n0/N ainsi que le potentiel chimique µ. Pour chaque distribution
moyenne, ce couple de paramètres est déterminé en minimisant les erreurs quadratiques
associées à la procédure d’extraction. Les erreurs sont inférieures à 2% sur toute la plage
d’énergie, ce qui corrobore le processus de thermalisation vers l’équilibre de Rayleigh-
Jeans. Nous avons ensuite présenté différents profils individuels et moyennés des distri-
butions d’intensités du champ proche et du champ lointain enregistrées en entrée et en
sortie de la MMF. Nous avons observé une réduction des fluctuations pour les réalisations
individuelles entre l’entrée et la sortie de la fibre, cette réduction met en évidence le rôle
«d’attracteur statistique» de la distribution de Rayleigh-Jeans. Enfin, nous avons caracté-
riser le processus d’attraction vers Rayleigh-Jeans en introduisant une distance qui mesure
le degré de similarité entre la distribution d’intensité radiale d’un faisceau enregistré ex-
périmentalement et l’intensité théorique de Rayleigh-Jeans. La forte réduction de cette
distance entre le faisceau en entrée et en sortie de la MMF montre l’attraction vers le profil
d’intensité théorique et confirme donc la thermalisation vers l’équilibre de Rayleigh-Jeans.

Nous avons discuté la théorie de condensation de Rayleigh-Jeans dans le cas de la limite
thermodynamique. L’analyse met en évidence la transition de phase pour des valeurs de
l’énergie plus petites qu’une valeur critique Ecrit. Dans notre expérience, la fibre possède
un nombre fini de modes, et les effets de taille finie inhérents à la MMF sont pris en
compte en considérant une somme discrète sur les modes (au lieu des intégrales conti-
nues). Nous avons montré que les effets de taille finie du système rendent la transition
vers l’état condensé «plus douce» et continue. Nous avons ensuite reporté les courbes
théoriques du potentiel chimique et de la fraction de puissance condensée en fonction de
l’énergie afin de les comparer aux données expérimentales extraites par la méthode des
moindres carrés pour les distributions d’intensités en champ proche et en champ lointain.
Les résultats expérimentaux sont en accord quantitatif avec la théorie de Rayleigh-Jeans
sans paramètres ajustables. Enfin, nous avons discuté l’impact du rayon de courbure de
la fibre due à son enroulement autour du tambour. La courbure de la fibre a un impact
négligeable sur les valeurs propres βp et entraîne une réduction de 7% du nombre de modes
par rapport à la fibre droite. Nous avons alors appliqué la procédure des moindres carrés
avec M = 111 modes (au lieu de M = 120) et avons montré que la courbure n’affecte pas
le bon accord entre la théorie et l’expérience.

Nous avons discuté les propriétés thermodynamiques de la condensation d’ondes clas-
siques afin de les comparer à celles de la condensation de Bose-Einstein quantique. Nous
avons montré qu’en dessous de la transition (E < Ecrit), la chaleur spécifique tend vers
le nombre de modes CV → M , ce qui est attendu par le théorème de l’équipartition
d’énergie inhérent à la mécanique statistique d’un système classique à l’équilibre thermo-
dynamique. Ceci est en contraste avec le comportement d’un gaz quantique CV → 0 dans
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la limite T → 0, lequel résulte de la notion quantique de «degrés de libertés gelés» [131].
Au-dessus de la transition E > Ecrit, nous avons observé que CV → 0 pour un système
d’ondes classiques, l’état d’équilibre ne présente plus d’équipartition d’énergie, mais une
équipartition de puissance parmi les modes. Cette particularité est propre aux systèmes
d’ondes classiques avec un nombre fini de degrés de libertés (nombre de modes), elle n’est
pas présente pour un gaz quantique ou classique. Enfin, nous avons comparé les propriétés
thermodynamiques de la condensation d’ondes classiques avec les mesures expérimentales
en utilisant le fait que le couple énergie-puissance (E,N) mesuré fixe le couple (µ, T ).
Nous avons ainsi observé un bon accord entre la théorie et l’expérience.

Notons enfin que les faisceaux incohérents avec E > Et peuvent être en principe ex-
cités avec des conditions initiales artificielles caractérisées par une population modale
inversée (état de température négative) [24]. Cet aspect sera discuté en Conclusion de ce
manuscrit. Nous discuterons également en Conclusion du mécanisme responsable du pro-
cessus de thermalisation observé expérimentalement en relation avec les cascades (directe
et inverse) de turbulence d’ondes.

Appendice A : Stabilité du condensat en fibre optique
multimode à gradient d’indice

La description de la condensation d’ondes en absence de potentiel de piégeage (c-a-d, dans
le cas homogène V (r) = 0) nécessite l’approche de Bogoliubov, qui montre que la fraction
de puissance condensée neq0 /N dépend fortement de la non linéarité γ [16,132–134]. Dans
cet Appendice, nous montrons que l’approche de Bogoliubov n’est pas nécessaire pour
décrire le régime faiblement non linéaire de notre expérience.

Le désordre structurel de la fibre optique multimode considéré dans l’équation NLS mo-
dale (2.16) conduit à une dynamique de phase aléatoire entre les modes. Comme décrit
par l’équation cinétique (2.37), le désordre a alors un effet stabilisant dans le processus de
condensation dans le régime faiblement non linéaire. Cependant, comme discuté en Cha-
pitre 2, le désordre ne domine pas les effets non linéaires dans les expériences. Dans cet
Appendice, nous montrons que le condensat est stable face à la non linéarité focalisante
même en absence des effets de désordre. Par conséquent, dans ce qui suit nous négligeons
l’impact du désordre en polarisation et posons Dp = 0, aaap → ap en équation (2.16).

En suivant une approche de type analyse de stabilité linéaire, nous supposons que le
mode fondamental est fortement occupé (|a0| � |am|, m 6= 0) et nous considérons le
régime faiblement non linéaire ε = Llin/Lnl = γN/β0 � 1. Les équations linéarisées
s’écrivent

∂za0 = −iβ0a0 + iγ|a0|2a0 + iγ
∑
p 6=0

sp0(2|a0|2ap + a2
0a
∗
p),

∂zam = −iβmam + iγsm0|a0|2a0 + iγ
∑
p 6=0

smp(2|a0|2ap + a2
0a
∗
p),

où smn = Smn00. En écrivant smn = wmxnxwmyny , nous avons
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wmxnx = (−1)mx−nx2

2mx+nx
√
mx!nx!

(mx + nx)!
(mx+nx

2 )! , (3.34)

où mx et nx ont la même parité, et wmxnx = 0 autrement (idem pour wmyny). Nous
cherchons une solution particulière de la forme a0 = √n0e

−iβ̄0z, où β̄0 sera défini ci-
dessous, et am = dme

−iβ̄0z avec β̄m = βm− β̄0 (dm est une réel). L’ansatz ci-dessus est une
solution si

−β̄0n
1/2
0 = −β0n

1/2
0 + γn

3/2
0 + 3γn0

∑
p6=0

sp0dp,

β̄mdm = +γsm0n
3/2
0 + 3γn0

∑
p 6=0

smpdp, m 6= 0.

Donc le vecteur d est solution du système linéaire (I −K)d = y, avec les éléments de y
donnés par ym = γn

3/2
0 sm0/β̄m et la matrice K = (Kmp) donnée par Kmp = 3γn0smp/β̄m

pour m 6= p et 0 autrement. La matrice I − K est inversible si supm
∑
p |Kmp| < 1,

ce qui est vérifié puisque ε � 1. Donc il y a une solution vectorielle unique qui est
d = (I − K)−1y. En considérant seulement les corrections au premier ordre O(ε2β0),
nous avons dm = γn

3/2
0 sm0/(βm − β0), β̄0 = β0 − γn0, β̄m = βm − β0 + γn0, et le mode

fondamental non linéaire est de la forme

ū0(r , z) = √n0e
−iβ̄0z

u0(r) +
∑
m 6=0

γn0sm0

βm − β0
um(r)

 .
Le champ total est alors constitué de la superposition du condensat dans le mode (légère-
ment déformé) ū0 et des fluctuations de modes incohérents am6=0, qui peuvent être écrits
en terme de ãm(z) = am(z)eiβ̄0z :

∂zãm = −iβ̄mãm + iγn0
∑
p 6=0

smp(2ãp + ã∗p). (3.35)

L’analyse de la stabilité du système est réalisée en calculant les valeurs propres de la
matrice, qui révèle que les valeurs propres sont purement imaginaires pour ε � 1, c-a-
d, le condensat est stable. Cette conclusion est confirmée par la remarque suivante. On
note d’abord que pour mx,my � 1, nous avons sm0 ' 1/[

√
π(mxmy)1/42(mx+my)/2], et

smm ' 4/[π(mxmy)1/2], de sorte que sm0 présente une décroissance rapide vers 0 comparé
à smm. Donc en supposant smm � smp (p 6= m), les valeurs propres sont obtenues sous
forme analytique avec la relation de dispersion de Bogoliubov

β̄Bm =
√

(β̄m − 3γn0smm)(β̄m − γn0smm). (3.36)

En considérant le régime faiblement non linéaire de l’expérience ε = γN/β0 < 10−3, β̄Bm
est réel et β̄Bm ' β̄m ' βm − β0, c-a-d, la relation de dispersion de Bogoliubov de am(z)
en présence du condensat (√n0 � |am|) est bien approximée par l’expression linéaire
βBm ' βm. En d’autres termes, la renormalisation non linéaire de Bogoliubov de la relation
de dispersion linéaire est négligeable. Notons enfin qu’une analyse des simulations de
l’équation NLS révèle que même le mode fortement condensé p = 0 évolue dans le régime
faiblement non linéaire [22], ce qui confirme la validité de l’équation cinétique dans le
régime où le mode fondamental est fortement peuplé.
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Chapitre 4
Formation de solitons «cachés» dans
des structures gravitationnelles inco-
hérentes

Comme discuté dans les précédents chapitres avec l’exemple de condensation d’ondes clas-
siques, l’évolution d’un système turbulent peut être caractérisée par la formation d’une
structure cohérente. La génération spontanée d’un soliton peut être également interprétée
comme un effet de «condensation» d’ondes dans le sens où il se forme une structure co-
hérente à grande échelle qui reste immergée dans une mer turbulente aux petites échelles.
Ce phénomène a été très étudié en présence d’interactions à courte portée où l’effet de
thermalisation peut avoir lieu efficacement. Dans ce Chapitre nous étudions ce problème
en présence d’interactions (gravitationnelles) à longue portée, lesquelles ralentissent de fa-
çon significative l’effet de thermalisation. Nous considérons ce problème dans le cadre de
l’équation de Schrödinger-Poisson (ou Newton-Schrödinger) qui a également fait l’objet de
différentes études expérimentales en optique. Nous mettons en évidence un nouveau régime
qui se caractérise par la formation de solitons «cachés» dans le sens où ils sont entière-
ment immergés dans les fluctuations environnantes du champ incohérent (l’amplitude des
solitons est du même ordre que celle des fluctuations incohérentes, et leur largeur est plus
importante que la longueur de cohérence de ces fluctuations). Ces solitons peuvent donc
être difficilement identifiés dans l’évolution spatio-temporelle du champ, alors que leur
existence peut être clairement dévoilée dans l’espace des phases (spectrogramme optique).
Sur la base d’un formalisme de Vlasov de turbulence d’ondes, nous montrons que les so-
litons sont piégés et stabilisés par les fluctuations incohérentes environnantes. De cette
façon nous avons identifié numériquement et décrit théoriquement des solitons binaires
qui orbitent l’un autour de l’autre dans l’espace des phases.
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4.1 Introduction

La compréhension des mécanismes responsables de processus d’auto-organisations dans
les systèmes conservatifs (Hamiltonien) est un problème difficile qui a généré beaucoup
d’intérêt. Un progrès remarquable a été accompli quand Zakharov et ses collaborateurs
ont identifié un processus de «turbulence de solitons» dans l’équation NLS non-intégrable
focalisante [35,135]. En partant d’une condition initiale homogène, l’onde développe l’in-
stabilité modulationnelle qui donne lieu à la génération d’un train de solitons. En raison de
la nature non-intégrable du système, les solitons interagissent de façon inélastique, c-a-d,
lors d’une collision on observe un transfert de masse du petit soliton vers le grand. De cette
façon, le système relaxe irréversiblement vers un état d’équilibre dans lequel un soliton de
grande amplitude reste immergé dans des fluctuations de faible amplitude [37,38,136,137].
Le soliton joue donc le rôle d’un «attracteur statistique» pour le système Hamiltonien. Il
est important de souligner que la solution soliton réalise le minimum de l’énergie (Hamil-
tonien) : Le système relaxe donc vers l’état d’énergie minimum, ce qui permet aux fluctua-
tions de faible amplitude d’emmagasiner le maximum d’énergie cinétique [37,38,136]. De
ce point de vue, ce processus d’auto-organisation a une origine thermodynamique : Il est
thermodynamiquement avantageux pour le système de générer un soliton, parce que ceci
lui permet d’augmenter la quantité de désordre («entropie») sous forme de fluctuations
aux petites échelles.

Ce scénario devient plus complexe lorsque le système présente des interactions à longue
portée, c’est-à-dire lorsque le potentiel non linéaire non local décroît algébriquement dans
l’espace. Dans ce cas, le processus de thermalisation ralentit de façon dramatique et une
compréhension détaillée de la dynamique de thermalisation reste encore un problème ou-
vert [48, 49]. À cet égard, l’équation de Newton-Schrödinger (NS) apparaît comme un
cadre théorique naturel pour étudier un système d’ondes avec des interactions à longue
portée. L’équation de NS a été proposée dans le but d’étudier l’effondrement de la fonc-
tion d’onde quantique en présence d’un potentiel gravitationnel Newtonien [138, 139].
L’équation de NS peut également être obtenue comme limite non relativiste de l’équation
auto-gravitante de Klein-Gordon [140, 141], et décrit ainsi le couplage des champs gra-
vitationnels classiques aux états de particules quantiques de masses non nulles. Dans ce
sens, des solutions solitons de l’équation de NS [142] ont été utilisées dans le passé afin
d’introduire le concept d’étoile de Bosons [143], bien qu’aucune application astrophysique
de ces objets ne fut connue à l’époque. Plus récemment, l’équation de NS a été utilisée
pour développer une formulation quantique de la matière noire qui résoudrait la «crise
de la matière noire froide», c’est-à-dire la formation d’une singularité dans la description
classique de la matière noire [144–155]. En effet, des simulations numériques 3D récentes
de l’équation de NS réalisées dans le cadre cosmologique révèlent que, en règle générale,
le système s’auto-organise en un noyau soliton de grande amplitude, lequel est entouré
d’une structure incohérente qui est consistante avec la description classique [156–163]. En
d’autres termes, le potentiel quantique répulsif (issu du principe d’incertitude) inhérent à
l’équation de NS conduit à la formation d’un noyau solitonique qui résout le problème de
singularité dans la description classique de la «matière noire froide». Ce modèle Bosonique
de la matière noire a reçu différents noms dans la littérature, tels que «wave-dark matter»
ou «fuzzy-dark matter», ou «ultralight dark matter», ou «BEC-dark matter».
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Notre objectif dans ce chapitre est de mettre en évidence un nouveau régime des systèmes
d’ondes à longue portée. Nous montrons qu’en augmentant la non-linéarité, l’équation
de NS exhibe un régime incohérent spécifique contenant des structures solitons «cachés».
Plus précisément, à partir d’une condition initiale homogène, l’onde exhibe l’instabilité
modulationnelle de Benjamin-Feir (ou instabilité gravitationnelle de Jeans) puis, après un
transitoire, elle s’auto-organise en une structure localisée incohérente caractérisée par un
spectre à support compact. Une telle structure incohérente contient des solitons «cachés»
au sens suivant : (i) L’amplitude du soliton est du même ordre que les fluctuations de la
structure incohérente environnante ; (ii) La largeur du soliton est beaucoup plus grande
que la longueur de corrélation des fluctuations de la structure incohérente, mais beaucoup
plus petite que le rayon de la structure incohérente, voir équation (4.15). Par conséquent,
le soliton peut être difficilement identifié dans les domaines spatiaux ou spectraux habi-
tuels, alors que son existence est clairement dévoilée dans la représentation de l’espace
des phases (ou spectrogramme). Notre approche théorique fournit une description cou-
plée de la composante cohérente (le soliton régi par une équation de NS effective) et de
la composante incohérente (la structure incohérente régie par une équation cinétique de
turbulence d’ondes formellement analogue à une équation de Vlasov-Poisson). Un résultat
de ce travail est que le soliton caché est stabilisé par la structure incohérente, dans le sens
où c’est la structure incohérente qui soutient et piège le soliton. En conséquence de ce
mécanisme de piégeage, le soliton présente un profil de densité Gaussien, une caractéris-
tique qui diffère de la solution soliton (ajustée) algébrique de l’équation de NS [156–159].
Alors que nous développons la théorie dans le cas général à d-dimensions spatiales, nous
concentrons notre étude numérique à une seule dimension spatiale car pour d = 1 la
quantité de non-linéarité et la séparation des échelles spatiales peuvent être augmentées
de manière significative par rapport aux simulations tri-dimensionnelles. De plus, bien que
nous considérons spécifiquement le cas de l’équation de NS gravitationnelle, nos résultats
sont généraux pour les systèmes d’ondes à longue portée caractérisés par une décroissance
algébrique du potentiel d’interaction.

Nous pensons que ce travail possède différentes ramifications possibles pour les recherches
futures.
(i) Premièrement, il devrait stimuler des expériences. Il y a un regain d’intérêt actuel dans
le développement de phénomènes analogues à la gravité dans des expériences d’optique
en laboratoire, c’est-à-dire l’étude des effets gravitationnels à l’aide de systèmes artificiels
qui recréent certains aspects spécifiques du système gravitationnel complet [164]. La gra-
vité étant par nature non linéaire et non locale, les états de solitons cachés prédits dans
ce travail pourraient être observés et étudiés dans des expériences d’optique non linéaire
impliquant des non-linéarités fortement non locales [59,60].
(ii) Ce travail devrait stimuler la réalisation de simulations numériques à trois dimensions
pour tester l’existence de ce régime de solitons «cachés» à 3 dimensions. Selon le modèle
de matière noire Bosonique basé sur l’équation de NS, des états solitons peuvent se for-
mer, bien que leur existence soit cachée dans des structures incohérentes. Cela devrait
également aider à comprendre la correspondance de l’équation de NS vers Vlasov-Poisson
dans la limite ~/m→ 0, comme discuté en détail dans un travail récent [160]. Selon cette
correspondance quantique-classique, les états solitons identifiés dans [156–159] devraient
disparaître dans la limite asymptotique purement classique ~/m→ 0 [160]. Le régime de
solitons «cachés» peut alors être considéré comme le régime ultime précédant la limite
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classique - le soliton «caché» apparaît comme une correction quantique résiduelle de la
description purement classique fournie par l’équation de Vlasov-Poisson.
(iii) Notre théorie basée sur des formalismes couplés cohérents-incohérents peut ouvrir
la voie au développement d’une approche plus générale pour étudier les régimes de tur-
bulence forte [14, 15, 34, 38, 165], dans lesquels une composante cohérente de type soliton
(régie par une équation d’onde) interagit avec la composante turbulente incohérente (régie
par une équation cinétique).

4.2 Equation de Newton-Schrödinger

4.2.1 Modèle à d-dimensions spatiales
Ce travail est à l’origine motivé par l’étude de l’équation de NS, qui s’écrit généralement
sous la forme suivante

i~∂tψ = − ~2

2m∇
2ψ +mV ψ, (4.1)

∇2V = 4πG|ψ|2. (4.2)

Cette équation décrit l’évolution 3D d’un gaz de Bosons auto-gravitant non relativiste
avec pour fonction d’onde ψ(x, t) et densité ρ(x, t) = |ψ|2(x, t). Le gaz de Bosons évolue
sous l’influence de son potentiel de gravitation auto-induit V (x, t) satisfaisant l’équation
de Newton (ou de Poisson) (4.2), où m est la masse des bosons et G la constante gravi-
tationnelle de Newton.

Dans ce qui suit, nous considérons la forme générale de l’équation de NS à d dimensions
spatiales :

i∂tψ = −α2∇
2ψ + V ψ, (4.3)

∇2V = γηd|ψ|2, (4.4)

avec le coefficient de dispersion α > 0, le coefficient non linéaire γ > 0, et avec η1 = 2,
η2 = 2π, η3 = 4π. En conséquence, nous avons :

V = −γUd ∗ |ψ|2 = −γ
∫
Ud(x − y)|ψ(y)|2dy, (4.5)

où le potentiel gravitationnel à d−dimensions s’écrit

U1(x) = −|x|, U2(x) = − log(|x|), U3(x) = 1
|x| . (4.6)

L’équation de NS conserve la «masse» totale

M =
∫
|ψ|2(x, t)dx. (4.7)

Notons à cet égard que l’ajout d’une constante cd à Ud ne multiplierait ψ que par
exp(iγcdMt), ce qui ne modifie pas la dynamique. Une autre quantité importante conser-
vée par l’équation de NS est l’Hamiltonien H = Hl +Hnl, avec la contribution linéaire
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Hl(t) = α

2

∫
|∇ψ|2(x, t)dx, (4.8)

et la contribution non linéaire

Hnl(t) = 1
2

∫
V (x, t)|ψ|2(x, t)dx. (4.9)

On remarque également que l’équation de NS d-dimensionnelle (4.3-4.5) est invariante (à
un facteur de phase global) sous la transformation d’échelle

{t,x,Ud, ψ} → {µ−2t, µ−1x, µd−2Ud, µ
2ψ}. (4.10)

4.2.2 «Healing length»
La «healing length» représente l’échelle spatiale caractéristique pour laquelle les effets
linéaires et non linéaires sont du même ordre (c’est par exemple la taille typique d’un
soliton). Afin de définir la «healing length», on considère une structure incohérente carac-
térisée par une densité ρ̄ typique de |ψ|2 et ` sa taille typique, c’est-à-dire son rayon de
variation caractéristique. En conséquence, l’amplitude typique du potentiel gravitationnel
V est γρ̄`2 et son rayon de variation typique est `. L’échelle de temps caractéristique de
l’évolution non linéaire est donnée par τnl = 1/(γρ̄`2). D’autre part, l’échelle de temps
caractéristique due aux effets de dispersion linéaire est τl = λ2

c/(α/2), lorsque la longueur
de corrélation du champ ψ est λc. On peut alors définir un analogue de la healing length
ξ représentant l’échelle spatiale telle que les effets linéaires et non linéaires sont du même
ordre

ξ = 1
`

(
α

2γρ̄

)1/2

. (4.11)

Notons que τl/τnl = λ2
c/ξ

2. En conséquence, dans le régime faiblement non linéaire λc � ξ,
également appelé régime cinétique, la théorique cinétique de turbulence d’ondes récem-
ment développée pour l’équation de NS en référence [166] peut être utilisée. Ce n’est pas
ce régime que nous aborderons dans ce Chapitre.

Il est intéressant de noter que l’équation de NS ne possède pas de paramètres libres. Pour
observer cela, considérons le changement de variable suivant dans les équations (4.3-4.5) :
x = Λx̃, t = τ t̃ et ψ(t,x) =

√
ρ̄ψ̃(t/τ,x/Λ),

Λ =
(
α

2γρ̄

)1/4

et τ = 2Λ2

α
. (4.12)

Le champ normalisé ψ̃ satisfait alors l’équation de NS sans dimension et normalisée :

i∂t̃ψ̃ = −∇2
dψ̃ − ψ̃

∫
Ud(x̃ − ỹ)|ψ̃(ỹ)|2dỹ. (4.13)

À d-dimensions spatiales, la healing length normalisée ξ̃ = ξ/Λ s’écrit alors

ξ̃ = Λ
`
. (4.14)
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Notons que ce paramètre sans dimension est invariant sous la transformation d’échelle
(4.10) de l’équation de NS d-dimensionnelle (4.3-4.5).

Notons aussi que le taux de croissance de l’instabilité modulationnelle est donné par σinst =√
αγηdρ̄− α2k4/4, de sorte que les modes k ≥ kJ = 2π/ΛJ avec ΛJ =

√
2π(α/(γηdρ̄))1/4 '

Λ sont stables. La longueur de Jeans ΛJ joue donc un rôle important, c’est la longueur de
coupure spatiale en dessous de laquelle une onde homogène est stable.

4.3 Mise en évidence du soliton dans l’espace des phases

4.3.1 Séparation d’échelles spatiales

Il est important de noter que le paramètre ξ̃ défini par l’équation (4.14) est directement
lié au paramètre Ξ qui régit la correspondance quantique-classique (c’est-à dire la cor-
respondance entre l’équation NS et l’équation Vlasov-Poisson) dans la limite ~/m → 0 :
Par l’équation (4.41) dans [160] et par l’équation (4.16) en-dessous, nous avons Ξ ∼ ξ̃4

[158,159]. En conséquence, pour des valeurs modérées de Ξ ∼ 1, le terme de dispersion li-
néaire dans l’équation NS joue un rôle fondamental et le système présente une dynamique
cohérente (c’est-à-dire sensible à la phase) qui est essentiellement dominée par des struc-
tures de type soliton. En diminuant le paramètre ξ̃ � 1 (ou Ξ� 1), les solitons devraient
disparaître progressivement. Le système entre dans un régime collectif, caractérisé par la
génération d’une structure incohérente à grande échelle [160].

Le résultat principal de ce Chapitre est qu’une telle structure incohérente peut encore
contenir des solitons «cachés». Plus précisément, dans le régime ξ̃ � 1 (ou Ξ � 1), une
structure localisée incohérente d’amplitude ρ̄, de rayon typique ` et caractérisée par une
longueur de corrélation λc ∼ ξ peut être observée. Nous montrerons qu’une telle structure
permet de stabiliser un soliton d’amplitude ρ̄ et de rayon typique RS, où RS satisfait

λc ∼ ξ � RS � `. (4.15)

Plus précisément, l’analyse révèle que RS est la moyenne géométrique de ` et ξ, RS ∼
√
ξ`.

Comme discuté dans l’introduction, nous abordons plus spécifiquement le problème d’une
condition initiale homogène, qui développe l’instabilité modulationnelle. Notons que la
condition initiale homogène est pertinente en cosmologie où la formation de structures
à grande échelle telles que les galaxies et les amas de galaxies se produisent via des in-
stabilités gravitationnelles issues de petites fluctuations [163]. On considère l’instabilité
modulationnelle par des simulations numériques de l’équation de NS dans une boîte finie
de taille L avec des conditions aux limites périodiques et une densité initiale uniforme. On
note à ce propos que le paramètre ξ̃ dans (4.14) ne dépend pas de la dimension spatiale
d (notons que dans l’ensemble de ce Chapitre nous calculons le paramètre ξ̃ avec une
taille typique de la structure incohérente ` ' L/2). Puisque les simulations numériques
en trois dimensions spatiales (d = 3) sont extrêmement couteuses en temps de calcul, il
s’avère pratique d’étudier le régime incohérent collectif avec ξ̃ � 1 en dimensions infé-
rieures, d = 2 ou d = 1. En d’autres termes, en dimensions inférieures, il est possible
de réaliser des simulations numériques avec une séparation significative des trois échelles
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λc � RS � L (voir 4.15), qui est le régime dans lequel des solitons cachés peuvent être
observés. En effet, nous considérons dans les simulations des valeurs de Ξ ∼ 5.10−8, valeurs
qui apparaissent inaccessibles pour d = 3, où typiquement Ξ > 10−4 [160]. En d’autres
termes, le nouveau régime de solitons «cachés» (4.14) ne semble pas accessible avec les
simulations 3D actuellement disponibles.

4.3.2 Structures cachées cohérentes de type soliton
Dans ce qui suit, nous reportons la théorie dans le cas général à d-dimensions et nous
la comparons aux simulations à une dimension (d = 1), voir Appendice A. Notons ce-
pendant que des simulations à deux dimensions spatiales seront présentées ultérieurement
pour des valeurs modérément petites de ξ̃. La condition initiale est une onde homogène
ψ(x, t = 0) =

√
ρ̄ avec un faible bruit pour initier le processus d’instabilité modula-

tionnelle. Comme largement discuté dans la littérature [156–163], chaque modulation pé-
riodique de l’instabilité subit un effondrement gravitationnel, qui est régularisé par la
formation d’une collection de structures incohérentes qui tendent lentement à fusionner
dans l’évolution à long terme en raison de l’interaction gravitationnelle à longue portée.

Nous reportons dans les Figures 4.1-4.2 les résultats des simulations de l’équation de
NS pour deux valeurs différentes de healing length normalisée ξ̃ = 1 et ξ̃ = 3.5 × 10−3.
Après le développement de l’instabilité modulationnelle, le système présente deux régimes
radicalement différents. Comme discuté dans la sous-section précédente, pour des valeurs
relativement «grandes» de ξ̃ ∼ 1, le système présente un régime cohérent sensible à la
phase qui est essentiellement dominé par des structures de type soliton, voir Figure 4.1.
Dans ce régime ξ̃ ∼ 1, la largeur du soliton a une taille comparable à la longueur de cor-
rélation des fluctuations de la structure incohérente environnante, RS ∼ λc. Notons que
ce régime présente des similitudes avec celui étudié au moyen de simulations numériques
tridimensionnelles dans le contexte de «fuzzy dark matter» [156–159]. Cependant, dans le
cas unidimensionnel considéré ici, les structures de type soliton n’apparaissent pas aussi
robustes qu’en dimension d = 3, dans le sens où, une fois formés, les solitons ne présentent
pas de comportement persistant.

En diminuant le paramètre ξ̃, le sytème entre dans un nouveau régime qui sera étudié
tout au long de ce Chapitre. Le régime est illustré en Figure 4.2 qui montre l’émergence
d’une structure incohérente de grande échelle qui est localisée dans l’espace. Notons que la
Figure 4.2 (a) montre l’évolution à long terme où les structures incohérentes ont fusionné
en une seule structure.
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(a)

(b)

(d)(c)

Figure 4.1 – Régime cohérent de type soliton (d = 1) : Simulation numérique de
l’équation de NS (4.3-4.5) dans le domaine spatial 1D [−L/2 L/2] avec conditions aux
limites périodiques démarrant d’une condition initiale homogène d’intensité ρ̄. Ici L = 8Λ
de sorte que ξ̃ = 0.25. L’onde initiale développe l’instabilité modulationnelle et après
un transitoire, le système exhibe une dynamique cohérente de type soliton en présence
de fluctuations environnantes. Évolution spatio-temporelle de la densité |ψ|2(x, t) (a), et
profil spatial correspondant à t = 64τ (b). (c) Évolutions de l’énergie linéaire Hl et non-
linéaire Hnl,L. (d) Spectre de l’onde |ψ̃|2(k) à t = 64τ , où ψ̃ est la transformée de Fourier
de ψ(x).
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(a)

(b)

(d)(c)

Figure 4.2 – Structure incohérente avec soliton caché : Simulation numérique de
l’équation de NS (4.3-4.5) dans le domaine spatial 1D [−L/2 L/2] avec conditions aux
limites périodiques démarrant d’une condition initiale homogène d’intensité ρ̄. Ici L =
135Λ (ξ̃ = 1.5×10−2). L’onde homogène initiale subit l’instabilité gravitationnelle et après
un transitoire, le système s’auto-organise en une structure localisée incohérente à grande
échelle qui contient des solitons cachés. Évolution spatio-temporelle de la densité |ψ|2(x, t)
(a), et profil spatial correspondant à t = 143τ (b). (c) Évolutions de l’énergie linéaire Hl

et non-linéaire Hnl,L. Les lignes hachurées vertes indiquent les valeurs théoriques de Hl

et non-linéaire Hnl,L prédites par la théorie une fois qu’un état quasi-stationnaire a été
atteint, voir l’équation (4.51). (d) Spectre de l’onde |ψ̃|2(k) à t = 143τ , où ψ̃(k) est la
transformée de Fourier de ψ(x) - notons que le spectre présente un support compact. La
structure localisée incohérente caractérisée dans cette figure contient des solitons cachés,
voir Figure 4.3.
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La différence fondamentale entre la structure incohérente en Figure 4.2 par rapport à la
Figure 4.1 est que pour de petites valeurs de ξ̃, la structure incohérente ne présente pas de
solitons cohérents apparents. Cette observation semble consistante avec la correspondance
selon laquelle l’équation de NS (4.1-4.2) devrait tendre vers l’équation classique Vlasov-
Poisson dans la limite ~/m→ 0, comme discuté en détail en référence [160] pour d = 3. En
effet, en considérant l’équation de NS (4.1-4.2) où α = ~/m et γ = mG/~, le paramètre
de healing length normalisé (4.14) devient

ξ̃ = (~/m)1/2

`(2ρ̄G)1/4 . (4.16)

Comme anticipé ci-dessus, ξ̃ est directement lié à un paramètre qui contrôle la corres-
pondance entre l’équation NS et l’équation Vlasov-Poisson, à savoir Ξ ∼ ξ̃4 (équation
(4.41), [160]) (en effet nous avons |Hnl| ∼ GM/` et ρ̄ ∼ M/`3). En conséquence, la
limite ξ̃ → 0 correspond à l’équation classique de Vlasov-Poisson. Etant donnée la nature
cinétique de cette équations de Vlasov-Poisson, celle-ci n’est pas en mesure de décrire les
structures cohérentes de type solitons. Le résultat inattendu révélé par les simulations
est que la structure incohérente (SI) en Figure 4.2 n’est pas purement incohérente, mais
contient en fait des solitons cachés. Une telle structure soliton est dévoilée par une analyse
dans l’espace des phases du champ ψ(x) fournie par la représentation de Husimi, qui est
en substance une version lissée de la transformée de Wigner [160] :

W (k,x, t) =
∫
ψ(x + ξ/2, t)ψ∗(x − ξ/2, t) exp(−ik · ξ)dξ. (4.17)

La transformée de Wigner n’est pas statistiquement stable (son écart-type est supérieur
à sa moyenne statistique). Il est nécessaire de la lisser par rapport à k et x pour obtenir
une quantité statistiquement stable. Nous considérons la transformée de Wigner lissée, ou
fonction de Husimi

Wσ(k,x, t) = 1
π2

∫∫
W (k ′,x ′, t) exp

(
− |x − x ′|2

σ2 − σ2|k − k ′|2
)
dk ′dx ′, (4.18)

qui peut aussi être écrite comme

Wσ(k,x, t) = 1
πσ2

∣∣∣∣∣
∫
ψ(ξ) exp

(
− |x − ξ|

2

2σ2

)
exp(−ik · ξ)dξ

∣∣∣∣∣
2

. (4.19)

Cette quantité est statistiquement stable pour tout σ > 0. Quand le champ est purement
incohérent l’écart-type deWσ est égal à sa moyenne. Un lissage comparable en x et k peut
être obtenu en choisissant le compromis σ =

√
∆x/∆k pour un rayon de la distribution

∆k en k et ∆x en x. La transformée de Husimi correspondante à la simulation est reportée
en Figure 4.3, où nous avons ∆k ∼ 66Λ−1 et ∆x ∼ 36Λ, et l’on a considéré σ = 0.74Λ.
Le soliton est caractérisé dans l’espace des phases par un spot de haute intensité immergé
dans une mer de fluctuations à petite échelle représentant la structure incohérente. On
peut remarquer en Figure 4.3 que le nombre de solitons diminue au cours de l’évolution
temporelle, conduisant finalement à un seul soliton dans l’évolution à long terme du sys-
tème.

Le point important à noter est que le soliton possède une largeur spectrale ∆kS beaucoup
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plus petite que la largeur spectrale de la structure incohérente, ∆kSI � ∆kS, ce qui signi-
fie que la largeur du soliton, RS ∼ 2π/∆kS est beaucoup plus grande que la longueur de
corrélation λc ∼ 2π/∆kSI de la structure incohérente localisée. En notant par ailleurs que
le rayon du soliton est bien plus petit que celui de la structure incohérente, on observe
en Figure 4.4 la séparation des échelles spatiales qui était anticipée en équation (4.15), à
savoir

λc ∼ 2π/∆kSI � RS ' 2π/∆kS � ` ∼ L/2. (4.20)

De plus, nous verrons que le soliton possède une densité |A|2 qui est du même ordre de
grandeur que les fluctuations de la densité de la structure incohérente |φ|2, qui se traduit
par

|A|2 ∼ |φ|2. (4.21)

Du fait de ces propriétés, le soliton peut difficilement être identifié dans la représentation
spatio-temporelle habituelle.

4.3.3 Piégeage de solitons par la structure incohérente
Un résultat remarquable révélé par les simulations numériques est que les solitons ca-
chés sont piégés par la structure incohérente, comme le montre l’évolution des solitons
dans l’espace des phases en Figure 4.3. Cela indique que la structure incohérente joue le
rôle d’un potentiel effectif de piégeage pour le soliton, une caractéristique qui sera confir-
mée par la théorie présentée en section 4.4. Cette interprétation est corroborée par la
dynamique de l’espace des phases à un stade antérieur de l’évolution, qui montre que
plusieurs solitons sont piégés par la structure incohérente à grande échelle, voir Figure
4.3 de t = 13τ à t = 143τ . Notons que ce régime est assez complexe du fait qu’il est régi
par l’interaction des solitons entre eux - les solitons peuvent entrer en collision, parfois
fusionner ou se détériorer via des interactions aléatoires. Deux solitons peuvent également
orbiter l’un autour de l’autre dans l’espace des phases ce qui donne lieu à un mouvement
binaire robuste, voir Figure 4.5. En règle générale, le nombre de solitons cachés a tendance
à diminuer au cours de l’évolution du système, comme illustré en Figure 4.3. Cela conduit
finalement à un seul soliton, qui présente un mouvement périodique ellipsoïdal dans l’es-
pace des phases, comme cela sera discuté en détail à travers la Figure 4.6. Notons que la
réduction du nombre de solitons ne peut être liée à un processus de fusion car la masse
du soliton unique dans l’évolution à long terme t ' 206τ est comparable aux masses des
solitons individuels à un stade antérieur, par exemple t ' 13τ .

Comme discuté ci-dessus à travers la Figure 4.1, dans le régime de type soliton ξ̃ ∼ 1, les
solitons présentent une faible robustesse, dans le sens où leur interaction avec les fluctua-
tions peut détériorer leur structure au cours de l’évolution du système. Ceci apparaît en
contraste avec la dynamique des solitons cachés révélés en Figure 4.3 pour ξ̃ � 1, où les
solitons présentent une grande robustesse. Cela indique qu’en créant un potentiel de pié-
geage, la structure incohérente renforce la stabilité des solitons cachés, une caractéristique
qui sera confirmée par l’analyse théorique et numérique ultérieure.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

t = 13 t = 49

t = 63 t = 89

t = 107 t = 143

t = 179 t = 206

Figure 4.3 – Solitons dévoilés dans l’espace des phases : Analyse dans l’espace
des phases (transformée de Husimi Wσ(k, x) du champ ψ(x), voir équation (4.19)) de la
simulation numérique rapportée en Figure 4.2. L’ensemble des solitons est caractérisé dans
l’espace des phases par des spots de haute intensité immergés dans une mer de fluctuations
à petite échelle en raison de la structure incohérente discutée en Figure 4.2. Au cours de
l’évolution temporelle, le nombre de solitons diminue, conduisant finalement à un seul
soliton à long terme. Tous les panels se réfèrent à la même échelle de couleur, voir (a).
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4.3.4 Structure incohérente au-delà du régime cinétique faible-
ment non linéaire

Avant de discuter plus en détail du caractère caché du soliton, nous notons que la structure
incohérente est caractérisée par un spectre qui présente un support compact, voir Figure
4.2(d). Ceci révèle l’existence d’une fréquence de coupure kc, dont l’origine va être expli-
quée par les propriétés stationnaires auto-consistantes de la structure incohérente. Une
telle forme spectrale à support compact est en contraste avec un spectre en loi-puissance
nk ∼ 1/kν , qui est une solution stationnaire de l’équation cinétique de turbulences d’ondes
(collisionnelle) [166], que ce soit loin de l’équilibre où à l’équilibre thermodynamique pour
ν = 2 (distribution de Rayleigh-Jeans), comme discuté en Chapitre 3. Ainsi la struc-
ture incohérente évoquée ici évolue dans un régime très éloigné de l’équilibre. Cependant,
la structure incohérente est extrêmement robuste pour des temps d’interaction très im-
portants comme illustré par l’évolution des énergies Hl et Hnl,L en Figure 4.2(c). Par
conséquent, nous associons cet état incohérent collectif à un état de quasi-équilibre, en
analogie avec les états quasi-stationnaires étudiés dans des systèmes d’interaction à longue
portée [48, 49].

Il est également important de noter que la structure incohérente discutée dans ce chapitre
évolue dans le régime d’interaction fortement non linéaire, c’est-à-dire que la structure
incohérente est caractérisée par une longueur de corrélation du même ordre que la healing
length, λc ∼ ξ (ou τl ∼ τnl). En d’autres termes, les composantes de fréquence les plus
élevées de la structure incohérente sont de l’ordre kc ∼ 1/ξ et n’évoluent donc pas dans le
régime faiblement non linéaire (cinétique). Cela a été anticipé ci-dessus en équation (4.15),
et sera confirmé par la théorie en équations (4.54-4.55) et les simulations, voir Figure 4.7.
De plus, la structure incohérente est caractérisée par des fluctuations spatiales qui ne sont
pas homogènes dans l’espace. Cela signifie que la description de la structure incohérente
n’est pas capturée par une équation cinétique de turbulence d’ondes faiblement non li-
néaire [166]. Dans la section suivante, nous montrerons que la description appropriée de
la structure incohérente est fournie par l’équation WT-Vlasov à longue portée.

4.4 Formalisme couplé cohérent-incohérent

4.4.1 Équation NS couplée à WT-Vlasov
Dans cette section, nous dérivons un formalisme qui décrit la dynamique couplée cohérente-
incohérente régissant l’évolution de la structure incohérente et du soliton sous-jacent.
La structure incohérente est décrite théoriquement dans le cadre général du formalisme
de turbulence d’ondes [7, 50]. Comme discuté en Introduction, il a été démontré que la
théorie de turbulence d’ondes fournit une fermeture asymptotique naturelle de la hié-
rarchie des équations des moments pour un système d’ondes dispersives faiblement non
linéaires [12, 14, 15, 34, 38]. Ici, la structure incohérente est caractérisée par des fluc-
tuations qui ne sont pas homogènes dans l’espace, de sorte que, à l’ordre principal, la
dynamique est dominée par une version longue portée de l’équation cinétique de WT-
Vlasov [7, 50,167,168].

Notons que l’équation WT-Vlasov diffère de l’équation traditionnelle de Vlasov décrivant

82



CHAPITRE 4. FORMATION DE SOLITONS «CACHÉS» DANS DES
STRUCTURES GRAVITATIONNELLES INCOHÉRENTES

les ondes aléatoires (comme les instabilités modulationnelles incohérentes, ou solitons inco-
hérents) en optique [7,53] hydrodynamique [10,169] ou plasmas [47], alors que sa structure
est analogue à celle décrivant des systèmes de particules à longue portée, par exemple gra-
vitationnelles [48]. De plus, contrairement aux approches conventionnelles de turbulence
faible [12,38], l’équation WT-Vlasov à longue portée est valable au-delà du régime d’inter-
action faiblement non linéaire [50], comme le révèle une étude récente des ondes de choc
incohérentes se développant dans le régime fortement non linéaire [167]. En effet, grâce à la
nature longue portée de l’interaction, le système présente une propriété d’auto-moyennage
de la réponse non linéaire,

∫
Ud(x − y)|ψ(y)|2dy '

∫
Ud(x − y)〈|ψ(y)|2〉dy. La substitu-

tion de cette propriété dans l’équation de NS conduit donc à une fermeture automatique
de la hiérarchie des équations des moments. Plus précisément, en utilisant des arguments
statistiques similaires à ceux en référence [170], on peut montrer que, du fait d’une ré-
ponse fortement non locale, la statistique de l’onde incohérente se révèle Gaussienne. Nous
verrons dans ce qui suit que le formalisme WT-Vlasov fournit une description précise des
structures incohérentes observées dans les simulations, qui évoluent dans le régime forte-
ment non linéaire λc ∼ ξ (voir équations (4.54-4.55) et Figure 4.7).

Afin de décrire la dynamique couplée cohérente-incohérente de la structure incohérente
et du soliton sous-jacent, nous dérivons ici un système couplé d’équations de NS et WT-
Vlasov à longue portée. En effet, le soliton se caractérise par une moyenne non nulle
〈ψ〉 6= 0 de sorte qu’en opposition à la dérivation habituelle de l’équation de Vlasov,
nous décomposons ici le champ en une composante cohérente A(x, t) et une composante
incohérente φ(x, t) de moyenne nulle (A = 〈A〉 6= 0, 〈φ〉 = 0) :

ψ(x, t) = A(x, t) + φ(x, t). (4.22)

Suivant la procédure usuelle [7], le spectre de la structure incohérente est défini comme
n(k,x, t) =

∫
B(x, ξ, t) exp(−ik · ξ)dξ, où la fonction de corrélation

B(x, ξ, t) = 〈φ(x + ξ/2, t)φ∗(x − ξ/2, t)〉, (4.23)

est définie comme une moyenne sur les réalisations 〈·〉. En partant de l’équation de NS,
on obtient

i∂tA = −α2∇
2A+ AV, (4.24)

∂tn(k,x) + αk · ∂xn(k,x)− ∂xV · ∂kn(k,x) = 0. (4.25)

Ces équations sont couplées l’une à l’autre par le potentiel gravitationnel longue-portée
moyenné

V (x, t) = −γ
∫
Ud(x − y)(|A|2(y, t) +N(y, t))dy, (4.26)

N(x, t) = 〈|φ(x, t)|2〉 = 1
(2π)d

∫
n(k,x, t)dk. (4.27)

Notons que N(x, t) représente la densité moyenne de la structure incohérente, qui dépend
de la variable d’espace x car la structure incohérente exhibe des fluctuations qui ne sont
pas homogènes dans l’espace. Notons que N(x, t) ne doit pas être confondu avec la densité
non moyennée ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 (voir Figure 4.8 où ρ(x) et N(x) sont superposés).
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4.4.2 Équation NS effective couplée à WT-Vlasov
Le système d’équations couplées NS et WT-Vlasov (4.24-4.27) est relativement compli-
qué. Cependant le régime de solitons cachés identifiés dans les simulations en section 4.3
est caractérisée par le paramètre ε ≡ ξ̃ � 1. En conséquence, nous allons effectuer un
développement multi-échelle avec le petit paramètre ε. On peut montrer que le régime de
soliton caché est décrit par le développement suivant (voir Appendice B)

A(x, t) = A(0)(x, t), (4.28)

n(k,x, t) = εdn(0)(εk, εx, t). (4.29)

Avec ce développement nous avonsN(x, t) = N0(εx, t) (avecN (0)(εx, t) = (2π)−d
∫
n(0)(εx,

εk, t)d(εk)). Cela signifie que l’amplitude de la densité du soliton, à savoir |A|2(x), est du
même ordre que la densité moyenne N(x) de la structure incohérente, c’est-à-dire que le
soliton est caché dans la structure incohérente comme discuté à travers l’équation (4.21).
Cependant le soliton est dévoilé dans dans l’espace des phases (x, k) comme un pic d’ordre
un par rapport à l’amplitude de fond n(k,x) qui est de l’ordre de εd, voir Figure 4.4. De
cette façon, les relations (4.28-4.29) pour la variable d’espace x signifient que la taille de
la structure incohérente est de l’ordre de 1/ε � 1 par rapport à la taille du soliton qui
est de l’orde de 1. D’autre part, les relations (4.28-4.29) pour la variable de fréquence k
signifient que la longueur de corrélation de la structure incohérente λc ∼ 2π/∆kSI est de
l’ordre de ε� 1 par rapport à la taille RS du soliton qui est de l’ordre de un, voir équation
(4.20). De plus, la masse de la structure incohérente est MSI = ε−d

∫
N0(εx)d(εx), qui

est de l’ordre de ∼ ε−d par rapport à la masse du soliton MS =
∫
|A(0)(x)|2dx, qui est de

l’ordre de un. En conséquence

MSI �MS, (4.30)

de sorte que la structure incohérente fournit la principale contribution à la masse totale
M ' MSI . Cette séparation d’échelle entre le soliton et la structure incohérente a été
anticipée à travers l’étude de résultats numériques discutés en Figure 4.4 et la théorie que
nous allons présenter va confirmer cette analyse.

Le développement multi-échelle reporté en Appendice B montre que les équations couplées
NS et WT-Vlasov (4.24-4.25) prennent une forme redimensionnée

i∂tA = −α2∇
2A+ VSA+ γqdN(0, t)|x|2A, (4.31)

VS(x, t) = −γ
∫
Ud(x − y)|A|2(y, t)dy. (4.32)

La constante qd dépend de la dimension spatiale, q3 = 2π/3, q2 = π/2, q1 = 1. L’équation
WT-Vlasov (4.25) se réduit à

∂tn(k,x) + αk · ∂xn(k,x)− ∂xVSI · ∂k(k,x) = 0, (4.33)

VSI(x, t) = −γ
∫
Ud(x − y)N(y, t)dy, (4.34)

où nous rappelons que N(x, t) = (2π)−d
∫
n(k,x, t)dk. Cette analyse révèle alors 3 résul-

tats importants :

84



CHAPITRE 4. FORMATION DE SOLITONS «CACHÉS» DANS DES
STRUCTURES GRAVITATIONNELLES INCOHÉRENTES

(i) L’équation WT-Vlasov redimensionnée (4.25) qui gouverne l’évolution de la structure
incohérente n’est pas affectée par le soliton caché, car le potentiel gravitationnel auto-
consistant VSI ne dépend pas du soliton, mais uniquement de la composante incohérente
N(x, t). Ce résultat est consistant avec le fait que la masse du soliton est négligeable par
rapport à la masse de la structure incohérente, comme discuté en équation (4.30).
(ii) Le soliton ressent son potentiel d’auto-gravitation VS, ainsi qu’un potentiel parabo-
lique qui piège le soliton, comme indiqué par le dernier terme en équation (4.31). Comme
discuté dans la prochaine section 4.5, ce potentiel parabolique de piégeage induit par la
structure incohérente explique le mouvement circulaire du soliton dans l’espace des phases
qui peut être observé dans les simulations, voir Figure 4.6.
(iii) Les masses du soliton et de la structure incohérente sont conservées durant l’évolu-
tion, c’est-à-dire qu’il n’y a pas d’échange de masse entre eux. Notons que ce résultat est
valide, strictement parlant, pour une séparation «infinie» des échelles spatiales λc � RS,
tandis qu’un faible échange de masse entre le soliton et la structure incohérente peut
être observé dans les simulations numériques. En effet, lorsque la séparation des échelles
est «finie», l’évolution du spectre de la structure incohérente n’est pas indépendante du
soliton (comme décrit par (4.34)). En réalité, le spectre «ressent» la présence du soliton
(voir les équations (4.25-4.26)), qui affecte le potentiel effectif vu par le soliton. Le soliton
voit alors un potentiel qui n’est pas purement quadratique mais localement modifié par
sa présence, ce qui introduit de petites fluctuations dans la dynamique du soliton et un
échange faible de masse avec la structure incohérente.

Δk
SI 

~ 2π/λ
c

R
S

Δk
S

l

(b)

t = 241

(a)
t = 241

Figure 4.4 – Séparation des échelles dans l’espace des phases : Zoom sur le champ
ψ(x) (a), et sa transformée de Husimi (b), reportés en Figure 4.3 au temps t = 241τ . La
taille du soliton (RS) est beaucoup plus petite que la taille de la structure incohérente,
RS � ` ∼ L, tandis que RS est beaucoup plus grand que la longueur de corrélation des
fluctuations de la structure incohérente, RS ∼ 1/∆kS � λc ∼ 1/∆kSI , voir (4.20).

4.5 Soliton piégé par la structure incohérente locali-
sée

4.5.1 Dynamique du soliton
Nous avons pu identifier en Figure 4.5 la formation d’un soliton binaire, lequel est carac-
térisé par une rotation de deux solitons l’un autour de l’autre dans l’espace des phases.
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Nous décrivons la forme générale de ce soliton binaire en utilisant l’approche variationnelle
(pour d = 1, 3), le lecteur est renvoyé à l’Appendice D pour le détail de l’analyse théorique.
Nous considérons le Lagrangien de l’équation de NS effective avec l’ansatz Gaussien :

A(x, t) =
2∑
j=1

aj(t) exp
(
− |x − xo,j(t)|2

2R2
S,j(t)

+ iΦj(x, t)
)
,

où Φj(x, t) = ko,j(t) · [x −xo,j(t)] + bj(t)|x −xo,j(t)|2 + νj(t). L’évolution des coordonnées
dans l’espace des phases du j-ème soliton [xo,j(t), ko,j(t)] sont obtenues à partir du prin-
cipe de moindre action à travers les équations d’Euler-Lagrange, voir Appendice C.

La dynamique du soliton binaire peut être décomposée en un mouvement du centre de
masse et le déplacement relatif mutuel des deux solitons dans le référentiel du centre de
masse. Les équations pour le centre de masse, Xcm = (MS,1xo,1 +MS,2xo,2)/(MS,1+,MS,2),
et K cm = (MS,1ko,1 + MS,2ko,2)/(MS,1 + MS,2), peuvent être réécrites sous forme Hamil-
tonienne ∂tXcm = ∂KcmHcm, ∂tK cm = −∂XcmHcm avec

Hcm = qdγN0|Xcm|2 + α

2 |K cm|2, (4.35)

où l’on a noté N0(t) = N(x = 0, t). Le barycentre du soliton binaire présente alors un
mouvement périodique ellipsoïdal dans l’espace des phases avec une période de révolution

τcm =
√

2π/
√
αγqdN0. (4.36)

Nous décrivons d’abord le cas d = 1 à travers les simulations de l’équation de NS re-
portée en Figure 4.5. Nous observons d’abord dans la simulation une densité moyenne
N0 = (3.9± 0.2)ρ̄ ce qui donne τcm = (1.56± 0.04)τ par l’équation (4.36). Ce résultat est
en accord avec les simulations où nous avons pu mesurer (τnumcm ' 1.56τ).

La période de révolution (4.36) s’applique également au mouvement ellipsoïdal d’un so-
liton seul où le centre de masse coincide avec la position du soliton. Dans le cas de la
Figure 4.6, N0 = (4.2 ± 0.2)ρ̄ donne τcm = (1.53 ± 0.04)τ , ce qui est en accord avec les
simulations de l’équation de NS où nous avons pu mesurer τnumcm ' 1.52τ .

Les équations Hamiltoniennes gouvernant la position relative du soliton binaire, à sa-
voir Xo = x0,1 − x0,2, K o = ko,1 − ko,2, s’écrivent ∂tXo = ∂KoHo, ∂tK o = −∂XoHo,
avec

Ho = qdγN0|Xo|2 + γ(MS,1 +MS,2)|Xo|2−d + α

2 |K o|2. (4.37)

Pour d = 1, la trajectoire dans l’espace des phases est reportée en Figure 4.5. Le soliton
binaire tournant dans l’espace des phases présente une période de révolution :

τbin = 4
√

2 arcsin(
√
β/2)/

√
αγN0, (4.38)

où β = 1− (MS,1 +MS,2)/√χ, et χ = (MS,1 +MS,2)2 + 4N0f(N0f +MS,1 +MS,2), avec f
la distance maximale entre les deux solitons. La rotation du soliton binaire est toujours
plus rapide que celle du soliton seul (τbin < τcm), comme confirmé par les simulations de
NS en Figure 4.5 où τbin = (1.43±0.04)τ est en accord avec les simulations (τnumbin ' 1.43τ).
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(b) (c)

(a)

112    <  t  < 116 112    <  t  < 116 

Figure 4.5 – Soliton binaire caché : (a) Simulation de l’équation de NS montrant
deux solitons qui orbitent l’un autour de l’autre dans l’espace des phases (transformée
de Husimi). (b) Le centre de masse présente un mouvement ellipsoïdal avec une période
τnumcm ' 1.56τ en accord avec la théorie, voir équation (4.36) (on peut noter que le décalage
horizontal est dû au mouvement de la structure incohérente). La courbe rouge hachurée
reporte l’ellipse théorique Hcm en équation (4.35)(c). Le période de rotation des solitons
tournant l’un autour de l’autre τnumbin ' 1.43τ est en accord avec la théorie, voir équation
(4.38). La courbe rouge reporte la prédiction théorique Ho en équation (4.37).

Nous signalons enfin que cette étude peut être étendue au cas tri-dimensionnel. On peut
ainsi obtenir une expression analytique des trajectoires pour le centre de masse et pour
le mouvement relatif du système binaire de solitons pour d = 3. En particulier, l’analyse
montre que la trajectoire du mouvement relatif n’est pas fermée en général et le mouvement
planaire présente alors une précession du périhélie, voir Appendice C.

Figure 4.6 – Soliton unique caché : Simulation de l’équation de NS montrant l’évolu-
tion dans l’espace des phases d’un soliton unique. Le soliton présente un mouvement ellip-
soïdal dans l’espace des phases (transformée de Husimi) avec pour période τnumcm ' 1.52τ
en accord avec la théorie, voir équation (4.36). La courbe blanche reporte l’ellipse théo-
rique Hcm prédite en équation (4.35).
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4.5.2 Solution stationnaire pour la structure incohérente
Nous avons vu dans le précédent paragraphe que le soliton est piégé par la structure
incohérente à grande échelle. Dans le but de caractériser un tel potentiel de piégeage
parabolique (γqdN(0)|x|2 en équation (4.31)), nous avons besoin de trouver une solution
stationnaire de l’équation WT-Vlasov (4.33-4.34). À cette fin, nous suivons une procédure
générale reportée en référence [171]. Nous verrons qu’une telle solution stationnaire doit
être adaptée à notre problème afin de la comparer aux simulations numériques de l’équa-
tion de NS avec une onde aléatoire ψ(x, t). Nous anticipons qu’un accord raisonnable est
obtenu entre la solution stationnaire et les simulations (voir Figure 4.7). Notons également
que la formation de structures incohérentes a été largement étudiée par les distributions
statistiques à l’équilibre de Lynben-Bell [48,49,172–174] ou via des approches alternatives
basées sur les fonctions de corrélations [161].

Le point de départ est l’observation que toute solution stationnaire des équations couplées
WT-Vlasov (4.33-4.34) peut être exprimée comme une fonction arbitraire de l’Hamiltonien
réduit h = α

2κ
2 +Vst(x). Dans la littérature, il existe une large variété de solutions à l’équi-

libre pour les systèmes d’équations de type Vlasov (non-collisionnel), comme largement
documenté en [171]. Notre but ici est de suivre la procédure naturelle visant à expliquer
la nature du support compact du spectre observé dans les simulations de l’équation de
NS, voir Figure 4.2. L’idée de la méthode consiste à faire valoir que les «particules» qui
constituent la structure incohérente stationnaire, soit nst(h), sont piégées par le potentiel
auto-consistant Vst(x) à condition que leur énergie soit négative h ≤ 0. Ceci détermine
un intervalle spécifique du moment pour les particules auto-piégées −kc ≤ k ≤ kc, où
kc =

√
−2Vst(0)/α apparaîtra comme la fréquence de coupure du spectre à support com-

pact, forme observée dans les simulations de l’équation de NS.

D’après l’équation (4.27), nous avons Nst(x) = (2π)−1 ∫ kc
−kc nst(k, x)dk, et en utilisant le

changement (k → h) nous obtenons

Nst(x) = 1
π
√

2α

∫ 0

Vst

nst(h)√
h− Vst

dh. (4.39)

En suivant le modèle polytrope [171], nous cherchons une solution de la forme

nst(h) = d0|h|p−1/2, (4.40)
où d0 est une constante et p > 1. Par l’intégration de (4.39) nous obtenons

Nst(x) = rp
(
− Vst(x)

)p
, (4.41)

où rp = d0√
2πα

Γ(p+1/2)
Γ(p+1) , Γ(x) étant la fonction Gamma. En rappelant l’équation de Poisson

vérifiée par le potentiel incohérent ∂2
xVst(x) = 2γNst(x), et en prenant la dérivée seconde

de l’équation (4.41), on obtient alors la forme suivante de l’équation d’Emden pour la
structure incohérente stationnaire Nst(x) :

∂2
xNst

1
p (x) = −2γr

1
p
pNst(x). (4.42)

Il s’avère pratique de reformuler l’équation (4.42) sous la forme générique de l’équation
d’Emden. Cela peut se faire en introduisant la variable spatiale x̄ = √ηpx et l’amplitude

88



CHAPITRE 4. FORMATION DE SOLITONS «CACHÉS» DANS DES
STRUCTURES GRAVITATIONNELLES INCOHÉRENTES

u(x̄) = (Nst(x̄/
√
np)/Nst(0))

1
p , avec np = 2γr

1
p
pNst

1− 1
p (0) et u(x̄) ≥ 0. L’équation (4.42)

retrouve alors la forme standard de l’équation d’Emden

∂2
x̄u(x̄) = −up(x̄), (4.43)

avec les conditions de bord u(0) = 1 et ∂x̄u(0) = 0. L’équation d’Emden (4.43) est connue
pour présenter une famille de solutions qui dépendent du paramètre libre p. Ces solutions
sont à support compact dans [−x̄p, x̄p] pour certains x̄p pour tout p > 1. Dans la suite,
on note l’intégrale F1,p =

∫ x̄p
0 up(x̄)dx̄ où u(x̄) est la solution à l’équation d’Emden à une

dimension (4.43).

La structure incohérente stationnaire est caractérisée par la masse

M = gM(p)F1,pNst

p+1
2p (0), (4.44)

où gM(p) = (2/γ)− 1
2 (
√

2πα/d0)
1

2p

(
Γ(p+1)
Γ(p+ 1

2 )

) 1
2p
, et par la contribution linéaire de l’Hamil-

tonien Hl = α
4π
∫∫
k2nst(k, x)dkdx,

Hl = gH(p)F1,p+1

p+ 1 Nst

p+3
2p (0), (4.45)

où gH(p) = (2γ) 1
2 (
√

2πα/d0)
3

2p

(
Γ(p+1)
Γ(p+ 1

2 )

) 3
2p
, et enfin par la contribution non linéaire Hnl =

γ
2
∫∫
|x− y|Nst(x)Nst(y)dxdy :

Hnl = gH(p)G1,p

4 Nst

p+3
2p (0), (4.46)

où G1,p =
∫∫

[−x̄p,x̄p]2 |x̄− ȳ|u(x̄)pu(ȳ)pdx̄dȳ. Nous avons

F1,p+1

p+ 1 = G1,p

8 , (4.47)

pour tout p > 1. La dérivation détaillée de ces expressions est reportée en Appendice E.
Nous obtenons alors Hnl = 2Hl. Ceci est en accord avec le théorème du viriel, qui fournit
une relation générale entre le moment d’inertie I(t) =

∫
x2N(x, t)dx et les contributions

linéaires et non linéaires de l’Hamiltonien de l’équation Vlasov (4.33-4.34). En considé-
rant l’équation WT-Vlasov pour d = 1, le théorème du viriel stipule que dans un état
stationnaire, ∂2

t I = 0 de sorte que l’énergie doit vérifier Hnl = 2Hl, voir Appendice D.
Puisque H = Hl +Hnl est préservé, nous avons Hl = H/3 et Hnl = 2H/3 avec

H = gH(p)3F1,p+1

p+ 1 Nst

p+3
2p (0). (4.48)

Notons finalement que Vst n’est pas égal au potentiel V = −γU1 ∗ Nst, ils ne sont égaux
qu’à une constante additive près V (x)− Vst(x) = V (0)− Vst(0), avec

V (0) = gV (p)H1,pNst(0)
1
p , (4.49)

Vst(0) = −gV (p)Nst(0)
1
p , (4.50)

où gV (p) = (
√

2πα/d0)
1
p

(
Γ(p+1)
Γ(p+ 1

2 )

) 1
p

et H1,p =
∫ x̄p
0 x̄up(x̄)dx̄.
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4.5.3 La structure incohérente dans les simulations numériques
Dans la section précédente, nous avons présenté une famille de solutions théoriques sta-
tionnaires de l’équation WT-Vlasov qui peuvent être paramétrisées par les valeurs de
Nst(0), d0/Nst(0), et p. Il s’avère que les simulations numériques de l’équation de NS ef-
fectuées dans ce chapitre produisent des solutions dont la structure incohérente a tendance
à converger vers ces solutions stationnaires. Les paramètres de ces solutions stationnaires
peuvent être déterminés à partir des conditions initiales des simulations numériques. En
effet, la condition initiale des simulations est uniforme dans la boîte [−L/2, L/2] avec
une densité ρ̄, de sorte que la masse et l’Hamiltonien numériques sont M = ρ̄L et
H = γM2L/8 (car Hnl,L(t = 0) = Hl(t = 0) = 0). Une fois l’état quasi-stationnaire
atteint, nous avons Hl = H/3 et Hnl = 2H/3 de sorte que

M = ρ̄L, Hl = γρ̄2L3

24 , Hnl,L = −γρ̄
2L3

24 . (4.51)

Les équations (4.44) et (4.45) donnent alors deux équations indépendantes pour détermi-
ner les 3 paramètres Nst(0), d0/Nst(0), et p. Notons que les équations (4.46) et (4.48) sont
équivalentes à (4.45) et ne peuvent être utilisées comme une troisième équation indépen-
dante. Il est cependant possible d’avoir une troisième équation indépendante en utilisant
une hypothèse additionnelle, vérifiée numériquement, qui est que le support de la struc-
ture incohérente stationnaire couvre essentiellement la boîte [−L/2, L/2]. En utilisant
cette hypothèse, on peut montrer que le paramètre p est égal à

p ' 4.76, (4.52)

et le paramètre Nst(0) est donné par

Nst(0) = 6F1,p+1

(p+ 1)F 3
1,p
ρ̄ ' 2.72ρ̄. (4.53)

De plus, il y a une quantité importante qui caractérise la structure incohérente sta-
tionnaire, à savoir la fréquence de coupure kc du spectre compact sur [−kc, kc] avec
kc =

√
2/α (−Vst(0))1/2 :

kc =
√
γρ̄L√
α

(
F1,p(p+ 1)

6F1,p+1

) 1
2

' 1.03
√
γρ̄L√
α

. (4.54)

La fréquence de coupure kc possède une signification physique simple, à savoir que les
«particules» avec une quantité de mouvement |k| ≤ kc sont caractérisées par une énergie
négative h = (α/2)k2+Vst(x) ≤ 0, de sorte qu’elles sont piégées par le potentiel auto-induit
Vst(x) de la structure incohérente. Cela signifie que les effets linéaires et non linéaires
s’équilibrent et sont donc du même ordre de grandeur : en utilisant la définition de la
healing length ξ en équation (4.11), la (plus petite) longueur de corrélation de la structure
structure incohérente est

λc ∼ 1/kc ∼ ξ, (4.55)

comme prévu ci-dessus à travers la séparation des échelles spatiales en équation (4.15).
Cela confirme que la structure incohérente n’évolue pas dans le régime faiblement non
linéaire (i.e., λc � ξ) décrit par l’équation cinétique de turbulence faible [166].
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Nous avons comparé les résultats des simulations numériques de l’équation de NS avec la
solution stationnaire de l’équation WT-Vlasov discutée dans cette section. Nous rappelons
que les simulations démarrent d’une condition initiale homogène, qui présente l’instabilité
modulationnelle entraînant la formation d’une série de structures incohérentes localisées.
Les structures incohérentes fusionnent alors en une seule et le système atteint un état
quasi-stationnaire, comme indiqué ci-dessus en Figure 4.2. La convergence des valeurs nu-
mériques de Hl et Hnl,L aux valeurs théoriques (4.51) peut être observée en Figure 4.2(c).
À ce stade nous pouvons comparer la structure incohérente obtenue dans les simulations
NS avec la solution stationnaire de l’équation WT-Vlasov dans laquelle les paramètres
p et Nst(0) sont donnés par les équations (4.52-4.53). Cette comparaison est reportée en
Figure 4.7 pour une petite valeur du paramètre ξ̃ = 1.5× 10−2 (correspondant à la Figure
4.2).

(a)

(b) +k
c

-k
c

Figure 4.7 – Structure incohérente localisée : NS vs WT-Vlasov. Simulations
numériques de l’équation de NS (trait bleu) avec ξ̃ = 1.5 × 10−2 (comme en Figure 4.2),
L = 135Λ présentant la densité |ψ|2(x) (a), et le spectre |ψ̃|2(k) en échelle log10 (b), à
t = 188τ . En partant d’une condition initiale homogène, l’onde s’auto-organise en une
structure incohérente localisée (a), caractérisée par un support compact du spectre (b).
Comparaison avec la solution stationnaire de l’équation WT-Vlasov (4.41) (trait rouge),
dont les paramètres (p = 4.76, Nst(0) = 2.72ρ̄) ont été obtenus par les équations (4.52-
4.53). Notons en particulier le bon accord entre la forme spectrale à support compact et la
fréquence de coupure correspondante kc ' 1.03

√
γρ̄L/

√
α ' 98Λ−1 donnée par l’équation

(4.54). En conséquence, la structure incohérente évolue dans un régime fortement non
linéaire puisque la fréquence la plus élevée est kc ∼ ξ−1, voir l’équation (4.55)
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Nous pouvons noter qu’un bon accord a été obtenu entre les simulations NS et la solution
stationnaire de l’équation WT-Vlasov - notons cependant qu’un si bon accord n’est pas
obtenu dans la queue de la structure incohérente localisée en raison des conditions aux
limites périodiques. D’autre part, nous soulignons l’accord quantitatif entre le spectre en
échelle logarithmique et la fréquence de coupure correspondante kc donnée par l’équation
(4.54). Nous remarquons que le bon accord montré en Figure 4.7 a été obtenu avec une
grande variété de paramètres numériques (dans le régime ξ̃ � 1).

4.6 Stabilisation du soliton par la structure incohé-
rente

Dans cette section nous étudions la stabilisation du soliton caché par la structure inco-
hérente. En effet, l’analyse théorique reportée en section 4.5 a révélé que la structure
incohérente introduit un potentiel effectif parabolique qui confine le soliton sous-jacent.
Pour vérifier cette prédiction, nous avons effectué des simulations numériques du sys-
tème d’équations couplées NS et WT-Vlasov (4.24-4.27). Il est important de noter que
ces équations couplées pour les contributions cohérentes et incohérentes, ont été dérivées
directement de l’équation de NS. Dans ce qui suit, nous montrons que la solution station-
naire pour le soliton obtenu dans la section 4.5 est robuste lorsqu’elle est remplacée dans
le système d’équations couplées NS et WT-Vlasov (4.24-4.27).

Nous avons effectué des simulations numériques des équations couplées NS et WT-Vlasov
(4.24-4.27) à une dimension spatiale, d = 1, voir Figure 4.8. Le soliton est gouverné par
l’équation de NS (4.24) avec le potentiel (4.26), et la condition initiale A(x, t = 0) est de
forme Gaussienne telle qu’obtenue par la solution stationnaire compatible avec la présence
de la structure incohérente, voir section 4.5.1. Dans cet exemple la densité du soliton a
été choisie pour être égale à |A|2(x = 0, t = 0) = Nst(0)/2. La simulation numérique
de l’ensemble d’équations couplées NS et WT-Vlasov (4.24-4.27) montre que la structure
incohérente reste presque stationnaire durant l’évolution (sauf pour un petit réajustement
du fond homogène constant ajouté à la solution stationnaire dans la région de l’espace
des phases h = (α/2)k2 + Vst(x) > 0 où la solution n’est pas définie). Cela signifie que
la présence du soliton n’affecte pas l’évolution de la structure incohérente stationnaire,
comme prédit par l’analyse multi-échelle développée en section 4.4.2. Il est important de
noter que le soliton A(x, t) gouverné par l’équation (4.24) reste également stationnaire au
cours de l’évolution, sauf pour une petite oscillation dans la queue lointaine (∼ 10−10) du
profil Gaussien.

Cette évolution du soliton est en contraste avec la dynamique correspondante obtenue
en l’absence de la structure incohérente. Ceci est illustré en Figure 4.9, qui montre l’évo-
lution de la densité du soliton |A|2(x, t) en partant de la même condition initiale qu’en
Figure 4.8, mais sans la structure incohérente, c’est-à-dire, en fixant N(x, t) = 0 dans
le potentiel V (x, t) en équation (4.26). Dans ce cas, le soliton est soumis à son potentiel
d’auto-gravitation et son évolution se caractérise par un élargissement significatif de la
structure localisée, comme en témoigne le représentation en échelle logarithmique de la
densité |A|2(x, t) rapportée en Figure 4.9.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.8 – Soliton stabilisé par la structure incohérente localisée. Simulation
numérique du système d’équations couplées NS et WT-Vlasov (4.24-4.27) pour ξ̃ = 1.7×
10−2 (L = 114Λ, d = 1). Évolution de la densité du soliton |A|2(x, t) en échelle normale
(a), et en échelle logarithmique (b). Évolution de la densité de la structure incohérente
N(x, t) =

∫
n(k, x, t)dk (a) et spectre correspondant S(k, t) = 1

2π
∫
n(k, x, t)dx (b), en

partant de la solution stationnaire de l’équation WT-Vlasov (4.41). La condition initiale
pour le soliton correspond à la solution stationnaire de forme Gaussienne obtenue par
l’approche variationelle. Comme prédit par la théorie, la structure incohérente fournit
un confinement spatial qui stabilise le soliton, comme mis en évidence par l’évolution
correspondante du soliton en absence de la structure incohérente, voir Figure 4.9. Les
densités |A(x)|2 et N(x) sont en unité de ρ̄.

(a) (b)

Figure 4.9 – Dynamique du soliton en l’absence de la structure incohérente.
Evolution de la densité |A|2(x, t) en échelle normale (a), et en échelle logarithmique (b),
du soliton obtenu par simulation de NS pour les mêmes paramètres et la même condition
initiale qu’en Figure 4.8, mais sans aucun couplage avec la structure incohérente. Le
soliton présente un élargissement rapide et significatif de son profil spatial, qui est en
contraste avec la dynamique stationnaire reportée en Figure 4.8 en présence de la structure
incohérente. La densité |A(x)|2 est en unité de ρ̄.
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La comparaison de cette évolution avec celle obtenue en Figure 4.8 montre clairement
que la structure incohérente fournit un confinement spatial qui stabilise le soliton de
forme Gaussienne. Nous notons que la même évolution du soliton reportée en Figure 4.8
en présence de la structure incohérente est également obtenue par la simulation numé-
rique de l’équation de NS seule (4.31), dans laquelle la structure incohérente introduit
un confinement parabolique du soliton. Ces simulations numériques fournissent alors une
confirmation de la prédiction théorique reportée en section 4.5.1.

4.7 Conclusion et perspectives

En résumé, nous avons montré qu’en diminuant la healing length adimensionnée ξ̃ (ou le
paramètre Ξ en [159]), le système d’interaction à longue-portée décrit par l’équation de
NS entre dans un régime collectif incohérent caractérisé par la formation d’une structure
incohérente à grande échelle qui contient des solitons cachés. Bien que le soliton ne soit
pas identifié dans le domaine spatio-temporel conventionnel, sa présence est révélée par
une analyse dans l’espace des phases. Nous avons dérivé un ensemble d’équations décri-
vant l’évolution de la composante soliton gouvernée par une équation de NS effective et
la composante incohérente gouvernée par l’équation WT-Vlasov. De cette manière, nous
avons obtenu une solution stationnaire de l’équation WT-Vlasov qui est en accord avec les
simulations numériques de l’équation de NS, notamment pour la description du support
compact du spectre observé dans les simulations. Le principal résultat de cette théorie est
que la composante incohérente introduit un potentiel parabolique effectif qui confine et
aide la stabilisation de la composante solitonique. En conséquence, le soliton présente un
profil de densité Gaussien et la solution stationnaire correspondante a été vérifiée par des
simulations numériques du système d’équations couplées NS et WT-Vlasov. La largeur
typique du soliton est beaucoup plus grande que la longueur de corrélation de la structure
incohérente et beaucoup plus petite que la largeur typique de la structure incohérente,
λc ∼ ξ � RS � ` ∼ L.

Dans ce qui suit, nous discutons de l’extension naturelle de notre travail à deux et trois
dimensions spatiales d = 2, d = 3. De plus, nous montrons ci-dessous que le comporte-
ment phénoménologique discuté tout au long de ce chapitre n’est pas limité à l’interaction
gravitationnelle, et peut être étendu aux interactions à longue porté caractérisées par une
décroissance algébrique du potentiel d’interaction. Enfin, nous discuterons des implémen-
tations expérimentales possibles du régime de solitons cachés.

4.7.1 Extension à deux dimensions spatiales
Les simulations présentées jusqu’à présent ont été réalisées à une dimension spatiale d = 1.
Cela nous a permis d’étudier numériquement une grande séparation des trois échelles,
λc ∼ ξ � RS � ` avec de petites valeurs de la healing length normalisée ξ̃ � 1, comme
discuté en (4.15). Dans ce qui suit, nous reportons des simulations avec d = 2 pour des
valeurs relativement petites de ξ̃, qui confirment qualitativement le scénario discuté ci-
dessus à une dimension spatiale. On remarque que l’étude du cas bidimensionnel peut
également être pertinente en astrophysique comme le suggèrent les simulations de «fuzzy
dark matter» que les structures cosmologiques développent à partir de fluctuations aléa-
toires en filaments quasi cylindriques avant de s’effondrer en structures sphériques [163].
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Nous avons simulé l’équation de NS avec le potentiel gravitationnel bidimensionnel U2(x) =
− log(x) en partant d’une condition initiale homogène avec un petit bruit superposé, voir
équation (4.6). Par analogie avec le précédent cas uni-dimensionnel, le système développe
l’instabilité modulationnelle, laquelle est suivie d’un régime de turbulence de solitons ca-
ractérisé par l’interaction des solitons avec les fluctuations environnantes. Pour une valeur
modérée de ξ̃ (typiquement ξ̃ ∼ 0.3), la dynamique quasi-stationnaire du système est do-
minée par un soliton. Ceci est analogue au cas unidimensionnel d = 1, excepté qu’ici pour
d = 2 la formation du soliton apparaît plus robuste et donc persistante dans l’évolution du
système. Ce régime est caractérisé par deux aspects : L’amplitude du soliton est beaucoup
plus grande que celle des fluctuations de la structure incohérente, et la largeur typique du
soliton est du même ordre que la longueur de corrélation des fluctuations de la structure
incohérente.

En diminuant le paramètre ξ̃ le système entre dans le régime incohérent collectif caracté-
risé par la formation d’une structure incohérente à grande échelle. Un exemple typique est
rapporté en Figure 4.10 pour une valeur modérément petite de ξ̃ ' 0.063 qui est accessible
dans nos simulations numériques. Comme pour d = 1, les évolutions des énergies Hl et
Hnl,L reportées en Figure 4.10(a) reflètent une relaxation vers un état quasi-stationnaire.
Il est intéressant de noter que, à la différence du cas d = 1, le théorème du viriel fixe
la valeur stationnaire de l’énergie linéaire seulement en fonction de la masse du système,
voir Appendice D :

Hl = γM2/4. (4.56)

Dans les simulations, la condition initiale est homogène, de sorte que Hl(t = 0) =
Hnl,L(t = 0) = 0, M = ρ̄L2 et donc par conservation du Hamiltonien, l’énergie non
linéaire de la structure incohérente dans son état stationnaire est Hnl,L = −γM2/4. Ces
prédictions théoriques du théorème du viriel sont en accord avec la structure incohérente
observée dans les simulations 2D de l’équation de NS, voir Figure 4.10(a). Par analogie
avec d = 1, la structure incohérente est localisée dans l’espace par son potentiel gravi-
tationnel à longue portée et elle est caractérisée par un spectre à support compact, voir
Figure 4.10(b). L’analyse de l’espace des phases reportée le long de deux lignes x et y
représentatives indique la présence d’une structure cohérente. Le portrait de l’espace des
phases montre que la largeur du soliton est plus grande que la longueur de corrélation des
fluctuations d’un facteur ∼ 3. Ce petit facteur est dû à la valeur modérément petite de
ξ̃ ' 0.063 considérée ici. Selon l’analyse multi-échelle décrite ci-dessus à travers les équa-
tions (4.28-4.29), les fluctuations de densité de la structure incohérente sont du même
ordre que le pic du soliton. Cela explique pourquoi le soliton n’est pas véritablement «ca-
ché» dans la structure incohérente. Malheureusement, en raison du temps de calcul limité
à deux dimensions, nous ne sommes pas en mesure de réduire le paramètre ξ̃ à des valeurs
aussi petites que celles considérées pour d = 1 (c’est-à-dire ξ̃ ' 10−2). Pour cette raison,
nous n’atteignons pas pour d = 2 la séparation requise des échelles λc � RS discutée dans
l’équation (4.20), comme le révèle la comparaison de l’espace des phases pour d = 1 (voir
Figure 4.4) et pour d = 2 (voir Figure 4.10(f-g)).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 4.10 – Structure incohérente et soliton partiellement caché à deux di-
mensions spatiales (d = 2). Simulation numérique de l’équation de NS pour une valeur
modérément petite de ξ̃ = 0.063 à deux dimensions spatiales (L = 32Λ, d = 2) partant
d’une condition initiale homogène. L’onde initiale développe l’instabilité modulationnelle
et après un transitoire le système s’auto-organise en une structure incohérente localisée
qui contient un soliton partiellement «caché». (a) Évolutions des contributions linéaires
Hl (bleue) et non linéaire Hnl,L (rouge) de l’Hamiltonien. (b) Spectre à deux dimensions
|ψ̃|2(k) à t = 81τ en échelle log10. Notons que le spectre présente un support compact.
(c) Densité à deux dimensions |ψ|2(x) à t = 81τ . (d) Zoom à proximité du soliton. Trans-
formée de Husimi correspondantes dans l’espace des phases (x, kx) (e), et (y, ky) (f), le
long des lignes horizontales et verticales montrées en (d) : la présence d’un spot de forte
amplitude dans l’espace des phases indique la présence d’un soliton 2D mis en évidence
schématiquement en (d) par un cercle. En raison de la valeur modérément petite de ξ̃
considérée dans la simulation, nous avons λc . RS : Il n’y a pas de séparation nette des
échelles entre la longueur de corrélation de la structure incohérente et le rayon du soliton
(voir Figure 4.4 pour une comparaison avec d = 1 où λc � RS).
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4.7.2 Extension à trois dimensions spatiales : la correspondance
quantique-classique

Le régime de solitons cachés peut être étendu à trois dimensions spatiales [62]. En dimi-
nuant le paramètre ξ̃, le système entre dans un régime collectif incohérent caractérisé par
la formation d’une structure incohérente à grande échelle [décrite par les équations WT-
Vlasov (4.68-4.69)], laquelle cache et maintient le soliton cohérent [décrit par l’équation
de NS effective (4.65)]. Dans cette section, nous combinons la solution stationnaire pour
la structure incohérente avec la relation masse-rayon pour le soliton afin d’obtenir une
relation plus précise pour le rayon et la masse du soliton en fonction de la healing length
normalisée ξ̃, ce qui clarifie la correspondance quantique vers classique à 3D.

Tout d’abord, nous appliquons l’approche variationnelle à l’équation de NS effective (4.65)
pour décrire la dynamique oscillatoire générique du soliton de forme Gaussienne, voir Ap-
pendice E et référence [62]. L’analyse révèle en particulier l’existence d’un soliton station-
naire stable à 3D caractérisé par un profil Gaussien

|A|2(x) = a2 exp
(
− |x|

2

2R2
S

)
, (4.57)

où la masse MS = π3/2a2R3
S et le rayon du soliton sont reliés par

MS =
√

2π
γ

( 3α
2RS

− 2πγNst(0)R3
S

)
. (4.58)

La solution RS(MS) est une fonction décroissante deMS qui démarre de Rmax =
(
3α/(4πγ

Nst(0))
)1/4

pour une masseMS nulle, et tend vers 0 pourMS → +∞. L’amplitude Nst(0)
du soliton incohérent en (4.58) est obtenue à partir de la solution stationnaire de l’équa-
tion WT-Vlasov (4.68-4.69). Le lecteur peut trouver en détails la dérivation de la solution
stationnaire 3D en Appendice E. En particulier, la solution stationnaire à 3D est carac-
térisée par un spectre à support compact |k| ∈ (0, kc) avec la fréquence de coupure kc
donnée par l’équation (4.107).

D’après la correspondance quantique-classique entre l’équation NS et l’équation cinétique
de Vlasov-Poisson (ou équation de Boltzmann sans collision), les états solitons dispa-
raissent dans la limite classique ~/m → 0, puisque ce sont des objets cohérents qui ne
peuvent être décrits par la limite classique [160]. Nous discutons cet aspect à travers le ré-
gime de solitons cohérents cachés caractérisés par un profil de densité de forme Gaussienne.
Dans ce but, nous considérons l’équation (4.58) exprimée en fonction du pic d’intensité
a2 = MS/(π3/2R3

S) du soliton au lieu de sa masse. En suivant l’analyse multi-échelle pour
ξ̃ � 1 [voir équations (4.28-4.29)], la densité du soliton est du même ordre que la densité
de la structure incohérente, alors nous posons a2 = ηNst(0) avec η ∼ 1 pour avoir

R4
S = 3α√

2π(η + 23/2)γNst(0)
. (4.59)

Ensuite nous utilisons l’hypothèse que la condition initiale du champ est homogène, de
sorte que nous obtenons une expression explicite pour Nst(0), voir équation (4.109) en
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Appendice E. Cela donne la relation fermée suivante pour le rayon à 3 dimensions du
soliton

RS

L
= %

1
4

(12πF3,p+1

(p+ 1)c3

) 3
4
F
− 5

4
3,p ξ̃, (4.60)

où le préfacteur % = 3
√

2/(π(η+23/2)) ∼ 1. Nous pouvons alors nous attendre à Rs/L→ 0
quand ξ̃ → 0, c-a-d, le soliton doit disparaître de façon cohérente avec la correspondance
cinétique Vlasov-Poisson. La même conclusion est obtenue depuis l’analyse de la masse
du soliton de forme Gaussienne :

MS

MSI

= η%
3
4

(
π(p+ 1)c3

12πF3,p+1

) 3
4
F

5
4

3,pξ̃
3, (4.61)

où MSI est la masse de la structure incohérente, voir équation (4.30). Notons que la dé-
pendance MS/MSI ∼ ξ̃3 ∼ Ξ3/4 est proche mais pas égale à la dépendance ∼ Ξ2/3 prédite
en [160] pour un profil de structure donné possédant une singularité. Nous remarquons
finalement que, bien que le soliton disparaît comme attendu dans la limite purement clas-
sique ξ̃ → 0, pour une toute petite valeur de ξ̃, le soliton survit encore sous la forme d’une
structure cohérente de forme Gaussienne avec un pic de densité du même ordre que la
densité moyenne des fluctuations de la structure incohérente |A|2 ∼ Nst(0) et son rayon
typique RS donné par la moyenne harmonique de ξ et L.

4.7.3 Extension aux interactions à longue portée non gravita-
tionnelles

Nous avons considéré dans ce chapitre les exemples concrets de potentiels gravitationnels
dans différentes dimensions spatiales. Cependant, il est important de noter que le régime
de solitons cachés décrit ici est général et peut être étendu à des potentiels à longue
portée non gravitationnels. Nous illustrons ceci à une dimension spatiale en considérant
une forme générale de l’équation de Schrödinger non linéaire (4.3-4.4) avec le potentiel
suivant qui décroît algébriquement dans l’espace

Uν(x) = −|x|ν , ν ∈ (0, 1). (4.62)

En suivant la même procédure qu’en section 4.4, le développement multi-échelle fournit
les deux fonctions

A(x, t) = A(0)(x, t), (4.63)

n(k, v, t) = ενn(0)(εk, εx, t). (4.64)

La composante cohérente du soliton satisfait l’équation de NS effective

i∂tA = −α2 ∂xxA+ VSA+ γQ(t)|x|2A, (4.65)

Q(t) = −ν
∫ +∞

0
yν−1∂yN(y)dy, (4.66)
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VS(x, t) = −γ
∫
Uν(x− y)|A|2(y, t)dy. (4.67)

Par ailleurs, la composante incohérente vérifie l’équation WT-Vlasov

∂tn(k, x) + αk∂xn(k, x)− ∂xVSI∂kn(k, x) = 0, (4.68)

VSI(x, t) = −γ
∫
Uν(x− y)N(y, t)dy. (4.69)

Ces équations NS et WT-Vlasov généralisent celles dérivées ci-dessus pour le cas particulier
du potentiel gravitationnel ν = 1 (notons en particulier que Q(t) = N(0, t) pour ν = 1).
En suivant la même procédure, une solution soliton stable de l’équation de NS effective
(4.65) peut être obtenue par l’approche Lagrangienne, qui donne une relation entre la
masse de la structure cohérente MS = a2√πRS et la largeur du profil Gaussien |A|2(x) =
a2 exp(−x2/(2RS)) :

MS = 1
2νγcν

( α

R2+ν − 2γQR2−v
S ), (4.70)

où l’amplitude Q peut être obtenue depuis la solution stationnaire de l’équation WT-
Vlasov (4.68-4.69), comme discuté ci-dessus pour ν = 1.

L’analyse multi-échelle révèle une différence majeure par rapport au potentiel gravitation-
nel ν = 1. Puisque N(x, t) = εν−1N (0)(εx, t), avec N (0)(εx, t) = 1

2π
∫
n(0)(εx, εk, t)d(εk),

la densité du soliton |A|2 est plus petite que la densité moyenne N(x) des fluctuations de
la structure incohérente, c-a-d, le soliton devient «mieux caché» que dans le cas gravita-
tionnel ν = 1. Comme discuté précédemment, la présence du soliton peut être identifiée
dans la représentation de l’espace des phases. En effet, le soliton apparaît comme un pic
dans l’espace des phases d’amplitude d’ordre un comparé au fond n(k, x) dont l’amplitude
est de l’ordre de εν . En conséquence, pour une valeur modéré de ν ∼ 0.5, l’identification
du soliton peut devenir difficile même dans l’espace des phases. Nous avons effectué des
simulations numériques préliminaires de l’équation de Schrödinger non linéaire (4.3-4.4)
avec le potentiel (4.62), qui semblent confirmer les prédictions théoriques.

4.7.4 Implémentations expérimentales possibles
Le travail présenté dans ce chapitre pourrait stimuler des expériences dans différents
domaines, comme les condensats dipolaires de Bose-Einstein, qui sont connus pour pré-
senter un véritable potentiel non local à longue portée [41, 175]. Dans le contexte de
l’optique non linéaire, une non-linéarité non locale peut être rencontrée dans les vapeurs
atomiques [42], les cristaux liquides nématiques [39, 44, 176] ou les milieux non linéaires
thermiques [2,46,167,177]. La propagation du faisceau optique dans le milieu non linéaire
peut être décrite dans l’approximation paraxiale par une forme générique de l’équation de
Schrödinger non linéaire non locale (4.3-4.4), où la variable t joue le rôle de la distance de
propagation dans le milieu alors que l’opérateur Laplacien s’applique aux deux dimensions
transverses du faisceau optique. Ainsi, une analogie formelle a été mise en évidence entre
l’équation de NS (4.1-4.2) pour d = 2 et l’équation de Schrödinger non linéaire non locale
régissant la propagation de la lumière dans des milieux non linéaires fortement non locaux,
ce qui a permis d’émuler une tranche 2D du système gravitationnel 3D complet [59, 60].
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Plus précisément, en choisissant des conditions opératoires appropriées, il a été montré
que la réponse moyenne dans le plan transverse du faisceau optique peut être optimi-
sée pour mimer la nature longue portée du potentiel gravitationnel. Cette procédure a
permis l’étude expérimentale de l’évolution d’une étoile de Bosons en rotation avec un
moment angulaire quantifié en utilisant un faisceau lumineux intense se propageant dans
une plaque de verre [60]. Suite à cette procédure expérimentale, nous pouvons envisager
l’observation expérimentale du régime de solitons cachés rapportés dans ce travail. De
plus, nous remarquons que l’analyse dans l’espace des phases d’un faisceau type speckle
2D a déjà été implémentée expérimentalement en [167, 178], et la même procédure peut
être utilisée pour révéler la présence du soliton dans la structure incohérente.
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Appendice A : Simulation de l’équation de Newton-
Schrödinger dans une boîte finie
Les simulations numériques sont effectuées pour un système dans un domaine borné avec
des conditions aux limites périodiques. Dans ce cadre nous avons

i∂tψ + α

2 ∆xψ − VLψ = 0, (4.71)

VL = −γUd,L ∗ |ψ|2, (4.72)

dans [−L/2, L/2]d avec conditions aux limites périodiques. Ici Ud,L(x) est la fonction
périodique égale à Ud(x) − cd,L dans [−L/2, L/2]d et cd,L = L−d

∫
[−L/2,L/2]d Ud(x) tel que

Ud,L a pour moyenne zéro. L’équation (4.72) est équivalente à

VL = −γUd ∗ (|ψ|2 − ρ̄L), (4.73)

avec ρ̄L = L−d
∫
[−L/2,L/2]d |ψ(x)|2dx. En conséquence, le potentiel VL dans les simulations

numériques a pour moyenne zéro et l’énergie non linéaire correspondante

Hnl,L = 1
2

∫
VL(x, t)|ψ|2(x, t)dx, (4.74)

est reportée en Figures 4.1, 4.2, 4.10 avec ce potentiel. Cette énergie non linéaire est
différente de l’énergie non linéaire Hnl en équation (4.9) à une constante près

Hnl,L = Hnl + γM2cd,L/2, (4.75)

où M =
∫

[−L/2,L/2]d |ψ(x)|2dx. Le potentiel VL est déterminé numériquement par trans-
formation de Fourier [159]. Notons que les formulations (4.3-4.5) en milieu ouvert (utilisé
pour les analyses théoriques) et (4.71-4.72) en milieu périodique (utilisé pour les analyses
numériques) ont un écart apparent dans les définitions du potentiels U qui diffèrent par
une constante. Cependant, une constante supplémentaire dans le potentiel peut être ab-
sorbée de l’équation de NS au moyen d’un changement de phase globale de ψ, ce qui
n’affecte pas la dynamique.

Appendice B : Analyse multi-échellle pour les équa-
tions couplées Newton-Schrödinger et WT-Vlasov

Le champ partiellement cohérent ψ est de la forme (4.22). Il est composé du soliton
A(x, t) et de la structure incohérente caractérisée par son spectre n(k,x, t). Ils satisfont
les équations couplées (4.24-4.25) avec le potentiel à longue portée (4.26). La densité
moyenne N(x, t) peut être exprimée en fonction du spectre n comme en équation (4.27).
Dans cet Appendice, nous montrons par analyse multi-échelle que le régime décrit par la
transformation d’échelle (4.28-4.29) permet de décrire un soliton stabilisé par la structure
incohérente. Nous cherchons des solutions de la forme

n(k,x, t) = εpn(0)(εqk, εrx, εst), A(x, t) = εvA(0)(εvx, εzt), (4.76)
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où ε � 1 est une petite quantité sans dimension qui caractérise le ratio d’échelle entre
les différents longueurs caractéristiques et amplitudes des champs cohérents et incohé-
rents. Avec (4.76) nous avons aussi N(x, t) = εp−dqN (0)(εrx, εst) avec N (0)(X , T ) =∫
n(0)(K ,X , T )dK . Nous cherchons des solutions avec r < w, c’est-à-dire, nous cherchons

un soliton dont le rayon est petit par rapport au rayon typique de la structure incohérente.

(I) Nous regardons d’abord les équations à échelle du soliton. Si x = ε−wX , t = ε−zT ,
alors

(Ud ∗ |A|2)A(x, t) = ε3v−2w(Ud ∗ |A(0)|2)A(0)(X , T ),
∆xA(x, t) = εv+2w∆XA

(0)(X , T ),
∂tA(x, t) = εv+z∂TA

(0)(X , T ).

Nous avons également

(Ud ∗N)(x, t) = εp−dq−2r
∫
Ud(Y )N (0)(Y + εr−wX , T )dY .

Puisque r > w nous pouvons développer

∫
Ud(Y )N (0)(Y + εr−wX , T )dY =

∫
Ud(Y )N (0)(Y , εz−sT )dY

+ εr−wX ·
( ∫

Ud(Y )∇YN
(0)(Y , εz−sT )dY

)
+ 1

2ε
2r−2wX ·

[ ∫
Ud(Y )∇Y ⊗∇YN

(0)(Y , εz−sT )dY
]
X + o(ε2r−2w).

Le premier terme est une constante en X qui dépend uniquement de T . Si N (0) est à
symétrie sphérique alors le second terme est nul et le troisième terme prend la forme

∫
Ud(Y )N (0)(Y +εr−wX , T )dY = csteε+

1
2dε

2r−2w
[ ∫

Ud(Y )∆YN(0)(Y , εz−sT )dY
]
|X |2

+ o(ε2r−2w).

Après l’intégration par partie et en utilisant ∆YUd(Y ) = −ηdδ(Y ), nous avons

∫
Ud(Y )N (0)(Y +εr−wX , T )dY = csteε−qdε2r−2wN (0)(0, εz−sT )|X |2+o(ε2r−2w), (4.77)

où qd = ηq/(2d), et donc

(Ud∗N)A(x, t) = cstεA
(0)(X , T )−qdεv+p−dq−2wN (0)(0, εz−sT )|X |2A(0)(X , T )+o(εv+p−dq−2w).

Le terme cstεA(0) ne joue aucun rôle car il donne uniquement un terme de phase temporelle
en (4.24). Nous avons besoin que les termes en ε soient équilibrés en (4.24) car nous
cherchons une forme de solution où un soliton est stabilisé par la structure incohérente.
Les termes sont équilibrés si 3v− 2w = v+ p− dq− 2w = v+ 2w = v+ z, ce qui veut dire
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p− dq
2 = 2w = v = z. (4.78)

(II) Nous regardons ensuite les équations à l’échelle de la structure incohérente. Si x =
ε−rX , k = ε−qK , t = ε−sT , alors (en utilisant r > w)

(Ud ∗ |A|2)(x, t) = ε2v−r(2−d)−wdUd(X)
∫
|A(0)(X ′, εs−zT )|2dX ′ + o(ε2v−r(2−d)−wd),

(Ud ∗N)(x, t) = εp−dq−2rUd ∗N (0)(X , T ).

Ainsi

∂xV (x, t) · ∂kn(k,x, t) = ε2p−(d−1)q−r∂X(Ud ∗N (0))(X , T ) · ∂Kn
(0)(K ,X , T )

+ εp+q+2v−r(1−d)−wd∂X(Ud(X)
∫
|A(0)(X ′, εs−zT )|2dX ′) · ∂Kn

(0)(K ,X , T ),

K · ∂xn(k,x, t) = εp−q+rK · ∂Xn
(0)(K ,X , t),

∂tn(k,x, t) = εp+s∂Tn
(0)(K ,X , t).

Nous cherchons des termes équilibrés en (4.25) parmi les composantes venant de la
structure incohérente, car nous ne cherchons pas une solution dans laquelle la struc-
ture incohérente serait affectée par le soliton. Les termes sont équilibrés à condition que
2p− (d− 1)q − r = p− q + r = p+ s, ce qui veut dire

r = p− (d− 2)q
2 et s = p− dq

2 . (4.79)

(III) Conclusion : Sans perte de généralité, nous pouvons choisir l’échelle de longueur de
référence comme étant le rayon du soliton, c’est-à dire que nous pouvons choisir w = 0.
Ensuite nous obtenons des termes équilibrés dans les équations (4.24) et (4.25) si les
conditions (4.78) et (4.79) sont remplies, ce qui signifie

w = v = s = z = 0, q = r > 0, p = dq. (4.80)
Dans ce cas nous pouvons vérifier que p+q+2v−r(1−d)−wd = 2dq > (2d−1)q = 2p−r,
ce qui montre que le soliton n’a pas d’influence sur la structure incohérente

∂xV · ∂kn(k,x, t) = εdq∂X(Ud ∗N (0))(X , T ) · ∂Kn
(0)(K ,X , T ) + o(εdq).

Nous pouvons poser sans perte de généralité q = r = 1 et p = d, car le petit paramètre
ε sans dimension est arbitraire. Nous obtenons alors (4.28) et (4.29), l’équation de NS
(4.24) prend la forme

i∂tA
(0)(x, t) = −α2∇

2A(0)(x, t)− γ(Ud ∗ |A(0)|2)A(0)(x) + γqdN
(0)(0, t)|x|2A(0)(x), (4.81)

c’est-à-dire, les équations (4.31-4.32), et l’équation WT-Vlasov (4.25) prend la forme (avec
X = εx et K = εk)

∂tn
(0)(K ,X , t)+αK ·∂Xn

(0)(K ,X , t)+γ∂X(Ud∗N (0))(X , t)·∂Kn
(0)(K ,X , t) = 0, (4.82)
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c’est-à-dire, les équations (4.33-4.34).

Remarque : Ici nous avons considéré une situation dans laquelle le soliton est stabilisé
par la structure incohérente. Nous avons trouvé que, nécessairement, le rayon du soliton
est beaucoup plus grand que le rayon de la structure incohérente et beaucoup plus grand
la longueur de corrélation de la structure incohérente, et les amplitudes typiques de N et
|A|2 sont du même ordre. Si nous avions considéré une situation dans laquelle le soliton
est stabilisé par lui-même, sans interaction avec la structure incohérente, alors l’amplitude
de |A|2 aurait été plus grande que celle de N .

Appendice C : Soliton binaire, dynamique 3D
Nous étudions la dynamique du système soliton binaire pour d = 1 et d = 3. Le Lagrangien
de l’équation de NS effective (4.31-4.32) est

L =
∫ i

2(A∂tA∗ − ∂tAA∗) + α

2 |∇A|
2 + 1

2VS(x)|A|2 + qdγN0|x|2|A|2dx, (4.83)

où VS(x, t) = −γ
∫
Ud(x − y)|A|2(y, t)dy, avec q1 = 1, q3 = 2π/3, U1(x) = −|x|, U3(x) =

1/|x|, et N0(t) = N(x = 0, t) est la densité moyenne de la structure incohérente en son
centre. Nous considérons l’ansatz Gaussien pour un soliton à deux composantes :

A(x, t) =
2∑
j=1

aj(t)exp
(
− |x − xo,j(t)|2

2R2
j (t)

+ibj(t)|x−xo,j(t)|2 +iko,j(t) ·(x−xo,j(t))+iνj(t)
)
.

Le Lagrangien effectif dépend de aj(t), Rj(t), bj(t), νj(t), xo,j(t) et ko,j(t) et leurs dérivées
temporelles. Il peut être décomposé en trois parties. Les deux premières parties dépendent
des deux composantes individuelles, la troisième partie représente l’interaction entre les
deux composantes L = L1 + L2 + L12 :

Lj = MS,j

(
∂tνj + d∂tbj

R2
j

2 − ko,j · ∂txo,j
)

+ αMS,j

4
( d
R2
j

+ 4db2
jR

2
j + 2|ko,j|2

)
− γ√

2π
M2

S,jR
2−d
j − γN0qdMS,j

(d
2R

2
j + |xo,j|2

)
,

L12 = −γMS,1MS,2|xo,1 − xo,2|2−d,

oùMS,j = a2
jπ

d/2Rd
j est la masse de la j-ème composante de la structure cohérente et nous

avons supposé que |xo,1 − xo,2| � R1, R2 dans le but de simplifier L12. Les équations de
l’évolution des paramètres de l’ansatz sont alors dérivées du Lagrangien effectif en utilisant
les équations d’Euler-Lagrange δ

∫
Ldt = 0 [179]. Nous obtenons l’équation différentielle

fermée pour la largeur Rj de la j-ème composante de la structure cohérente :

∂2
tRj = α

R3
j

−
√

2
π

αγMS,j

dRd−1
j

− 2qdαγN0Rj. (4.84)

Nous obtenons également le système couplé d’équations différentielles pour les centres xo,j
et leurs quantités de mouvement ko,j du soliton :
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∂txo,j = αko,j, j = 1, 2, (4.85)

∂tko,j = −2qdγN0xo,j − γMS,3−j
xo,j − xo,3−j
|xo,j − xo,3−j|d

, j = 1, 2. (4.86)

A. Relation masse-rayon pour le soliton

Nous examinons d’abord l’équation (4.84) pour la largeur Rj(t) du soliton. L’énergie est
de la forme 1

2(∂tRj)2 +W (Rj), avec le potentiel effectif

Wj(Rj) = α2

2R2
j

+
√

2
π

αγMS,j

d(d− 2)Rd−2
j

+ qdαγN0R
2
j .

L’équation (4.84) possède un équilibre stable Rj = RS,j à condition que ∂RjW (RS,j) = 0
et ∂2

Rj
Wj(RS,j) > 0. Pour toute masse positive MS, il existe une solution stable unique

avec un rayon RS,j(MS,j) qui est la solution unique à l’équation quartique

MS,j =
√

2πdRd
S,j ρ̄

(
(Λ/RS,j)4 − qdN0/ρ̄

)
. (4.87)

B. Mouvement du soliton dans l’espace des phases

1. Période de révolution orbitale τcm

Le barycentre du soliton Xcm = (MS,1xo,1 + MS,2xo,2)(MS,1 + MS,2), K cm = (MS,1ko,1 +
MS,2ko,2)/(MS,1 +MS,2) satisfait

∂tXcm = ∂KcmHcm = αK cm, (4.88)
∂tK cm = −∂XcmHcm = −2qdγN0Xcm, (4.89)

avec l’Hamiltonien conservé Hcm = qdγN0|Xcm|2 + α
2 |K cm|2. Le barycentre de la structure

cohérente présente alors un mouvement périodique ellipsoïdal dans l’espace des phases.
La période de révolution est τcm =

√
2π/
√
qdαγN0.

2. Le cas d = 3 : Mouvement ellipsoïdal

Pour d = 3, le mouvement de Xcm se situe dans un plan (déterminé par les conditions ini-
tiales Xcm(0) et ∂tXcm(0)) et suit une ellipse. Dans le plan de la trajectoire, le mouvement
de Xcm prend la forme Xcm = (R(θ) cos θ,R(θ) sin θ, 0) où
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R(θ) = c
−1/4
1√

w− cos2 θ + w+sin2θ
, w± = C ±

√
C2 − 1, θ(t) = arctan

(
w− tan(co

√
c1t)

)
,

co = ∂tXcm·X⊥cm est une constance de mouvement, avec X⊥cm = (−R(θ) sin θ,R(θ) cos θ, 0),

C = 1
2√c1|Xcm|2

+
√
c1|Xcm|2

2 + 1
2√c1c2

o

(Xcm · ∂tXcm)2

|Xcm|2

est une constante du mouvement, et c1 = 4παγN0
3c2

0
. Le mouvement suit une ellipse

w−X2
cm,1 + w+X2

cm2 = c
−1/2
1 , (4.90)

où nous avons supposé que le rayon est maximal au temps t = 0 et θ(t = 0) = 0.

C. Mouvement relatif du soliton binaire

Le mouvement relatif du soliton binaire est défini par Xo = xo,1 − xo,2, K o = ko,1 − ko,2,
qui satisfait

∂tXo = ∂KoHo = αK o,

∂tK o = −∂XoHo = −2qdγN0Xo − γ(MS,1 +MS,2)Xo/|Xo|d,

où l’Hamiltonien conservé s’écrit Ho = qdγN0|Xo|2 + γ(MS,1 +MS,2)|Xo|2−d + α|K o|2/2.

1. Le cas d = 1 : Période de résolution τbin du soliton binaire

La trajectoire prend la forme de deux demi-ellipses reliées par deux points auxquels la
dérivée de la trajectoire est discontinue. Le mouvement relatif du soliton binaire est alors
périodique dans l’espace des phases avec une période de révolution

τbin = 2
√

2√
α

∫ ξ(E)

0

dx√
E − U(x)

, (4.91)

avec U(x) = γN0x
2 + γ(MS,1 +MS,2)x et

ξ(E) =
(
− γ(MS,1 +MS,2) +

√
γ2(MS,1 +MS,2)2 + 4γN0E

)
/(2γN0).

L’intégration de l’équation (4.91) donne l’équation 4.38.

2. Le cas D = 3 : Mouvement du soliton binaire
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Le mouvement de Xo(t) se situe dans un plan. Dans le plan de la trajectoire, le mouvement
de Xo est de la forme Xo = (R(θ) cos θ,R(θ) sin θ, 0), où u(θ) = 1/R(θ) est solution de
∂2
θu+u = c1

u3 + c2, et θ(t) est solution de ∂tθ = co
R(θ)2 , où co = ∂tXo ·X⊥o est une constante

du mouvement, X⊥o = (−R(θ) sin θ,R(θ) cos θ, 0). Nous avons la constante du mouvement

C = 1
2√c1|Xo|2

+
√
c1|Xo|2

2 + 1
2√c1c2

o

(Xo · ∂tXo)2

|Xo|2
− c2√

c1|Xo|
,

avec c1 = 2qdαγN0/c
2
o, c2 = αγ(MS,1 +MS,2)/c2

o. Notons que la fonction u ou R est pério-
dique en θ, mais sa période n’est pas 2π (c’est 2π si c1 = 0 ou c2 = 0). Ainsi le mouvement
relatif du soliton binaire n’est pas une orbite fermée et n’est pas périodique, excepté pour
certaines valeurs particulières des paramètres, voir Figure 4.11.
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Figure 4.11 – Précession du périhélie du soliton binaire 3D : Trajectoire planaire
du mouvement relatif du bisoliton Xo(t) pour t ∈ [0, 10τo], Xo(0) = (Ro, 0, 0), ∂tXo(0) ·
Xo(0) = 0, co = ∂tXo(0) ·Xo(0)⊥ = R2

o/τo, et pour différentes valeurs de (c1, c2).

3. Calcul des périodes de révolution du soliton unique et du soliton binaire dans les
simulations de l’équation de NS effective

L’évaluation dans les simulations de la période de révolution du soliton unique en Figure
4.6 et du centre de masse du soliton binaire en Figure 4.5 nécessite la détermination de
la densité N0 au centre de la structure incohérente, ainsi que la ou les masses du ou des
solitonsMS,(j). La masse du soliton est calculée dans l’espace des phases depuis la fonction
de Husimi W (k, x, t). Dans le cas de la Figure 4.6, nous obtenons MS/M = 0.039±0.002 ;
dans le cas de la Figure 4.5, MS,1/M = 0.037 ± 0.002, MS,2/M = 0.025 ± 0.002. Les
incertitudes sur les masses sont déterminées à partir de la variance des fluctuations sur
un intervalle de temps pertinent, N0 est retrouvé en calculant les moyennes spatiales
et temporelles de 〈|ψ(x, t)|2〉 sur une petite fenêtre spatiale ∆x ' 7.5Λ et un intervalle
de temps pertinent. Afin de ne prendre compte que de la contribution de la structure
incohérente, nous avons retiré la contribution de la masse du ou des solitons MS,(j) au
calcul de N0. Dans le cas de la Figure 4.6, nous obtenons N0/ρ̄ = 4.2± 0.2 ; en Figure 4.5
N0/ρ̄ = 3.9±0.2 (les incertitudes étant déterminées par la variance des fluctuations). Cela
donne pour un soliton unique en Figure 4.5 τcm/τ = 1.52±0.04 ; et pour le soliton binaire
en Figure 4.6 τcm/τ = 1.56±0.04, et τbin/τ = 1.43±0.04. Comme discuté en section 4.5.1,
ces valeurs sont en accord avec celles observées dans les simulations de l’équation de NS
effective.
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Appendice D : Le théorème du viriel pour l’équation
WT-Vlasov en dimension spatiale d
Le moment d’inertie peut être défini :

I =
∫
|x|2N(x, t)dx = 1

(2π)d
∫∫
|x|2n(k,x, t)dxdk.

En prenant les dérivées temporelles et en utilisant les équations WT-Vlasov (4.33-4.34),
nous obtenons

∂2
t I = 2α2

(2π)d
∫∫
|k|2n(k,x, t)dxdk − 2α

∫
x · ∂xV (x, t)N(x, t)dx,

avec V (x, t) = −γ
∫
Ud(x − y)N(y, t)dy.

A. Le cas d = 1

En prenant en compte U1(x) = −|x|, nous obtenons∫
x∂xV (x, t)N(x, t)dx = −γ2

∫∫
N(x, t)U1(x− y)N(y, t)dxdy.

Par conséquent

1
2α∂

2
t I = 2Hl(t)−Hnl(t).

Si le système est dans un régime stationnaire, alors ∂2
t I = 0 et 2Hl = Hnl.

B. Le cas d = 2

En prenant en compte U2(x) = − log |x|, nous obtenons

∫
x · ∂xV (x, t)N(x, t)dx = γ

∫∫
x · x − y
|x − y|2N(y, t)N(x, t)dxdy

= γ

2

∫∫
(x − y) · x − y

|x − y|2N(y, t)N(x, t)dxdy

= γ

2M
2.

Par conséquent nous avons :

1
4α∂

2
t I = Hl(t)−

γ

4M
2.

Si le système est dans un régime stationnaire, alors ∂2
t I = 0 et Hl = γ

4M
2.
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C. Le cas d = 3

En prenant en compte U3(x) = 1/|x|, et en procédant de la même façon que pour le cas
d = 2, nous obtenons : ∫

x · ∂xV (x, t)N(x, t)dx = −Hnl.

Alors

1
4α∂

2
t I = Hl(t) + 1

2Hnl.

Si le système est dans un régime stationnaire, alors ∂2
t I = 0 et Hnl = −2Hl.

Appendice E : La structure incohérente pour d = 1 et
d = 3

A. Le cas d = 1

1. Masse et énergie de la structure incohérente

Dérivation de l’équation (4.44) : La masse s’écrit M =
∫
N(x)dx = N0√

ηp

∫
dx̄up(x̄). En

utilisant ηp = 2γr1/p
p Nst(0)1−1/p et rp = d0√

2πα
Γ(p+ 1

2 )
Γ(p+1) , on obtient après simplification l’ex-

pression de la masseM en équation (4.44).

Dérivation de l’équation (4.45) : La contribution linéaire de l’Hamiltonien s’écrit pour
d = 1 [7]

Hl = 1
2π

∫∫
dkdx

αk2

2 n(k, x, t). (4.92)

Nous faisons la substitution αk2

2 = h−Vst et nous calculons l’intégrale sur k en procédant
comme pour la dérivation de la solution stationnaire de l’équation WT-Vlasov

Hl = d0

2
√

2πα
Γ(p+ 1

2)
Γ(p+ 2)

1
r

1+1/p
p

∫
dxNst(x)1+1/p, (4.93)

où nous avons utilisé l’équation (4.41). En procédant de la même façon que pour la masse
M, nous obtenons (4.45).

Dérivation de l’équation (4.46) : La contribution non linéaire de l’Hamiltonien s’écrit pour
d = 1 [7]

Hnl = −γ2

∫∫
dxdyU1(x− y)Nst(x)Nst(y) = Nst(0)

p+3
2p

√
2γr

3
2p
p

[1
4

∫∫
[−x̄p,x̄p]2

|x̄− ȳ|u(x̄)pu(ȳ)pdx̄dȳ
]
,
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ce qui donne l’équation (4.46).

Dérivation de l’équation (4.47) : D’une part nous utilisons l’équation d’Emden (4.43), en
intégrant par partie, et en utilisant ∂x̄u(0) = 0 and u(x̄p) = 0, nous avons

F1,p+1 = −
∫ x̄p

0
u∂2

x̄udx̄ = −[u∂x̄u]x̄p0 +
∫ x̄p

0
(∂x̄u)2dx̄ =

∫ x̄p

0
(∂x̄u)2dx̄. (4.94)

D’autre part, en intégrant par partie

F1,p+1 =
∫ x̄p

0
(∂x̄x̄)up+1(x̄)dx̄ = [x̄up+1]x̄p0 −

∫ x̄p

0
x̄∂x̄(up+1)dx̄ = −(p+ 1)

∫ x̄p

0
x̄up∂x̄udx̄,

de façon à avoir en utilisant à nouveau l’équation d’Emden (4.43) et en intégrant par
partie :

F1,p+1 = (p+ 1)
∫ x̄p

0
x̄∂2

x̄u∂x̄udx̄ = p+ 1
2

([
x̄(∂x̄u)2

]x̄p
0
−
∫ x̄p

0
(∂x̄u)2dx̄

)
= p+ 1

2

(
x̄p(∂x̄u)2(x̄p)−

∫ x̄p

0
(∂x̄u)2dx̄

)
.

Nous substituons l’équation (4.94) dans cette égalité, ce qui donne :

F1,p+1 = p+ 1
p+ 3 x̄p(∂x̄u(x̄p))2. (4.95)

Nous avons, en utilisant l’équation d’Emden (4.43) et en intégrant par partie :

G1,p = −
∫ x̄p

−x̄p
dx̄up(x̄)

( ∫ x̄

−x̄p
dȳ(x̄− ȳ)∂2

ȳu(ȳ) +
∫ x̄p

x̄
dȳ(x̄− ȳ)∂2

ȳu(ȳ)
)

= −
∫ x̄p

−x̄p
dx̄up(x̄)

([
(x̄− ȳ)∂ȳu(ȳ)

]x̄
−x̄p

+
∫ x̄

−x̄p
dȳ∂ȳu(ȳ) +

[
(ȳ − x̄)∂ȳu(ȳ)

]x̄p
x̄
−
∫ x̄p

x̄
dȳ∂ȳu(ȳ)

)
= −2

∫ x̄p

−x̄p
dx̄up(x̄)

(
x̄p∂x̄u(x̄p) + u(x̄)

)
.

Puisque
∫ x̄p
−x̄p u

p(x̄)dx̄ = −2
∫ x̄p

0 ∂2
x̄u(x̄)dx̄ = −2∂x̄u(x̄p) nous avons par (4.95) :

G1,p = 4
(
p+ 3
p+ 1 − 1

)
F1,p+1 = 8

p+ 1F1,p+1,

ce qui est le résultat attendu.

2. Détermination des paramètres de la structure incohérente stationnaire dans les simulations

Le potentiel VL a pour moyenne zéro, alors nous avons VL(x) = Vst(x)− 〈Vst〉 et

Hnl,L = 1
2

∫
[−L/2,L/2]

(
Vst(x)− 〈Vst〉

)
Nst(x)dx, 〈Vst〉 = 1

L

∫
[−L/2,L/2]

Vst(y)dy.

110



CHAPITRE 4. FORMATION DE SOLITONS «CACHÉS» DANS DES
STRUCTURES GRAVITATIONNELLES INCOHÉRENTES

Le potentiel Vst est égal à −r−1/p
p Nst(x) dans le support [−xp, xp] de Nst (xp = x̄p/

√
ηp) et

est une fonction affine en dehors du support, qui s’annule au bord xp du support avec une
dérivée constante γM (la dérivée Vst est continue et ∂xVst(xp) = 2γ

∫ xp
0 Nst(x)dx = γM).

Nous trouvons

〈Vst〉 = 2
L

{ ∫ xp

0
Vst(x)dx+

∫ L/2

xp
Vst(x)dx

}

= 2γ
L

{
− F1,1

4F 3
1,p
Nst(0)−2M3 + 1

2M
(
L

2 − xp
)2 }

.

Si nous négligeons le dernier terme car xp est proche de L/2, alors nous avons

Hnl,L = −γ4
F1,p+1

F 3
1,p

Nst(0)−1M3 + γ

4L
F1,1

F 3
1,p
Nst(0)−2M4.

En utilisant la valeur Hnl,L = −γM2L/24 par l’équation (4.51), nous obtenons la relation

− 1
6 = −F1,p+1

F 3
1,p

( M
Nst(0)L

)
+ F1,1

F 3
1,p

( M
Nst(0)L

)2
. (4.96)

D’autre part, en utilisant (4.44) et (4.45),

Hl

M3 = γ

4
F1,p+1

(p+ 1)F 3
1,p
Nst(0)−1.

En utilisant Hl = γM2L/24 par l’équation (4.51), nous obtenons la relation

M
Nst(0)L =

(p+ 1)F 3
1,p

6F1,p+1
. (4.97)

En substituant dans l’équation (4.96), nous obtenons l’équation algébrique

6F 2
1,p+1

F1,1F 3
1,p

= (p+ 1)2

6p , (4.98)

ce qui permet de déterminer p et d’obtenir (4.52). Alors nous avons Nst(0) depuis (4.97) ce
qui donne (4.53). Finalement, nous notons qu’en utilisant l’équation (4.44) et l’expression
de rp = d0√

2πα
Γ(p+1/2)
Γ(p+1) , nous obtenons

Nst(0)
d0

=
(
γρ̄L2F1,p

12F1,p+1

)p (p+ 1)p√
2πα

Γ(p+ 1
2)

Γ(p+ 1) ' 8.6 10−3 (γρ̄L2)p√
α

.

B. Le cas d = 3

1. Solution stationnaire pour la structure incohérente
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Le potentiel parabolique qui confine le soliton en équations (4.31-4.32) peut être caractérisé
en dérivant la solution stationnaire de l’équation WT-Vlasov (4.33-4.34). Ici nous étendons
à d = 3 l’analyse reportée pour d = 1. En suivant la procédure usuelle [155], nous rappelons
que toute fonction nst(h) de l’Hamiltonien réduit h = α

2 |k|
2 + Vst(x) est une solution

stationnaire de l’équation WT-Vlasov (4.33-4.34). En supposant une solution à symétrie
sphérique pour x = |x| et k = |k|, nous avons Nst(x) = 4π

(2π)3

∫ kc(x)
0 nst(k, x)k2dk où la

fréquence de coupure est déterminée par la condition que les particules sont piégées par
le potentiel h ≤ 0, c-a-d, kc(x) =

√
−2Vst(x)/α. Nous avons alors les équations auto-

consistantes :

Nst(x) = 1
√

2π2α
3
2

∫ 0

Vst
nst(h)

√
h− Vstdh, (4.99)

(∂2
x + 2x−1∂x)Vst = 4πγNst, (4.100)

où (∂2
x + x−1∂x) est le Laplacien à symétrie sphérique. Nous cherchons une solution de la

forme nst(h) = d0h
p−3/2, où d0 et p sont constants. Par intégration nous obtenons

Nst(x) = rp
(
− Vst(x)

)p
, (4.101)

où rp = d0

(2πα)
3
2

Γ(p− 1
2 )

Γ(p+1) . En appliquant le Laplacien, nous obtenons de part et d’autre de
(4.101), la forme suivante de l’équation d’Emden pour la structure incohérente Nst(x) :

(∂2
x + 2x−1∂x)

(
N

1
p

st

)
= −4πγr

1
p
pNst. (4.102)

Nous introduisons la variable spatiale x̄ = √ηpx et l’amplitude u(x̄) = (Nst(x̄/
√
ηp)/Nst(0))

1
p ,

avec ηp = 4πγr
1
p
pN

1− 1
p

st (0) et u(x̄) ≥ 0. L’équation (4.102) retrouve alors la forme conven-
tionnelle de l’équation d’Emden.

(∂2
x̄ + 2x̄−1∂x̄)u(x̄) = −u(x̄)p, (4.103)

avec les conditions initiales : u(0) = 1 and ∂x̄u(0) = 0.
Nous avons une famille de solutions stationnaires qui dépendent des trois paramètres p,
Nst(0) et Nst(0)/d0. En étendant l’analyse développée pour d = 1, nous pouvons calculer
leurs masses et leurs énergies. La masseM =

∫
dxNst(x) = 4π

∫∞
0 Nst(x)x2dx est

M = Nst(0)
3−p
2p (4πγ)− 3

2

(
d0

(2πα) 3
2

Γ(p− 1
2)

Γ(p+ 1)

)− 3
2p
F3,p, (4.104)

où F3,p = 4π
∫ x̄p

0 x̄2u(x̄)pdx̄ et u(x̄) est solution de l’équation d’Emden (4.103). L’énergie
totale (Hamiltonien) de l’équation de WT-Vlasov (4.33-4.34) a une contribution linéaire
Hl = 1

(2π)3

∫
dx
∫
dk αk2

2 nst(k, x) = (4π)2

(2π)3

∫∞
0 x2dx

∫∞
0 k2dkαk

2

2 nst(k, x) et une contribution
non linéaire Hnl = −γ

2
∫∫
dxdyNst(x)Nst(y)

|x−y| = −8π2γ
∫∞
0 dx

∫∞
0 dy xymin(x, y)Nst(x)Nst(y),

nous trouvons alors

Hl = 6π
p+ 1Nst(0)

5−p
2p (4πγ)− 3

2

(
d0

(2πα) 3
2

Γ(p− 1
2)

Γ(p+ 1)

)− 5
2p
F3,p+1, (4.105)

Hnl = −2πNst(0)
5−p
2p (4πγ)− 3

2

(
d0

(2πα) 3
2

Γ(p− 1
2)

Γ(p+ 1)

)− 5
2p
G3,p, (4.106)
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où G3,p =
∫ x̄p

0 dx̄
∫ x̄p

0 dȳ x̄ȳmin(x̄, ȳ)u(x̄)pu(ȳ)p et F3,p+1 =
∫ x̄p
0 dx̄ x̄2u(x̄)p+1. Nous avons

6F3,p+1
p+1 = G3,p, ce qui montre que Hnl = −2Hl. Ceci est en accord avec le théorème du

viriel. En effet, le théorème du viriel pour l’équation WT-Vlasov fournit une relation
générale entre les moments d’inertie I(t) =

∫
|x|2N(x, t)dx, et les contributions linéaires

ainsi que non linéaire de l’Hamiltonien. Dans un état stationnaire, ∂2
t I = 0, les énergies

vérifient 2Hl + Hnl = 0, voir Appendice D. Cette relation est en effet satisfaite par les
solutions stationnaires présentées dans cet Appendice.
Finalement, le rayon kc =

√
−2Vst(0)/α du spectre à symétrie sphérique à support com-

pact dans [0, kc], est

kc =
√

2
α
Nst(0)

1
2p

(
d0

(2πα) 3
2

Γ(p− 1
2)

Γ(p+ 1)

)− 1
2p
. (4.107)

2. Détermination des paramètres de la structure incohérente stationnaire dans les simulations

Comme dans le cas d = 1, la solution stationnaire est caractérisée par trois paramètres
p, Nst(0) and Nst(0)/d, et nous avons deux équations indépendantes (4.104-4.105) dans
le but de les déterminer depuis les conditions initiales de la simulation. En effet, l’état
stationnaire a une masse et une énergie cinétique connues, car M = ρ̄L3 , Hl + Hnl =
H = −γM2c3,L/2 (puisque Hl(t = 0) = 0 et Hnl,L(t = 0) = 0) et 2Hl +Hnl = 0 tel que

M = ρ̄L3, Hl = 2πc3γM2

L
= 2πc3γρ̄

2L5, (4.108)

avec c3 =
∫
[−1/2,1/2]3 U3(x)dx ' 3.17. Contrairement au cas d = 1, nous ne faisons pas

l’hypothèse que la solution stationnaire remplit la boîte [−L/2, L/2]3, car nous n’avons
pas de résultats numériques pour étayer cette hypothèse, et il semble très approximatif
de supposer qu’une fonction à symétrie sphérique corresponde à une boîte carré. Cela
signifie que la paramètre p ne peut être déterminé depuis les conditions initiales mais par
l’observation de la solution stationnaire. Étant donné le paramètre p, l’amplitude de la
solution stationnaire peut être déterminée à partir de (4.104-4.105) en éliminant d0 :

Nst(0) = M
L3

F 5
3,p(p+ 1)3c3

3

(12πF3,p+1)3 . (4.109)
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CHAPITRE 5. DIFFUSION RAMAN STIMULÉE EN FIBRE À COEUR CREUX
REMPLIE DE CO2

Chapitre 5
Diffusion Raman stimulée en fibre à
coeur creux remplie de CO2

Dans ce chapitre nous allons mettre en évidence expérimentalement la diffusion Raman
stimulée en fibre à coeur creux remplie de gaz CO2. Nous décrivons le schéma de notre
expérience nous permettant de contrôler la puissance injectée ainsi que la pression de gaz
CO2 au sein de la fibre. Par des mesures de puissance en entrée et en sortie de la fibre,
nous observons que le ratio de puissance tend vers un comportement parabolique à mesure
que la pression augmente. Ce dispositif expérimental nous donne également accès à la dis-
tribution d’intensité ainsi qu’au spectre du faisceau laser en sortie de fibre. Les résultats
expérimentaux montrent que la génération des deux premiers pics Stokes est efficace pour
des conditions de faible puissance et de faible pression. Ces conditions expérimentales sont
compensées par une importante longueur d’interaction entre le faisceau laser et le gaz, par
rapport aux expériences de spectroscopie utilisant des cellules de gaz. Les mesures expé-
rimentales sont comparées à des résultats issus de simulations numériques de l’équation
de Schrödinger non linéaire incluant la dispersion chromatique, l’effet Kerr, ainsi que la
diffusion Raman stimulée. Nous observons ainsi un bon accord qualitatif en comparant
l’évolution de la puissance en sortie en fonction de la puissance en entrée, notamment
pour la première raie Stokes.
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5.1 Introduction et motivation

Les peignes de fréquences optiques portent un intérêt significatif de par leurs utilisations
dans divers domaines de la physique. En effet, les peignes de fréquences ont révolutionné les
mesures de fréquences optiques précises en reliant directement n’importe quelle fréquence
optique à une horloge micro-onde (∼ 1 GHz). Ils sont également indispensables pour de
nombreuses autres applications allant de la métrologie au biomédical et à la spectrosco-
pie environnementale. Une technique intéressante pour obtenir des spectres multi-octave
en forme de peigne est basée sur la diffusion Raman stimulée (SRS) d’ordre supérieur
dans un gaz d’hydrogène. La spectroscopie optique Raman est une des techniques les
plus courantes et les plus utilisées offrant de multiples avantages, incluant le caractère
non-destructif, des mesures rapides, l’absence de préparation des échantillons, la résolu-
tion spatiale, et la haute sélectivité chimique. Cette technique consiste à focaliser un ou
plusieurs faisceaux lasers intenses dans un gaz afin d’exciter les modes rotationnels et/ou
vibrationnels des molécules du gaz. Les intensités des raies spectrales excitées dépendent
de la puissance des lasers incidents ainsi que de la longueur d’interaction. Cette longueur
est limitée en espace libre par la longueur de Rayleigh, distance sur laquelle le faisceau
est focalisé, est de l’ordre de quelques millimètres seulement.

Le développement des fibres à cristaux photoniques à coeur creux (HC-PCF) [67] a fon-
damentalement changé le champ d’optique non linéaire basée sur les gaz, ce qui a permis
l’observation de nombreux phénomènes intéressants et inédits [68–70]. En diffusion Raman
stimulée dans les gaz, les HC-PCF à faibles pertes sont capables de réduire par plusieurs
ordres de grandeur le seuil Raman en comparaison avec les précédentes techniques équi-
valentes utilisant une cellule de gaz. En effet, les techniques en espace libre nécessitent
des niveaux de puissance crête de l’ordre du gigawatt pour générer la diffusion Raman
stimulée basée sur des spectres optiques en forme de peigne [71,72]. Au contraire, les HC-
PCF permettent de confiner fortement les gaz ainsi que la pompe laser et de les guider
sur plusieurs mètres, ce qui augmente considérablement leur longueur d’interaction. Grâce
à ces propriétés uniques, les HC-PCF sont des excellentes candidates pour la génération
très efficace de peignes de fréquences Raman multi-octave. La génération de spectre ultra-
large en forme de peigne vibrationnel/rotationnel par la diffusion Raman stimulée a été
largement étudiée, principalement en HC-PCF remplie de gaz d’hydrogène [71,73–78]. Les
résultats reportés montrent que, même si les HC-PCF offrent un seuil bas sans précédent,
la puissance laser requise pour générer des raies Stokes et anti-Stokes Raman intenses est
toujours de l’ordre de quelques dizaines de kilowatts. Les pressions requises en gaz d’hy-
drogène peuvent être réduites à quelques bars en accompagnant la pulsation pompe par
une faible pulsation à la fréquence Stokes [180]. Cependant, la pression reste relativement
élevée, de l’ordre de quelques dizaines de bars, dans le cas de la diffusion Raman stimulée
à partir de photons Raman spontanés. De plus, un inconvénient sérieux à l’utilisation du
gaz d’hydrogène en HC-PCF est la grande perméabilité de la silice avec l’hydrogène, ce
qui nécessite des précautions particulières pour protéger la fibre des fuites de gaz. L’alter-
native intéressante nous permettant de surmonter ces problèmes indésirables est d’utiliser
un gaz de CO2 au lieu de l’hydrogène. Jusqu’à maintenant, le CO2 a été principalement
utilisé dans le but d’étudier les conditions pour obtenir une conversion efficace de l’anti-
Stokes du premier ordre dans une HC-PCF relativement courte (30 cm) qui a été choisie
pour son faible décalage Raman [181].
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Dans ce Chapitre, nous étudions la bande rovibrationnelle ν1 de la résonance de Fermi
ν1/2ν2 du gaz de CO2 à travers la diffusion Raman stimulée initiée par le bruit quantique
dans une HC-PCF. Nous allons explorer son application potentielle pour la génération de
spectre intense large en forme de peigne. La branche Q rovibrationnelle de la branche ν1,
décalée de 41.64 THz de la pompe laser est d’un intérêt fondamental de par sa largeur
spectrale extrêmement étroite, qui est de l’ordre de 300 MHz (FWHMI) à 1 bar de CO2.
En effet, pour une pression allant de quelques dizaines de millibars à 1 bar, cette bande
subit une forte compression spectrale due aux effets combinés du rétrécissement de Dicke
et du mélange collisionnel des raies. De plus, même s’il est bien connu que la diffusion
Raman stimulée du CO2 est moins efficace que celle de l’hydrogène, il est intéressant
d’observer que la branche Q du CO2 peut présenter un fort rétrécissement, ce qui la rend
très intense [79–81]. Nous allons donc mettre en évidence la génération de façon spon-
tanée d’un spectre Raman en utilisant une HC-PCF remplie de CO2 avec une pression
n’excédant pas 6 bars et pompée par un seul laser avec une puissance crête ne dépassant
pas 40 kW.

5.2 Description de l’expérience
Dans cette section, nous fournissons une description détaillée du dispositif expérimental
nous permettant d’observer la diffusion Raman stimulée en utilisant une HC-PCF remplie
de CO2. Nous nous attardons notamment sur le contrôle de la puissance injectée ainsi que
de la pression en gaz de CO2 au sein de la fibre. Les mesures effectuées sont des mesures de
puissances, que ce soit en entrée ou en sortie de fibre, ainsi que pour certaines longueurs
d’onde spécifiques. Nous analyserons également les spectres ainsi que la distribution d’in-
tensité du faisceau en sortie de fibre. Cette description mène dans une deuxième partie à
étudier l’impact de la pression sur la puissance guidée au sein de la fibre. Nous verrons
que cette étude sera pertinente lors de la réalisation de la procédure expérimentale en
section 5.3.

5.2.1 Dispositif expérimental
Pour tous les résultats présents dans ce Chapitre, nous avons utilisé une fibre à cristaux
photoniques à coeur creux (HC-PCF) possédant une longueur de 3 m et fournie par la
société GLOphotonics. La fibre utilisée est formée de plusieurs coeurs creux ayant pour
diamètre 30 µm, de plus, les deux extrémités de la fibre sont reliées à une cellule de gaz
remplie de CO2. Avec un système de vanne, nous pouvons donc contrôler la quantité de
gaz qui circule au sein de la HC-PCF, avec une pression pouvant aller jusqu’à 6 bars.
Afin d’observer les coeurs creux, une image de la section de la fibre enregistrée avec un
microscope électronique est donnée en encart de la Figure 5.1 qui représente le dispositif
expérimental décrit ci-dessous.

La source est un laser Nd :YAG délivrant des impulsions subnanosecondes (400 ps) à
la longueur d’onde λ = 1064 nm avec un taux de répétition de 1 kHz. Pour se prémunir
de retours indésirables dans la cavité laser, un isolateur optique est placé après la source
laser. Puis nous contrôlons la puissance en agissant sur une lame demi-onde qui est placée
juste avant un séparateur de faisceau polarisant. Nous utilisons une configuration de type

117



CHAPITRE 5. DIFFUSION RAMAN STIMULÉE EN FIBRE À COEUR CREUX
REMPLIE DE CO2

télescope afin de contrôler la taille du faisceau, ainsi que sa divergence. Après réflexion par
les deux miroirs M1 et M2, le faisceau laser polarisé est ensuite focalisé par une lentille
(f = 125 mm) afin d’être injecté dans la fibre HC-PCF remplie de gaz CO2. Nous utilisons
une platine de translation qui nous permet, avec les deux miroirs M1 et M2, de contrôler
la position du faisceau injecté. L’injection est alors optimisée lorsque la direction du fais-
ceau est alignée avec l’axe de la fibre, cette configuration correspond à un schéma de type
Z. Ce dispositif d’injection nous permet d’atteindre une efficacité de conversion, c-a-d, le
rapport entre la puissance en sortie de fibre et la puissance en entrée de fibre, de 39%
(mesuré à 0.5 mbar de CO2). La distribution d’intensité en sortie de fibre est imagée sur
une caméra CMOS (complementary metal-oxide-semiconductor), ce qui permet de vérifier
les conditions de propagation monomodes dans la HC-PCF. Un séparateur de faisceau est
utilisé afin d’injecter une partie du faisceau en sortie dans une fibre de raccordement reliée
à un OSA (optical spectrum analyzer). Dans notre expérience, nous avons utilisé 3 OSA
afin de couvrir une plage spectrale allant de 350 nm à 2400 nm. Tous les éléments décrits
ci-dessus sont représentés dans le schéma expérimental présent en Figure 5.1.

Figure 5.1 – Dispositif expérimental pour étudier la diffusion Raman stimulée
en fibre HC-PCF remplie de CO2 : le faisceau est émis par un laser Nd :YAG
(λ = 1064 nm), un isolateur optique est disposé afin d’éviter les rétroréflexions au sein de
la cavité laser. Une lame demi-onde (HWP) ainsi qu’un séparateur de faisceau polarisant
(PBS) sont utilisés afin de contrôler la puissance injectée dans la fibre. Un télescope formé
de deux lentilles est disposé afin de contrôler la taille et la divergence du faisceau laser. Les
miroirs M1 et M2 ainsi que la platine sur laquelle est fixée l’entrée de la fibre permettent
de contrôler la position du faisceau injecté dans la HC-PCF grâce à une lentille. Un
séparateur de faisceau non-polarisant (BSP) est utilisé afin non seulement d’imager la
sortie de fibre avec une caméra CMOS, mais aussi d’injecter le faisceau dans une fibre de
raccordement (FP) reliée à un OSA. Trois OSA ont été utilisés dans le but d’analyser le
spectre en sortie de la fibre HC-PCF sur une large plage spectrale.

118



CHAPITRE 5. DIFFUSION RAMAN STIMULÉE EN FIBRE À COEUR CREUX
REMPLIE DE CO2

5.2.2 Impact de la pression sur la transmission
Nous avons évoqué en section 5.2.1 que l’efficacité de conversion à l’injection était de 39%
pour une pression de 0.5 mbar de CO2. Il est cependant intéressant d’étudier l’impact de
la pression sur la transmission de la puissance au sein de la fibre HC-PCF dans le but
d’observer et d’expliquer d’éventuelles pertes supplémentaires. Afin de caractériser cet
effet, nous plaçons un puissancemètre entre le miroir M2 et la lentille d’injection ce qui
permet de déterminer la puissance en entrée, voir Figure 5.1. Nous déplaçons ensuite le
puissancemètre après la sortie de la fibre HC-PCF afin de mesurer la puissance en sortie,
le ratio des deux puissances déterminées donne ainsi accès au taux de conversion. Comme
décrit en section 5.2.1, nous faisons varier la puissance grâce à une lame demi-onde ainsi
qu’un séparateur de faisceau polarisé, et nous contrôlons également la pression de CO2
au sein de la fibre avec un système de vanne. Nous avons donc mesuré pour différentes
valeurs de pressions (de 0.5 mbar jusqu’à 6 bars), plusieurs ratios de puissance entre la
sortie et l’entrée de la fibre en faisant varier la puissance injectée (de 10 kW jusqu’à 140
kW de puissance crête).

Figure 5.2 – Puissance en sortie de fibre en fonction de la puissance en en-
trée pour différents niveaux de pressions. Les différentes courbes représentent les
différents niveaux de pression de CO2 au sein de la HC-PCF. Le ratio de puissance tend
vers un comportement parabolique à mesure que la pression augmente. Cette déviation
du comportement linéaire peut provenir des contraintes induites par la pression au sein
de la HC-PCF
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Les mesures expérimentales de cette étude sont reportées en Figure 5.2, où nous montrons
la puissance en sortie en fonction de la puissance en entrée pour différentes pressions
(représentées par différentes couleurs). Nous observons que l’efficacité de conversion tend
vers un comportement parabolique à mesure que la pression du gaz de CO2 augmente [182].
Cette déviation par rapport à un comportement linéaire, qui est plus prononcée pour des
grandes valeurs de pression, peut être expliquée par des pertes supplémentaires. En effet,
une pression importante entraîne des contraintes induites dans la fibre. Nous notons que
les pertes linéaires de la structure HC-PCF sont de 0.09 dB/m pour la pompe (1064 nm),
0.12 dB/m pour la première onde anti-Stokes (927 nm), ainsi que 0.21, 0.40 et 10 dB/m
pour les trois ondes Stokes (1248 nm, 1510 nm et 1911 nm).

5.3 Observation de la diffusion Raman stimulée en
fibre HC-PCF remplie de CO2

Dans cette section, nous allons montrer expérimentalement la diffusion Raman stimulée
dans une HC-PCF remplie de CO2. Comme développé en section 5.2.1, nous avons deux
paramètres libres qui sont la puissance injectée et la pression du gaz de CO2 au sein de la
fibre. Nous avons donc réalisé une procédure expérimentale en deux étapes. La première
étape est de fixer le pression afin d’observer l’impact de la puissance sur la diffusion Raman
stimulée, nous fixons alors la pression à 6 bars qui est la valeur maximale que l’on peut
atteindre avec notre dispositif. Dans un second temps, nous fixons cette fois-ci la puissance
à sa valeur maximale pour une pression de 6 bars, à savoir 40 kW d’après la Figure 5.2, et
nous faisons varier la pression de CO2 afin d’observer son impact sur la diffusion Raman
stimulée. Nous observerons et tenterons d’expliquer un résultat remarquable qui est la
forte intensité des raies Stokes générées malgré les limites en pression et en puissance de
notre expérience.

5.3.1 Impact de la puissance crête
Dans cette partie, nous étudions l’impact de la puissance injectée dans la fibre sur la
diffusion Raman stimulée. Tout d’abord, nous fixons la pression de CO2 au sein de la
HC-PCF à 6 bars afin de maximiser les interactions entre le faisceau laser et le gaz. Nous
rappelons que la puissance en entrée est contrôlée grâce à une lame demi-onde ainsi qu’un
séparateur de faisceau polarisant, de plus le spectre en sortie est mesuré en injectant le
faisceau dans une fibre de raccordement reliée à un OSA, voir section 5.2.1. La Figure 5.3
présente les différents spectres mesurés en fonction de la puissance crête, démarrant de 40
kW pour la panel (a) et décroissant jusqu’à 1 kW pour le panel (g). Afin de couvrir une
plage spectrale allant de 350 nm à 2400 nm, trois OSA ont été utilisés, ce qui est illustré
par l’utilisation de différentes couleurs dans la représentation des spectres en Figure 5.3.

Nous observons que le gaz CO2 entraine la génération d’un large peigne de fréquences
qui couvre une plage spectrale allant de 0.9 µm jusqu’à 2 µm. Comme illustré remarqua-
blement en Figure 5.3(a), seulement 6 bars de pression de CO2 et 40 kW de puissance crête
guidée sont suffisants pour obtenir par génération spontanée une cascade de trois raies
Stokes situées aux longueurs d’ondes 1248 nm, 1510 nm et 1911 nm [182]. Par ailleurs,
nous observons que les deux premières raies Stokes ainsi que la raie anti-Stokes sont très
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intenses. En partant de ce constat, nous avons mesuré les puissances des raies Stokes avec
un puissancemètre après avoir filtré le spectre en sortie de fibre pour ne conserver que les
raies Stokes. Il en résulte que les deux premiers pics Stokes sont plus bas de seulement
1.06 dB et 5.34 dB que le niveau de la pompe. Ces niveaux correspondent respectivement
à une efficacité de conversion, c’est à dire le rapport de la puissance du pic et la puissance
totale en sortie, de 37% et 13.5%.

Nous avons vérifié avec la caméra CMOS comme illustrée en Figure 5.1, que la pompe
ainsi que les bandes Raman provenaient du mode fondamental de la fibre. Cette vérifica-
tion est illustrée en encart de la Figure 5.3(a) où l’on observe les distributions d’intensité
mesurées en champ proche de la sortie de fibre, pour la pompe ainsi que pour la première
raie Stokes, et pour la puissance crête 40 kW. Un résultat remarquable est que ces deux
premiers pics Stokes assez intenses sont observés pour un niveau de pression de CO2 re-
lativement bas, même en diminuant la puissance de pompe à 30 kW [Figure 5.3(b)] ou
encore 10kW [Figure 5.3(d)] [182].
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Figure 5.3 – Impact de la puissance sur le spectre en sortie de fibre : Spectres
expérimentaux en sortie de la HC-PCF montrant un peigne de fréquence généré à 6 bars
de pression de gaz CO2 en fonction de la puissance crête allant de 40 kW (a) à 1 kW (g).
Les parties bleues et marrons du spectres ont été mesurées avec différents OSA. En encart
du panel (a) est illustrée la distribution d’intensité en champ proche de la sortie de fibre
aux longueurs d’ondes de la pompe et de la première raie Stokes. Echelle : 10 µm.

122



CHAPITRE 5. DIFFUSION RAMAN STIMULÉE EN FIBRE À COEUR CREUX
REMPLIE DE CO2

À titre de comparaison, ces niveaux de puissance sont inférieurs à ceux requis pour ob-
server les deux raies Stokes du gaz d’hydrogène avec une pression s’élevant à quelques
dizaines de bars [71,73–78]. Nous notons également que les bandes Raman sont très fines,
elles préservent la finesse spectrale du laser de pompe. En effet, lorsque les raies spectrales
sont espacées de sorte que leurs largeurs collisionnelles mènent à un recouvrement signi-
ficatif, alors des effets de couplage venant d’un transfert d’énergie rotationnelle peuvent
apparaître. Ce phénomène, aussi appelé rétrécissement collisionnel, peut être décrit par
un modèle utilisant des lois d’échelles pour modéliser la relaxation moléculaire [79]. Les
raies supplémentaires de faible intensité observées proche de l’onde pompe ainsi que de la
première raie Stokes peuvent provenir de l’instabilité modulationnelle induite par la mo-
dulation de phase croisée. En effet, contrairement au cas des instabilités modulationnelles
conventionnelles, ce type d’instabilité peut apparaître même en régime de dispersion nor-
male en fibre optique [183]. Nous soulignons enfin que l’impact de l’état de polarisation
du faisceau injecté a été négligé durant toute la procédure expérimentale.

5.3.2 Impact de la pression de CO2

Dans cette partie, nous étudions l’impact de la pression au sein de la fibre sur la diffu-
sion Raman stimulée. Nous fixons cette fois-ci la puissance crête dans la fibre afin d’avoir
uniquement la pression de CO2 comme paramètre libre. La puissance crête de la pompe
est donc fixée à 40 kW, qui est la puissance maximale que l’on peut atteindre avec une
pression de 6 bars, ce qui est illustré en Figure 5.2. Comme décrit en section 5.2.1, la pres-
sion de CO2 au sein de la HC-PCF est contrôlée grâce un système de vanne et mesurée
directement avec un manomètre. Des spectres mesurés en sortie de fibre en fonction de la
pression sont présentés en Figure 5.4, démarrant de 6 bars pour le panel (a) et décroissant
jusqu’à 0.8 bar pour le panel (f). De la même manière qu’en section 5.3.1, plusieurs OSA
ont été utilisés, ce qui est illustré par les différentes couleurs présentes dans la représen-
tation des spectres, comme précédemment montré en Figure 5.3 [182].

Nous observons que pour le niveau modéré de puissance injectée, les deux premiers pics
Stokes sont générés avec des puissances supérieures à 10 dB en-dessous de la puissance
de pompe. Ce résultat est remarquable dans la mesure où la puissance utilisée est faible
comparée à celle nécessaire pour observer les mêmes raies à la même intensité dans le cas
d’une HC-PCF remplie d’hydrogène [71, 73–78]. Cette observation est réitérée, même en
diminuant la pression de CO2 jusqu’à 4 bars, toujours pour une puissance crête de 40 kW.
De plus, pour une pression en CO2 de 1 bar, nous pouvons atteindre une puissance de
47 kW, voir Figure 5.2. Dans ces conditions, la première raie Stokes peut atteindre une
puissance inférieure de seulement 10 dB à celle de la pompe [182]. Comme évoqué en sec-
tion 5.1, l’avantage de la HC-PCF par rapport aux expériences en espace libre, est d’avoir
une longueur d’interaction beaucoup plus importante : 3 m dans notre expérience contre
quelques millimètres ou centimètres en propagation libre. Cette caractéristique permet
d’observer des pics Stokes très intenses par rapport à la pompe avec une faible puissance
crête ainsi qu’une faible pression par rapport aux expériences en espace libre.
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Figure 5.4 – Impact de la pression sur le spectre en sortie de fibre : Spectres
expérimentaux en sortie de la HC-PCF montrant un peigne de fréquence généré à une
puissance crête de 40 kW en fonction de la pression de gaz CO2, allant de 6 bars (a)
jusqu’à 0.8 bar (f). Les parties bleues et marrons des spectres ont été mesurées avec
différents OSA.
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5.4 Simulations numériques de l’équation de Schrö-
dinger non linéaire

Dans cette section, nous allons effectuer des simulations numériques à partir de l’équation
de Schrödinger non linéaire (NLS). Le but est de comparer les résultats de ces simula-
tions aux mesures expérimentales afin d’obtenir des informations supplémentaires sur les
peignes de fréquences observés. Dans un premier temps, nous allons détailler les différents
termes de l’équation utilisée ainsi que la méthode numérique permettant de la simuler.
Nous montrerons par ailleurs un exemple de spectre issu de cette simulation en utilisant
des paramètres proches de l’expérience. Puis dans un second temps, nous effectuerons des
comparaisons directes entre les résultats issus des simulations numériques et les mesures
expérimentales. En particulier, nous nous focaliserons sur les valeurs des puissances de la
pompe ainsi que des raies Stokes afin de vérifier si les simulations reproduisent l’expérience
réalisée en section 5.3.

5.4.1 Développement théorique et numérique
Afin de reproduire numériquement les résultats expérimentaux obtenus en section 5.3,
nous partons de l’équation de Schrödinger non linéaire (5.1). Nous étudions l’évolution
du spectre dans une fibre optique, l’équation utilisée est donc 1+1D, c-a-d une dimen-
sion d’espace et une dimension de temps. De plus, l’équation (5.1) inclue la dispersion
chromatique, l’effet Kerr, ainsi que la diffusion Raman stimulée, elle s’écrit donc

∂A

∂z
+ i

2β2
∂2A

∂t2
+ α

2A = iγ(1− fR)|A|2A+ iγfRA
∫ +∞

0
R(t′)|A(z, t− t′)|2dt′, (5.1)

où A(z, t) est l’enveloppe du champ électrique total se propageant dans la direction z. Nous
faisons l’approximation dans cette section que l’enveloppe varie lentement par rapport à
sa porteuse, ce qui est le cas pour un spectre aux bandes étroites. β2 est le paramètre de
dispersion de vitesse de groupe (GVD) qui est déterminé depuis la courbe de dispersion
donnée par le fabricant, α est le coefficient d’absorption linéaire de la fibre qui est égale-
ment donné par le fabriquant. γ = 2πn2/(λAeff) représente le coefficient non linaire avec
λ = 1064 nm la longueur d’onde la pompe, n2 = 3.10−11 µm2/W l’indice non linéaire,
et Aeff = 416 µm2 l’aire effective du mode fondamental de la fibre optique. fR est un
paramètre mesurant la contribution des effets Raman par rapport à la somme des effets
non linéaires. D’après nos analyses préliminaires, un décalage de fR jusqu’à 10% n’a pas
d’impact critique sur la dynamique spectrale de la diffusion Raman stimulée en HC-PCF
remplie CO2 [182].

Nous rappelons que la fibre utilisée possède une longueur de 3 m et que les impulsions
de la pompe ont pour durée 460 ps, voir section 5.1. Le premier terme du membre droit
de l’équation (5.1) correspond à l’effet Kerr, il mène donc à l’auto-modulation de phase
(SPM) ainsi qu’à la modulation de phase croisée (XPM), ces deux effets s’ajoutent avec
le mélange à quatre ondes. Le second terme contient la réponse Raman non instantanée
représentée dans le domaine temporel par la fonction R(t). Nous notons que cette réponse
Raman est modélisée numériquement dans le domaine de Fourier par une bande de gain
Raman. Cette bande est décrite par la fonction Lorentzienne ayant pour largeur spectrale
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300 MHz et décalée de la pompe de 41.64 THz. Dans l’ensemble des résultats issus de
simulations numériques présentés dans ce Chapitre, nous avons considéré en nous basant
sur la littérature que le gain Raman en intensité est égal à 1.1 · 10−11 m/W [184].

L’équation NLS (5.1) ne peut être résolue analytiquement, nous utilisons la méthode split-
step Fourier utilisée fréquemment dans le cas des simulations de ce type d’équation. Cette
méthode repose sur l’approximation que, sur une courte distance h, les effets linéaires et
non linéaires peuvent être supposés comme agissant indépendamment. En d’autres termes,
la propagation de z à z + h est réalisée en deux étapes, en premier lieu la non-linéarité
agit seule, puis les effets linéaires sont pris en compte seuls. Les effets peuvent ainsi être
résolus séparément à conditions que le pas de propagation h soit suffisamment petit [63].
Un exemple de spectre numérique obtenu à partir de cette simulation avec une puissance
de 29.12 kW est illustré en Figure 5.5 [182]. Nous observons que la simulation reproduit
qualitativement les mesures expérimentales présentes en section 5.3.
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Figure 5.5 – Résultat issu de simulation numérique. Le spectre obtenu provient
d’une simulation numérique basée sur l’équation (5.1) en utilisant la méthode split-step
Fourier. Le spectre reproduit qualitativement les mesures expérimentales en section 5.3

5.4.2 Comparaison directe avec les mesures expérimentales
Dans le but d’effectuer une comparaison directe entre les mesures expérimentales et les
simulations numériques, nous avons utilisé un filtre dans le but de mesurer la puissance
en entrée et en sortie de fibre pour la pompe et les deux premières raies Stokes. La Figure
5.6 reporte l’évolution de la puissance en sortie en fonction de la puissance pour les trois
bandes spectrales filtrées. Nous observons un bon accord qualitatif entre les simulations
numériques [Figure 5.6(a)] et les mesures expérimentales [Figure 5.6(b)], en particulier
concernant la pompe et la première raie Stokes. Les simulations numériques basées sur
l’équation (5.1) décrivent donc assez bien l’expérience présentée en section 5.3. En ce qui
concerne la génération de la seconde raie Stokes, qui est plus intense expérimentalement,
les écarts observés peuvent être reliés à la valeur du gain Raman utilisée pour la simulation.
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Figure 5.6 – Comparaisons entre les simulations numériques (a) et les mesures
expérimentales (b) : Evolution de la puissance en sortie en fonction de la puissance
crête pour différentes composantes spectrales. La courbe rouge correspond à la pompe, la
courbe bleue pour la première raie Stokes, et la courbe verte pour la deuxième raie Stokes.

5.5 Conclusion
Pour résumer, nous avons présenté le dispositif expérimental pour les expériences d’ob-
servation de la diffusion Raman stimulée en HC-PCF remplie de CO2. Nous avons discuté
les propriétés de la HC-PCF qui possède une longueur d’interaction de 3 m entre le gaz
CO2 et le faisceau laser. Nous avons montré que le dispositif nous permet de contrôler la
puissance crête injectée dans la fibre, jusqu’à 47 kW, ainsi que la pression de gaz au sein
de la HC-PCF, jusqu’à 6 bars. Nous avons mesuré la puissance en entrée et en sortie de la
fibre afin d’observer que le ratio de puissance tend vers un comportement parabolique à
mesure que la pression augmente. Ce dispositif expérimental nous donne également accès
à la distribution d’intensité ainsi qu’au spectre du faisceau laser en sortie de fibre.

Nous avons étudié l’impact des deux paramètres libres du dispositif expérimental, à savoir
la puissance crête injectée et la pression de gaz CO2 dans la fibre. Dans un premier temps,
nous avons fixé la pression à 6 bars afin de maximiser les interactions entre le faisceau
laser et le gaz, puis nous avons mesuré le spectre en sortie de fibre pour différentes puis-
sances injectées. Un résultat remarquable est l’observation de deux premiers pics Stokes
assez intenses pour un niveau de pression relativement bas, même pour une puissance de
pompe à 30 kW. Nous avons vérifié avec la caméra CMOS que la pompe ainsi que les
bandes Raman provenaient du mode fondamental.

Nous avons ensuite fixé la puissance crête de la pompe à 40 kW afin d’avoir la pression
de CO2 comme unique paramètre libre et de mesurer le spectre en sortie pour différentes
valeurs de pression. Un résultat remarquable est l’observation des deux premiers pics
Stokes assez intenses, pour une pression pouvant descendre jusqu’à 4 bars. De plus, cette
observation est réitérée même pour une pression de 1 bar, qui permet d’atteindre 47 kW
de puissance crête. Les niveaux d’intensités remarquables des deux premiers pics Stokes
sont mesurés, en dépit d’une faible puissance crête ainsi que d’une faible pression, grâce
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à la longueur d’interaction permise par la fibre. En effet, la HC-PCF permet d’avoir une
longueur d’interaction de 3 m, ce qui est beaucoup plus important par rapport aux expé-
riences avec des cellules de gaz ne disposant que de quelques millimètres ou centimètres
de longueur d’interaction en propagation libre.

Enfin nous avons effectué des simulations à partir de l’équation de Schrödinger non li-
néaire à laquelle nous avons inclue la dispersion chromatique, l’effet Kerr, ainsi que la
diffusion Raman stimulée. Nous avons montré un exemple de spectre obtenu à partir de
cette simulation avec une puissance de 29.12 kW et nous avons constaté que la simulation
reproduit qualitativement les mesures expérimentales. Nous avons ensuite comparé les
simulations numériques aux mesures expérimentales en reportant l’évolution la puissance
en sortie de fibre par rapport à la puissance injectée pour la pompe ainsi que pour les deux
premières raies Stokes. Nous avons observé un bon accord qualitatif, notamment pour la
première raie Stokes. Les écarts constatés pour la seconde raire Stokes peuvent être reliés
à la valeur du gain Raman utilisée en simulation.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion

Dans les deux premiers chapitres de ce manuscrit, nous avons discuté l’effet de thermali-
sation et condensation d’ondes optiques se propageant dans une fibre optique multimode.
Dans le premier chapitre nous en avons décrit les aspects théoriques. En considérant l’effet
dominant du désordre faible lié aux fluctuations aléatoires de polarisations, nous avons
montré que la propagation d’une onde incohérente est décrite par une approche discrète
de la théorie de turbulence d’ondes. L’équation cinétique révèle que le désordre induit
une accélération significative du processus de thermalisation et condensation de l’onde
optique. La population macroscopique du mode fondamental de la fibre optique permet
de mieux comprendre certains régimes de «nettoyage de faisceau optique» observés dans
les fibres multimodes à gradient d’indice. La nature discrète de la turbulence permettrait
également de comprendre la raison pour laquelle l’effet de nettoyage de faisceau optique
n’a pas été observé dans les fibres optiques à saut d’indice. Une extension naturelle de
ce travail est actuellement en cours et concerne l’étude de l’impact d’un désordre fort
(couplage aléatoire entre les modes) dans la propagation de l’onde incohérente. Cette
perspective sera discutée ci-dessous.

Le second chapitre a présenté l’expérience réalisée à l’ICB qui a permis de mettre en
évidence le processus de thermalisation vers la distribution de Rayleigh-Jeans et l’effet de
condensation qui en résulte. La principale originalité de cette expérience par rapport aux
expériences conventionnelles de «nettoyage de faisceau optique» consiste à faire passer le
faisceau optique par un diffuseur avant injection dans la fibre optique, ce qui nous a permis
de faire varier l’énergie cinétique E = ∑

p βpnp (contribution linéaire à l’Hamiltonien) en
gardant constante la puissance de l’onde N = ∑

p np. Cette procédure a permis de mettre
en évidence la transition de phase vers l’état condensé de la lumière en diminuant l’énergie
en dessous d’une valeur critique E ≤ Ecrit. La comparaison des distributions d’intensités
mesurées expérimentalement en champ proche et lointain (spectre) sont en accord avec les
distributions théoriques de Rayleigh-Jeans, sans l’emploi de paramètres ajustables. Nous
avons également discuté les propriétés thermodynamiques de la condensation d’ondes clas-
siques par l’étude du comportement de la chaleur spécifique à la transition de phase, ce qui
a permis de clarifier les différences avec les propriétés de la condensation de Bose-Einstein
quantique. Nous discutons dans ce chapitre deux extensions naturelles de ce travail qui
ont fait l’objet d’une nouvelle collaboration avec Iacopo Carusotto (BEC center, Trento).
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D’une part, mieux comprendre le mécanisme responsable du processus de thermalisation
en fibre optique par l’analyse des cascades de turbulence. D’autre part, nous discutons
la possibilité d’observer la thermalisation optique vers des états d’équilibre de Rayleigh-
Jeans caractérisés par une température négative (T < 0).

Dans le cadre de mon travail de thèse j’ai aussi pu me familiariser avec d’autres for-
malismes de turbulence décrivant la propagation d’ondes optiques incohérentes dans dif-
férentes configurations. En particulier, dans le troisième chapitre nous avons considéré
une autre forme de condensation d’ondes qui se caractérise par la formation spontanée
d’un soliton en présence d’une interaction (gravitationnelle) à longue portée. Ce travail
m’a permis de me familiariser avec l’équation cinétique de Vlasov à longue portée. Nous
avons considéré le processus de condensation de solitons dans le cadre de l’équation de
Newton-Schrödinger, laquelle a aussi fait l’objet d’études récentes en optique non linéaire.
Nous avons mis en évidence un nouveau régime caractérisé par l’existence de «solitons
cachés», i.e., les solitons sont «cachés» dans le sens où ils sont entièrement immergés
dans les fluctuations environnantes du champ incohérent. Le formalisme de Vlasov nous a
permis de montrer que les solitons sont en fait piégés et stabilisés par la structure incohé-
rente environnante. Nous avons démarré une collaboration avec le groupe de D. Faccio de
l’Université de Glasgow afin d’étudier la faisabilité d’une expérience d’optique qui pourrait
mettre en évidence ce régime de solitons cachés en présence d’une non-linéarité thermique.

Mon travail de thèse a également été consacré à l’étude de la propagation spatio-temporelle
d’ondes incohérentes dans les fibres multimodes. A la différence des Chapitres 2-3 où les
ondes optiques sont quasi-monochromatiques, nous avons considéré un régime où la lar-
geur du spectre temporel est importante. Dans ce régime, la théorie cinétique révèle que
la turbulence est dominée par l’effet Raman, comme décrit par le formalisme de turbu-
lence faible de Langmuir, voir l’introduction du manuscrit. En considérant l’impact du
désordre fort en fibre multimode (couplage aléatoire entre les modes), nous avons montré
théoriquement et numériquement que l’évolution du champ optique peut être décrit par
une équation cinétique remarquablement simple. Ce travail est reporté en Annexe A.

Enfin, dans un registre différent des autres Chapitres, mon travail de thèse a été consacré
à l’étude de la diffusion Raman intense stimulée en fibre à coeur creux remplie de CO2.
Nous discutons en Chapitre 5 des avantages fournis par les fibres à cristaux photoniques à
coeur creux (HC-PCF), par rapport aux cellules de gaz, afin de générer la diffusion Raman
stimulée. Les HC-PCF ont été principalement utilisées pour étudier le gaz d’hydrogène
or, bien que la diffusion Raman stimulée du CO2 soit moins efficace que celle de H2, il est
intéressant d’observer que sa branche Q présente un fort rétrécissement ce qui la rend très
intense. Nous avons donc réalisé une expérience à l’ICB mettant en évidence la généra-
tion spontanée de spectre Raman en utilisant une HC-PCF remplie de CO2. Un résultat
remarquable est que pour une pression ne dépassant pas 6 bars et une puissance crête
guidée n’excédant par 40 kW, nous obtenons deux raies Stokes très intenses (seulement
10 dB en dessous du niveau de pompe). Nous avons comparé ces mesures expérimentales
aux résultats de simulations numériques basées sur l’équation de Schrödinger non linéaire
1+1D. Nous avons pu reproduire les spectres mesurés dans l’expérience et obtenu un bon
accord qualitatif entre les mesures expérimentales et les simulations numériques en ce qui
concerne les puissances des deux premières raies Stokes.
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6.2 Perspectives
Dans la suite de ce dernier chapitre nous allons discuter différentes perspectives et diffé-
rents problèmes ouverts qui sont en lien avec ce travail de thèse. Nous allons notamment
discuter différents aspects liés à la thermalisation et la condensation d’ondes optiques en
fibre optique multimode, en relation avec le travail présenté en Chapitres 2-3.

6.2.1 Impact du désordre fort en régime linéaire
Dans le Chapitre 2 nous avons considéré l’impact du désordre faible provenant des fluc-
tuations aléatoires de polarisations des modes [87]. Dans cette section, nous discutons
l’impact d’un désordre fort, c-a-d, un bruit qui couple des modes distincts sur l’évolution
de la dynamique des modes. Nous montrons qu’une forme générale du désordre conservatif
introduit une dissipation effective dans le système, qui est responsable d’une décroissance
irréversible des moments du premier ordre, ainsi que d’une relaxation irréversible des mo-
ments du second ordre vers différentes formes d’équipartition de puissance entre les modes.
De cette façon, en considérant le régime purement linéaire, nous obtenons une équation
cinétique décrivant l’impact du désordre fort. Nous discutons également les différents ré-
gimes décrits par le modèle de désordre fort considéré, à savoir le couplage aléatoire entre
les composantes de polarisation, ainsi que le couplage aléatoire entre les modes dégénérés
et non dégénérés.

A. Modèle

Le couplage aléatoire entre les modes peut être décrit par une forme généralisée de l’équa-
tion NLS modale (2.16). Le champ aléatoire composé deM modes spatiaux est représenté
par un vecteur complexe de dimension 2M , A(z) = [Ap(z)]2M−1

p=0 , qui est obtenu en em-
pilant les 2M composantes modales qui incluent les degrés de liberté de polarisation. Le
vecteur A(z) est gouverné par l’équation NLS modale :

i∂zA = βA + Dsd(z)A− γP(A), (6.1)

où β est une matrice diagonale avec les termes diagonaux βp. Les couplages linéaires entre
les modes sont modélisés par une matrice aux valeurs aléatoires Dsd(z). Elle se compose
d’une généralisation de dimension 2M d’un modèle à deux dimensions du désordre faible
discuté en section 2.4.2. La matrice Hermitienne 2M × 2M Dsd(z) peut s’écrire

Dsd(z) =
∑
q<r

gqr[νqr(z)Hqr + µqr(z)Kqr] +
∑
q

gqηq(z)Jq, (6.2)

où les matrices Hqr, Kqr, Jq généralisent à 2M dimensions les matrices 2 × 2 de Pauli
σj [185]. Les matrices Hqr, Kqr, Jq forment également une base pour le vecteur espace des
matrices Hermitiennes 2M × 2M . À cet égard, le modèle (6.2) peut être considéré comme
un modèle général de désordre fort. Pour plus de précisions ces trois matrices sont données
explicitement en référence [21](Appendice C). En suivant la généralisation du modèle de
désordre faible de la section 2.4.2, dans le modèle de désordre fort donné par l’équation
(6.2) les fonctions ηq pour 0 ≤ q ≤ 2M − 1, et νqr, µqr pour 0 ≤ q < r ≤ 2M − 1,
sont indépendantes de moyenne nulle et sont des processus aléatoires Gaussiens à valeur
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réelle identiquement distribués, avec 〈ηq(z)ηq(z′)〉 = 〈νqr(z)νqr(z′)〉 = 〈µqr(z)µqr(z′)〉 =
σ2
βR( z−z′

lβ
). Nous considérons les processus de Ornstein-Uhlenbeck pour ηq, νq,r et µq,r,

avec R(ζ) = exp(−|ζ|)/2. Les paramètres gqr et gq sont des coefficients de couplages
d’ordre un.

Comme discuté ci-dessous, le modèle de désordre (6.2) nous permet de distinguer trois
régimes différents de couplage de mode aléatoire, à savoir le couplage de polarisation, le
couplage entre les modes dégénérés, et le couplage entre les modes non dégénérés.

B. Équation cinétique

Les équations qui gouvernent l’évolution des moments du premier ordre du champ sont
dérivées en référence [21](Appendice C). Le principal résultat obtenu en utilisant le théo-
rème de Furutsu-Novikov est que le désordre fort conservatif introduit une dissipation
effective dans l’évolution de la moyenne 〈A〉(z), qui présente alors une décroissance ex-
ponentielle durant la propagation. Ce résultat nous permet d’étudier la dynamique des
moments du second ordre avec un désordre fort dans un régime où les effets linéaires do-
minent les effets non linéaires, comme discuté pour le désordre faible considéré en section
2.4. Cependant, contrairement au désordre faible où la dynamique linéaire des moments
du second ordre est triviale (c-a-d, les corrélations disparaissent, voir section 2.4.3), la
présence du désordre fort introduit une dynamique linéaire non triviale qui domine les
effets non linéaires. Dans la suite, nous étudions le désordre fort à l’ordre dominant en
régime purement linéaire.

Dans l’article [21], nous avons dérivé une équation cinétique décrivant le couplage aléatoire
des modes :

∂znp = ∆β
M−1∑
m=0

ΓpmR̂[(βm − βp)lβ](nm − np), (6.3)

où Γpm = ρ2
pm représente la matrice de couplage des modes, où ρ2

mp dénote la réduction à
M ×M de la matrice de couplage g2

mp introduite ci-dessus. La fonction R̂(k) représente
la transformée de Fourier de la fonction de corrélation R(x) qui s’écrit R̂(k) = 1/(1 + k2)
pour le processus de Ornstein-Uhlenbeck considéré. Nous notons que l’équation (6.3) a
une forme similaire à celle considérée pour modéliser la diaphonie entre différents modes
dans les télécommunications optiques [83].

C. Longueurs de propagation caractéristiques

Nous notons tout d’abord qu’en ajoutant le terme supplémentaire (6.3) dans l’équation
cinétique dérivée en Chapitre 2 [voir équation (2.37)], la conservation de l’énergie E n’est
plus vérifiée, de sorte que le théorème H des équations cinétiques complètes (2.37) et (6.3)
décrirait une évolution irréversible vers l’état d’équilibre maximisant l’entropie caractérisé
par une équipartition de puissance («nombre de particules») entre les modes. En consé-
quence, le désordre fort devrait inhiber le processus de condensation discuté dans le cas
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du désordre faible en section 2.4. Comme discuté ci-dessous, cette conclusion n’est pas
appropriée si l’on considère le régime usuel d’auto-nettoyage de faisceau optique. Dans
cette optique, nous discutons maintenant du sens physique de l’équation (6.3) à travers
l’analyse du modèle de désordre considéré en équation (6.2) et la longueur caractéristique
de propagation associée au couplage aléatoire des modes.
(i) Couplage de polarisation : Le modèle (6.3) décrit un couplage aléatoire entre les pola-
risations d’un seul mode qui se produit sur une longueur de propagation Ld ∼ 1/(∆βΓpp).
En considérant un impact modéré du désordre, nous pouvons avoir Γpp ∼ 1, de sorte que
cette longueur caractéristique du couplage aléatoire de polarisation est la même que celle
considérée en Chapitre 2 [voir équation (2.19)].
(ii) Couplage entre modes dégénérés : Le modèle (6.3) décrit un couplage aléatoire dans
un groupe de Mg modes dégénérés sur la longueur de propagation caractéristique

Ldeg
sd ∼ 1/(Mg∆βΓ̄g), (6.4)

où Γ̄g est déterminé par une moyenne des coefficients de couplage Γmp (m 6= p) entre les
Mg modes du groupe g. En considérant un couplage modéré entre les modes Γmp < Γpp
pour m 6= p, nous avons Ld < Ldeg

sd . Physiquement, la longueur d’échelle Ldeg
sd représente

la longueur de propagation typique telle que le désordre fort réalise une équipartition de
puissance au sein de chaque groupe de modes dégénérés.
(iii) Couplage entre modes non dégénérés (βp 6= βm) : D’après le théorème de Perron-
Frobenius, la matrice symétrique Γ̃ définie par

Γ̃mp = ΓmpR̂[(βp − βm)lβ](1− δKmp)−
∑
p′ 6=m

Γmp′R̂[(βp′ − βm)lβ]
 δKmp, (6.5)

a une valeur propre nulle simple avec le vecteur propre unitaire associé, et toutes les autres
valeurs propres sont négatives. Par conséquent, les termes supplémentaires de couplage
linéaire dans l’équation cinétique (6.3) tendent à redistribuer la puissance entre les modes,
à un taux exponentiel qui peut être déterminé par la seconde valeur propre λ2(Γ̃) de la
matrice Γ̃. La longueur de propagation caractéristique correspondante est donnée par

Lndeg
sd ∼ 1/(∆β|λ2(Γ̃)|]. (6.6)

Nous rappelons que R̂(k) décroît vers 0 lorsque k tend vers l’infini, de sorte que R̂[(βp −
βm)lβ] est beaucoup plus petite que R̂(0) = 1 et Ldeg

sd < Lndeg
sd . En d’autres termes, la lon-

gueur d’échelle Lndeg
sd représente la longueur de propagation typique telle que le désordre

fort réalise une équipartition de puissance entre les modes non dégénérés.

Nous notons finalement que les valeurs typiques des trois longueurs d’échelles discutées ici
sont estimées en référence [109], où le couplage aléatoire complet de polarisation devrait
se produire sur plusieurs mètres, le couplage aléatoire entre modes dégénérés sur plusieurs
dizaines de mètres, et le couplage aléatoire entre modes non dégénérés sur plusieurs cen-
taines de mètres.
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D. Application au nettoyage de faisceau optique

Le terme supplémentaire dans l’équation cinétique (6.3) fournit la longueur de propaga-
tion caractéristique due au couplage fort entre modes Ldeg

sd et Lndeg
sd . Dans les expériences

usuelles de nettoyage de faisceau nous avons β0lβ � 1 (puisque β0 ∼ 103 m−1), de sorte
que le couplage entre modes non dégénérés est inhibé par la transformée de Fourier de
la fonction de corrélation R̂(β0lβ) � 1, c-a-d, Ldeg

sd � Lndeg
sd . Cependant, comme discuté

ci-dessus, le couplage entre modes dégénérés mène à une relaxation exponentielle vers
une équipartition de puissance au sein des groupes de modes dégénérés. De façon inatten-
due, il se trouve que ceci est une propriété de la distribution de Rayleigh-Jeans, puisque
l’équilibre dépend uniquement de la valeur propre βp, [np = T/(βp−µ)]. Cela montre que
l’impact du désordre fort n’est pas préjudiciable à la condensation, mais en fait il renforce
le processus de thermalisation vers la distribution de Rayleigh-Jeans.

Pour résumer cette section, dans le régime où les effets linéaires sont largement domi-
nants (approche linéaire), le couplage entre les modes dégénérés renforce la thermalisation
vers la distribution d’équilibre de Rayleigh-Jeans. Il serait intéressant d’étendre la théorie
développée pour le désordre faible au désordre fort pour étudier l’interaction entre les cou-
plages aléatoires entre modes et les effets non linéaires sur le processus de condensation.
Ce travail est actuellement en cours, où les développements théoriques de Josselin Garnier
sont bien confirmés par les simulations numériques réalisées par Nicolas Berti et Adrien
Fusaro. Nous réfléchissons actuellement à la réalisation de l’expérience qui permettrait de
mettre en évidence ces nouveaux résultats.

6.2.2 Flux d’énergie cinétique et de puissance sous-jacents à la
thermalisation en fibre multimode

Dans cette section nous étudions les mécanismes responsables du processus de thermali-
sation vers la distribution de Rayleigh-Jeans discuté aux Chapitres 2-3. Nous montrons
que l’effet de condensation est induit par un flux d’énergie cinétique vers les hauts modes
et une redistribution bi-directionnelle de la puissance vers le mode fondamental et les
hauts modes. Nous rappelons que nous avons dérivé l’équation cinétique (2.37) à par-
tir de l’équation NLS (2.16). L’équation cinétique conserve la puissance N = ∑

p np et
l’énergie E = ∑

p βpnp, où np est la population du mode p. Nous avons démontré que
l’équation cinétique (2.37) décrit un processus irréversible de thermalisation vers l’équi-
libre de Rayleigh-Jeans neqp = T/(βp−µ), voir équation (2.6), où T est la température du
système de sorte que, à l’équilibre, N = T

∑
p(βp − µ)−1 et E = T

∑
p βp/(βp − µ). Cette

évolution irréversible vers l’équilibre de Rayleigh-Jeans est illustrée en Figures 6.1(a)-
(c) qui reportent les résultats de simulations numériques de l’équation NLS (2.16) et de
l’équation cinétique (2.37). Nous partons de la même distribution modale initiale pour
les deux simulations, avec des phases aléatoires indépendantes pour les modes dans le
cas de l’équation NLS. Durant la propagation, on observe un flux de np vers le mode
fondamental (cascade inverse), tandis qu’une petite fraction np s’écoule vers les modes
d’ordre élevé [27]. Pour plus de clarté, nous avons reporté en Figure 6.1 la puissance
moyenne ñg dans chaque groupe de modes dégénérés, où g = 0, ..., gmax− 1 est l’indice du
groupe des modes. Pour rappel, gmax = 15, ce qui correspond à un nombre total de modes
M = gmax(gmax + 1)/2 = 120.
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Figure 6.1 – Simulations numériques de l’équation NLS modale (2.16) (a-b)
et cinétique (2.37) (c-d) : évolutions de la puissance pour chaque groupe de modes ñg
(a)-(c), et de l’énergie Ẽg (b,d), avec gmax = 15 groupes de modes non-dégénérés. Les lignes
noires hachurées en (a) et (c) représentent la loi puissance de Rayleigh-Jeans ñeqg ∼ 1/g. La
thermalisation est caractérisée par un flux d’énergie vers les modes d’ordre élevé et un flux
de puissance vers le mode fondamental et les modes d’ordre élevé. Evolutions de n0(z) (e)
et n4(z) (f) obtenues depuis les simulations de l’équations NLS (2.16) (ligne rouge) et de
l’équation cinétique (2.37) (ligne bleu hachurée) : les composantes modales thermalisent
vers la valeur à l’équilibre prédite par la théorie de Rayleigh-Jeans (la ligne noire hachurée
représente neq0 /N = 0.6). Paramètres : N = 47.5 kW, lβ = 0.019 m, 2π/σ = 0.26 m (les
valeurs petites de lβ et 2π/σ choisies ici permettent de vérifier le régime de validité de
l’équation cinétique, Ld � Lnl).

La loi puissance de Rayleigh-Jeans ñg ∼ 1/g est vérifiée par les simulations de l’équation
cinétique (2.37) et de l’équation NLS (2.16). De par les grands temps de calculs, nous ne
pouvons pas réaliser de moyenne sur les résultats issus des simulations de l’équation NLS,
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ce qui explique le bruit présent dans les distributions de ñg en Figure 6.1(a-b).

Ces résultats sont corroborés par la distribution modale de l’énergie, qui présente un
flux vers les modes d’ordre élevé (cascade de turbulence directe). Dans cet exemple, nous
avons considéré une valeur de l’énergie E inférieure à l’énergie critique Ecrit, de sorte que
le système se trouve dans un état partiellement condensée [26]. La distribution modale
tend donc vers un état d’équilibre qui exhibe une équipartition d’énergie parmi les modes
Ep = (βp − β0)np ∼ T (ou Ẽg = β0gñg ∼ T ), voir Figures 6.1(b,d). Le processus de ther-
malisation de Rayleigh-Jeans est donc caractérisé par une population macroscopique du
mode fondamental, comme illustré en Figure 6.1(e), où la fraction de puissance condensée
tend vers la valeur théorique à l’équilibre neq0 /N ' 0.6. Nous notons que le bon accord
entre les simulations de l’équation NLS et de l’équation cinétique en Figure 6.1 est obtenu
sans utiliser de paramètres ajustables.

Nous reprenons les résultats expérimentaux présentés en Chapitre 3 des distributions
d’intensités en champ proche [26] afin de les comparer aux simulations de l’équation NLS
(2.16). La Figure 6.2 (colonne gauche) reporte les distributions d’intensités moyennées sur
∼50 réalisations expérimentales pour trois valeurs différentes de l’énergie E, qui corres-
pondent à une fraction de puissance condensée à l’équilibre de neq0 /N = 0.6, 0.4, 0.2. Nous
reportons les distributions d’intensités en sortie de fibre mesurées à 12 m (lignes rouges),
et «en entrée» après 20 cm de propagation dans la MMF (représentant les «conditions
initiales», lignes bleues). Les distributions d’intensités en sortie sont comparées aux distri-
butions d’intensités théoriques de Rayleigh-Jeans Ieq(r) (lignes vertes hachurées). Comme
discuté en Chapitre 3, le bon accord entre les mesures expérimentales et la distribution
théorique de Rayleigh-Jeans en Figure 6.2 (colonne gauche) est obtenu sans paramètres
ajustables.

Nous n’avons pas accès à des mesures de la distribution de np pour chacun des modes p
individuels dans l’expérience. Cependant, pour de grandes valeurs de px = py, les formes
asymptotiques des fonctions de Hermite-Gauss montrent que le support d’un mode up(r)
est essentiellement limité par r ≤

√
2ga, avec g = px + py et a le rayon du coeur de

la fibre [186]. Il y a donc une correspondance entre le rayon r et l’indice du groupe g.
Dans l’expérience, la cascade bi-directionnelle de puissance vers le mode fondamental et
les modes d’ordre élevé (r ' a) est clairement visible pour une forte condensation, voir
Figure 6.2(a) pour neq0 /N = 0.6. En augmentant l’énergie E (c-a-d, en diminuant neq0 /N),
le degré d’incohérence du faisceau injecté augmente aussi et peuple donc les modes d’ordre
élevé [27]. Il en résulte que seule la cascade inverse de puissance vers le mode fondamental
est clairement visible, voir Figure 6.2(c). Notons aussi que, comme démontré expérimen-
talement récemment [85], un faisceau optique «auto-nettoyé» présente un haut degré de
cohérence de phase. Notons également que nous n’avons pas été en mesure de mettre en
évidence expérimentalement la cascade directe d’énergie E car nous n’avons pas accès
à une mesure de la distribution np. Des travaux sont en cours afin d’avoir accès à une
mesure expérimentale indirecte de la population des modes np.

Les simulations numériques de l’équation NLS modale (2.16) reproduisent qualitative-
ment le comportement observé expérimentalement. Ceci est illustré en Figure 6.2 (colonne
droite), où une moyenne sur la propagation a été réalisée de 12 m à 22 m afin de lisser
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les profils d’intensités en sortie (lignes rouges). Puisque les paramètres qui caractérisent
le désordre ne sont pas connus précisément, nous considérons en Figure 6.2 des valeurs
expérimentales plausibles lβ = 0.3 m et 2π/σ = 2.14 m (voir Chapitre 2). Pour ces para-
mètres, le désordre ne domine plus les effets non linéaires (Ld ∼ Lnl), l’équation cinétique
(2.37) n’est donc plus à strictement parler valable.

RR

(a)

(b)

(c)

(d)

(f)

RR

RR RR

RR RR

(e)

Exp Num

Figure 6.2 – Comparaison entre les mesures expérimentales et les simulations
numériques : (a)-(c) : distributions d’intensités expérimentales moyennées sur les réali-
sations en entrée (bleu), et en sortie (rouge) de la MMF. (d)-(f) : simulations numériques
correspondantes de l’équation NLS (2.16), voir le texte pour les paramètres. La fraction de
puissance condensée est neq0 /N = 0.6 (1ère ligne) ; neq0 /N = 0.4 (2ème ligne), neq0 /N = 0.2
(3ème ligne). Les lignes vertes hachurées représentent la distribution d’intensité théorique
de Rayleigh-Jeans Ieq(r) depuis l’équation (3.5), sans l’utilisation de paramètres ajus-
tables. Les intensités sont tracées en fonction de la distance moyenne angulaire r = |r |.
Les encarts montrent les distributions d’intensités 2D avec la même échelle de couleur (le
cercle représente le coeur de la fibre multimode de rayon a = 26 µm).

Cependant, l’effet d’accélération du processus de condensation en diminuant le désordre
discuté en Chapitre 2 est néanmoins responsable de l’effet de condensation rapide observé
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pour le faible désordre considéré en Figure 6.2. Ce constat est clairement illustré par la
comparaison des simulations en Figure 6.1 (propagé sur∼ 100 m) et en Figure 6.2 (propagé
sur L = 12 m). En dépit de l’accélération du processus de thermalisation, notons que
nous avons dû augmenter la puissance à 22 kW dans les simulations afin d’avoir un bon
accord entre les simulations de l’équation NLS et les résultats expérimentaux en Figure
6.2. Comme déjà discuté en Chapitre 2, un meilleur accord quantitatif entre les résultats
expérimentaux et les simulations numériques pourrait être obtenu en étendant au domaine
spatio-temporel le modèle NLS de propagation afin de prendre en compte le régime pulsé
du laser considéré dans les expériences.

6.2.3 Températures négatives en fibre multimode

Nous avons discuté ci-dessus que l’effet de condensation d’ondes en fibre multimode se ca-
ractérise par un flux d’énergie vers les modes d’ordre élevé et une cascade bi-directionnelle
de puissance vers le mode fondamental et les modes d’ordre élevé. Ces flux sont des proprié-
tés du processus de thermalisation vers un état d’équilibre avec une température positive.
Cependant, une conséquence intéressante de notre système fibré, à savoir le nombre fini
de modes et une borne supérieure d’énergie (Emax = β0gmaxN), est que le système peut
présenter un état d’équilibre avec une température négative [24, 187, 188]. Dans ce cas,
la condition de positivité de la distribution d’équilibre neqp = T/(βp − µ) > 0 impose
µ > max(βp) = gmaxβ0. La distribution d’équilibre est alors caractérisée par une popu-
lation modale inversée (ñeqg+1 > ñeqg ). Cette distribution d’intensité d’équilibre est valable
pour une énergie

E > Et = N〈βp〉 = Emin(2gmax + 1)/3,

où 〈βp〉 est la moyenne arithmétique des valeurs propres. Notons que le dénominateur de
la distribution d’équilibre de Rayleigh-Jeans s’annule maintenant pour µ → gmaxβ0. En
conséquence, le flux de la distribution ñg est maintenant orienté vers le niveau d’énergie
le plus élevé, c-a-d, le plus haut groupe de mode g = 14, tandis que le flux d’énergie est
orienté vers les modes d’ordre bas.

Le processus de thermalisation vers un état d’équilibre à température négative est dé-
montré par la simulation numérique de l’équation cinétique (2.37) en Figure 6.3. Pour
ce type d’équilibre, le rôle de l’équipartition d’énergie est joué par la quantité Fp =
(βp − gmaxβ0)np ' T < 0 (ou F̃g = β0(g − gmax + 1)ñg ' T < 0), qui est donc uni-
formément distribuée parmi les modes, voir encart de la Figure 6.3(a). Ici nous avons
considéré une grande valeur de l’énergie (E/Emin ' 14) de façon à avoir une population
macroscopique du plus haut groupe de mode ñgmax � ñg [27]. Nous notons qu’il n’y a pas
de cohérence de phase dans un tel groupe de modes dégénérés.

Nous complétons finalement l’étude des propriétés thermodynamiques du système dis-
cutées en Chapitre 3 avec ces états d’équilibre de température négative. En procédant
comme en Chapitre 3, nous avons

Seq(µ) = −
∑
p

log(βp − µ)−M log
(∑

p

1
βp − µ

)
, (6.7)
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E(µ)
Emin

=
∑
p

βp
βp−µ∑

p
β0

βp−µ
, (6.8)

T (µ)
Emin

= 1∑
p

β0
βp−µ

, (6.9)

où on rappelle que Emin = Nβ0 dénote l’énergie minimale (quand toute la puissance
peuple le mode fondamental). L’évolution de µ vs E est reportée en Figure 6.3(c) depuis
l’équation (6.8). Elle montre que µ→ β−0 pour E → Emin et µ→ gmaxβ

+
0 pour E → Emax.

Dans les deux cas le dénominateur de la distribution de Rayleigh-Jeans s’annule, ce qui
mène à une population macroscopique du mode le plus bas (g = 0), et du plus haut groupe
de mode (g = 14), respectivement.

L’affichage paramétrique en fonction de µ de (6.7) et (6.8) donne Seq en Figure 6.3(d),
tandis que l’affichage paramétrique correspondant de (6.8) et (6.9) donne T vs E en Fi-
gure 6.3(e). Nous notons la concavité de l’entropie en fonction de l’énergie en accord avec
les propriétés thermodynamiques usuelles de l’entropie. Les états d’équilibre à tempéra-
ture négative apparaissent pour E > Et, où l’entropie décroît en augmentant l’énergie,
T = (∂E/∂Seq)M,N < 0 [27]. Nous notons que de tels états à température négative
(E > Et) sont plus «chauds» que ceux à température positive (E < Et), puisque l’éner-
gie s’écoulerait spontanément de la température négative à la température positive si les
systèmes étaient mis en contact.

Nous remarquons en Figure 6.3(e) que l’état d’équilibre correspondant à T = 0+ (T = 0−)
se réfère à une distribution de la population concentrée dans le mode le plus bas (plus
haut) avec E = Emin (E = Emax). En conséquence, les états T = 0+ et T = 0− sont
fondamentalement différents, alors qu’il n’y a presque aucune différence entre les états
T = +∞ et T = −∞ pour E ' Et. Ce dernier état d’équilibre pour E = Et correspond à
une équipartition de la puissance entre les modes neqp = const, et se réfère à l’état le plus
désordonné avec Seqmax = −M logM [26], voir le cercle vert en Figure 6.3(c). La divergence
à première vue paradoxale de T = ±∞ pour l’état homogène neqp = const disparaît si
l’on considère l’inverse de la température comme paramètre approprié (de la même façon
que le multiplicateur de Lagrange 1/T apparaît naturellement en mécanique statistique).
Dans ce cas, la courbe 1/T vs E présente un comportement continu, comme illustrée en
Figure 6.3(f).

Une perspective naturelle de cette étude est d’observer expérimentalement ce proces-
sus de thermalisation vers un état d’équilibre à température négative. Les simulations
numériques préliminaires réalisées en ce sens indiquent que le processus de thermalisa-
tion vers des états d’équilibre à T < 0 de longueurs non linéaires que dans le cas usuel
T > 0.. Notons aussi que, compte tenu de la forte dégénérescence du mode condensé pour
E → Emax,cela soulève une question intéressante sur la possibilité d’avoir des «condensats
fragmentés», en relation avec la référence [189].
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Figure 6.3 – Thermalisation de Rayleigh-Jeans vers un état d’équilibre avec
température négative : Simulation de l’équation cinétique (2.37) : le flux de ñg est
essentiellement orienté vers le dernier groupe de modes dégénérés (le plus haut niveau
d’énergie g = gmax − 1) (a), tandis que lle flux d’énergie Ẽg est orienté vers les modes
d’ordre bas (b). Les encarts montrent que F̃g = β0(g − gmax + 1)ñg relaxe vers une équi-
partition entre les modes, F̃g ' T < 0 (ligne rouge), comme anticipé par la distribution à
l’équilibre de Rayleigh-Jeans (N = 47.5 kW, lβ = 0.3 m, 2π/σβ = 2.1 m, gmax = 15).
(c) µ/β0 − 1 vs E/Ecrit : notons que le comportement asymptotique µ → β−0 pour
E → Emin, et µ → gmaxβ

+
0 pour E → Emax. La ligne horizontale hachurée représente

µ → gmaxβ0 et la ligne verticale hachurée représente E = Et. (d) Seq vs E/Emin montre
1/T = (∂Seq/∂E)M,N < 0 pour E > Et. Le cercle vert représente Seqmax = −M logM à
E = Et. (e) T/Emin vs E/Emin : les divergences T = ±∞ pour E = E∓t supprimées en
représentant Emin/T vs E/Emin (f).
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ANNEXE A. TURBULENCE FAIBLE DE LANGMUIR DANS LES FIBRES
OPTIQUES MULTIMODES DÉSORDONNÉES

Annexe A
Turbulence faible de Langmuir dans
les fibres optiques multimodes désor-
données

We consider the propagation of temporally incoherent waves in multimode optical fibers
(MMFs) in the framework of the multimode nonlinear Schrödinger (NLS) equation ac-
counting for the impact of the natural structural disorder that affects light propagation
in standard MMFs (random mode coupling and polarization fluctuations). By averaging
the dynamics over the fast disordered fluctuations, we derive a Manakov equation from
the multimode NLS equation, which reveals that the Raman effect introduces a nontrivial
coupling among the modes. Then applying the wave turbulence theory on the Manakov
equation, we derive a very simple scalar kinetic equation describing the evolution of the
multimode incoherent waves. The structure of the kinetic equation is analogous to that
developed in plasma physics to describe weak Langmuir turbulence. The extreme simpli-
city of the derived kinetic equation provides physical insight into the multimode incoherent
wave dynamics. It reveals the existence of different collective behaviors where all modes
self-consistently form a multimode spectral incoherent soliton state. Such an incoherent
soliton can exhibit a discrete behavior characterized by collective synchronized spectral os-
cillations in frequency space. The numerical simulations of the generalized multimode NLS
equation are found in remarkable quantitative agreement with those of the derived scalar
kinetic equation without using adjustable parameters.
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A.1 Introduction

Multimode optical fibers (MMF) constitute ideal test-beds for the study of complex spatio-
temporal nonlinear optical phenomena. The phenomena that can be tested include multi-
octave spanning supercontinuum generation involving intense visible frequency combs,
multiple filamentation processes, or multimode solitons [18, 63, 190–193]. Actually, light
dynamics in MMFs involves a variety of nonlinear effects whose complexity requires a deep
understanding of spatiotemporal nonlinear propagation, with a multitude of applications
such as the improvement of optical signal processing techniques for spatial division mul-
tiplexing [83], or the development of novel high-energy versatile fibre sources [194].

Aside from potential applications, MMFs also provide a natural platform for the study
of the interplay of nonlinearity and disorder [195–197], which is a fundamental problem
of general interest [198–202]. As a matter of fact, light propagation in a conventional
MMF is known to be affected by a structural disorder of the material due to inherent
imperfections and external perturbations (e.g., bending, twisting, tensions, or core-size
variations in the fabrication process) [83], a feature which is relevant to endoscopic ima-
ging for instance [203]. When such a natural disorder of the fiber dominates over nonlinear
effects, the nonlinear Schrödinger (NLS) equation describing the propagation of light can
be reduced to an effective equation through the so-called Manakov approximation, a pro-
cedure originally developed for single-mode fibers [113] and more recently extended to
MMFs [87,110–112,204,205].

From a different perspective, a fundamental phenomenon of spatial beam self-organization,
termed “beam self-cleaning", has been recently discovered in (graded-index) MMFs [20,82].
At variance with an apparently similar phenomenon driven by the dissipative Raman ef-
fect in MMFs, known as Raman beam cleanup [206], this self-organization process is
due to a purely conservative Kerr nonlinearity [20]. While the detailed understanding of
spatial beam cleaning is still debated, different works indicate that certain regimes of
beam self-cleaning can be described as a natural process of optical wave thermalization
to thermal equilibrium [21–24, 207], a feature that has been recently demonstrated expe-
rimentally [25–27]. This has motivated the development of a wave turbulence formalism
that takes into account the structural disorder inherent to light propagation in MMFs.
Following this approach, a wave turbulence kinetic equation has been derived, which re-
vealed that the structural disorder leads to a significant acceleration of the process of
thermalization and condensation, a feature that can help to understand some regimes of
spatial beam-cleaning in MMFs [21].

Our aim in this paper is to study the interplay of disorder and nonlinearity in the fra-
mework of a different regime of light propagation in MMFs. At variance with the pre-
vious theoretical works describing the purely spatial dynamics [21, 22], here we consider
the spatio-temporal multimode dynamics where temporally incoherent waves propagate
through the MMF. On the basis of the wave turbulence theory [7, 12, 14, 15, 34, 64, 91],
we show that the temporal multimode turbulent dynamics is dominated by the Raman
effect. More precisely, under the assumption that the structural disorder dominates over
nonlinear effects, we derive a Manakov equation from the multimode NLS equation, which
reveals that the Raman effect introduces a non-trivial coupling among the modes. Next,
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applying the wave turbulence theory to the multimode Manakov equation, we derive a
remarkably simple scalar kinetic equation that governs the evolution of the temporal
averaged spectrum of the multimode optical field. The kinetic equation has a form ana-
logous to that developed in plasma physics to describe weak Langmuir turbulence in
plasma [47, 64, 208, 209]. The derived kinetic equation then greatly simplifies the multi-
mode NLS equation and provides physical insight into the incoherent wave dynamics. It
reveals the existence of several interesting multimode collective behaviors of the incoherent
waves that propagate through the MMF. As a general rule, the multimode turbulent sys-
tem exhibits a self-organization process, in which all modes self-consistently form a vector
spectral incoherent soliton (VSIS). This provides a generalization of the scalar (or bimo-
dal) spectral incoherent solitons that were previously investigated by always ignoring the
structural disorder of the fiber [7, 63, 65, 210, 211]. The reported VSIS can also exhibit a
discrete behavior, which is characterized by collective synchronized spectral oscillations
of the discrete soliton in frequency space. The numerical simulations of the generalized
multimode NLS equation are found in remarkable quantitative agreement with the simple
derived kinetic equation without using adjustable parameters.

From a broader perspective, we remark that Langmuir turbulence in the strongly nonli-
near regime has been widely studied both theoretically and experimentally [212, 213], in
particular in hydrodynamics [213–216], or in laboratory [217, 218] and space plasma ex-
periments [219,220], while cavitating Langmuir turbulence has been evidenced in natural
Earth’s aurora driven by solar wind [221]. However, aside from preliminary experiments
in [211], experimental evidence of weak Langmuir turbulence has not been reported in
the context of nonlinear optics [7]. In this work we show that random mode coupling in
optical fibers has a stabilizing role on the dynamics of spectral incoherent solitons, which
makes disordered MMFs promising for the experimental study of weak Langmuir optical
turbulence.

A.2 Multimode NLS equation

We consider the generalized NLS equation describing the propagation of the optical field in
a multimode fiber with N modes (i.e., 2N modes accounting for polarization effects) [86].
Following the notations of Ref. [86], the vector electric field can be expanded into a
superposition of the individual modes E(r, z, t) = ∑

p Fp(r)Ap(z, t), where Fp(r) denotes
the normalized transverse vector mode profile and Ap(z, t) the modal envelope with z
the longitudinal propagation variable, r = (x, y) the vector in the transverse plane and
t the time variable. The modal vector can be written A(z, t) = (Ap(z, t))2N

p=1, where the
components A2j−1, A2j refer to the orthogonal linear polarization components of the j−th
vector mode. The field satisfies the generalized multimode NLS equation [86] :

i∂zA+ D(z)A+ D0A+ iV∂tA−W∂ttA

+γ(1− fR)P (A) + γfRQ(A) = 0. (A.1)

Here, D0, V and W are deterministic 2N ×2N diagonal matrices that model respectively
the propagation constants, the modal inverse group velocity and the modal dispersion
(relative to the fundamental fiber mode). The terms P (A) and Q(A) are, respectively,
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the Kerr nonlinearity and the Raman nonlinearity, which have the general forms

[
P (A)

]
p

=
2N∑

l,m,n=1
SKplmnAlAmA

∗
n, (A.2)

[
Q(A)

]
p

=
2N∑

l,m,n=1
SRplmnAl[R ? (AmA∗n)], (A.3)

where R is the Raman response function, ∗ stands for complex conjugation and ? denotes
the convolution product. The Raman term contributes with a fraction fR to the overall
nonlinearity (fR = 0.18 for silica glass fibres). The nonlinear coefficient is γ = n2ω0/c =
n2k0, where ω0 is the laser carrier frequency and λ = 2π/k0 the corresponding wavelength.
The tensors SKplmn and SRplmn are given in explicit form in Ref. [86].

We consider the regime of strong random coupling among the spatial modes and polari-
zation states, which is relevant for large propagation lengths in the MMF, typically larger
than a few hundred meters [109]. The most general form of random mode coupling that
conserves the total power P = ∑2N

p=1 |Ap|2 is provided by a 2N×2N random matrix-valued
process D(z) that is Hermitian. Note that the structural disorder of the MMF may also af-
fect the group-velocity and the group-velocity dispersion of the propagating modes, which
can be modelled by considering random matrices V(z) and W(z) in Eq. (A.9) as will be
discussed later.

A.3 Manakov reduction
We consider the so-called Manakov regime where the impact of strong linear random cou-
pling dominates over nonlinear effects [87], i.e., Lnl � lc, 2π/σ, where Lnl = 1/(γP) is the
nonlinear length, while lc and σ denote the correlation length and standard deviation of
the random process D(z) that models the structural disorder. We recall that the Manakov
reduction has already been applied to the multimode NLS equation without the Raman
effect [87,110–112]. On the other hand, the Manakov approximation has been considered
to study the Raman amplification process in Ref. [204], and applied to the multimode NLS
equation accounting for the first-order correction of the Raman response [205]. Here, we
generalize the derivation of the Manakov equation, which reveals that the Raman effect
introduces a nontrivial coupling among the modes that plays a key role for the incoherent
propagation regime.

Let us introduce the unitary matrix U(z) solution of i∂zU = DU, with U(0) = I, and
define the mode amplitudes in the local disordered axes B(z, t) = U−1(z)A(z, t), with
U−1(z) = U†(z). We now follow the idea originally introduced for single mode fibers by
Wai and Menyuk [113], in which birefringence fluctuations are assumed so strong that the
probability density of the polarization state uniformly covers the surface of the Poincaré
sphere, so that one can average the propagation equation over all polarization states. By
generalizing to MMFs, we assume that the linear coupling among the modes due to D(z) is
the dominant effect, so that the random matrix-valued process U(z) becomes uniformly
distributed in the set of unitary matrices. In this way, we derive in the Appendix the
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following homogenized Manakov multimode NLS equation :

i∂zB + d̃B + i

ṽ
∂tB −

β̃

2 ∂ttB

+γ(1− fR)P̃ (B) + γfRQ̃(B) = 0, (A.4)

with
[
P̃ (B)

]
p

=
(
S̃K(1) + S̃K(2)

)[ 2N∑
l=1
|Bl|2

]
Bp, (A.5)

[
Q̃(B)

]
p

=S̃R(1)

2N∑
l=1

Bl

[
R ? (BpB

∗
l )
]

+ S̃R(2)Bp

[
R ?

( 2N∑
l=1
|Bl|2

)]
, (A.6)

where we have for X ∈ {K,R}

S̃X(1) = 1
4N2 − 1

∑
p′,l′

SXp′l′p′l′ −
1

2N(4N2 − 1)
∑
p′,l′

SXp′p′l′l′ ,

S̃X(2) = 1
4N2 − 1

∑
p′,l′

SXp′p′l′l′ −
1

2N(4N2 − 1)
∑
p′,l′

SXp′l′p′l′ .

As already discussed in previous works [87, 110, 111], Eq. (A.5) shows that any ins-
tantaneous cubic nonlinearity gives rise to an effective (phase-insensitive) deterministic
Manakov-type nonlinear term. Eq. (A.6) also shows the contribution of the Raman effect,
which gives rise to an effective Raman-type nonlinear term that depends only on two
parameters, S̃R(1) and S̃R(2).

Note that, as a result of the Manakov averaging procedure, the propagation constant,
the group velocity and the dispersion coefficients have been homogenized in (A.4) :

d̃ = 1
2NTr(D0), 1

ṽ
= 1

2NTr(V), β̃ = 1
N

Tr(W).

Accordingly, all of the modes evolve with the same propagation constant, group velocity
and dispersion coefficient. Note however that this results from the assumption that the
matrices V and W in (A.1) are deterministic and constant. If the matrix V(z) in (A.1)
was randomly varying, with random fluctuations that could be correlated to those of D(z),
then the transport term in (A.4) would have the form Ṽ∂tB instead of 1

ṽ
∂tB, with the

effective matrix Ṽ =
〈
U†(z)V(z)U(z)

〉
, where 〈·〉 stands for the average with respect to

the stationary distribution of (U(z),V(z)). The same argument holds for the dispersion
effects W, and the corresponding effective matrix W̃ =

〈
U†(z)W(z)U(z)

〉
.

We finally remark that the nonlinear Raman-type terms in Eq. (A.4) are different from
those reported in [205], because in this latter work the authors made use of the assumption
that the nonlinear terms are co-polarized with the field, which is not justified in general.
In particular, when one considers the propagation of incoherent waves, the terms that

145



ANNEXE A. TURBULENCE FAIBLE DE LANGMUIR DANS LES FIBRES
OPTIQUES MULTIMODES DÉSORDONNÉES

are not co-polarized (i.e., the ones associated with S̃R(1) in Eq.(A.6)) are the only ones
that give rise to a coupling among the modes. These terms should not be neglected in
our framework, a feature that will become apparent from the weak Langmuir turbulence
kinetic equation discussed in the next section.

A.4 Weak Langmuir turbulence kinetic equation

In the following we derive the weak Langmuir turbulence kinetic equation governing the
evolution of the averaged spectra of the incoherent waves that propagate in the MMF.
For this purpose, we consider the weakly nonlinear regime where linear dispersion effects
dominate over nonlinear effects Llin,j � Lnl, where Llin,1 = tcṽ and Llin,2 = 2t2c/β̃ denote
the characteristic propagation lengths associated to the first- and second-order dispersion
effects in the modal NLS Eq. (A.1), and tc is the correlation time of the incoherent waves.
We are interested in the propagation of incoherent waves, where Ap(z = 0, t) are random
functions with fluctuations that are statistically stationary in time. Then the components
Bp(z = 0, t) are also random functions with statistically stationary fluctuations. By taking
an average over the random initial conditions Bp(z = 0, t), we can derive the wave tur-
bulence Langmuir kinetic equation by following the procedure of Ref. [7]. Next, taking the
Fourier transform, the spectra nBp(ω, t, z) =

∫ 〈
Bp(z, t+ τ/2)B∗p(z, t− τ/2)

〉
exp(−iωτ)dτ ,

satisfy the multimode weak Langmuir turbulence kinetic equations :

∂znBp(ω, z) = γ1nBp(ω)
2N∑
j=1

∫
g(ω − u)nBj(u)du

+γ2nBp

∫
g(ω − u)nBp(u)du, (A.7)

where γj = γfRS̃
R
(j)/π for j = 1, 2, and g(ω) = =[R̃(ω)] denotes the Raman gain function,

R̃(ω) being the Fourier transform of the response function R(t). Note that the Raman
gain g(ω) is an odd function (see the inset of Fig. 1(a)), reflecting the fact that the
low-frequency components are amplified to the detriment of the high-frequency compo-
nents. We have omitted to write the time dependence for the evolution of the spectrum
in Eq.(A.7), i.e., nBp(ω, t, z) → nBp(ω, z). Indeed, since the initial condition exhibits a
stationary statistics and the kinetic Eq.(A.7) does not explicitly involve the time variable
t, then the stationary statistics is preserved during the propagation and the averaged
spectrum does not depend on time. It is apparent in the kinetic Eq. (A.7) that only the
first term proportional to γ1 gives rise to a nonlinear coupling among the modes.

It is important to note that the initial conditions in the basis Bp can be homogeni-
zed. Indeed, let the field propagates over few correlation lengths lc, in such a way that
the matrix U becomes uniformly distributed while other linear and nonlinear effects are
still negligible. Under such circumstances, the initial conditions for Bp(z, t) are such that
〈Bp(z = 0+, t)B∗l (z = 0+, t′)〉 = δpl

1
2N
∑2N
j=1

〈
Aj(z = 0, t)A∗j(z = 0, t′)

〉
, where δpl = 1 if

p = l and 0 otherwise. Taking the Fourier transform, we obtain a homogeneous initial
condition for the spectra nBp(ω, z = 0+) = 1

2N
∑
j nAj(ω, z = 0) for p = 1, . . . , 2N . An

other important point to stress is that this homogeneous initial condition is preserved du-
ring the propagation : As a consequence of the averaging Manakov procedure, the modal
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coupling coefficients γ1 and γ2 in the kinetic Eqs.(A.7) are identical for all the modes, so
that the spectra nBp(z, ω) verify

nBp(ω, z) = nB(ω, z) for p = 1, . . . , 2N.

The multimode kinetic Eqs. (A.7) then reduce to a single scalar kinetic equation :

∂znB(ω, z) = (2Nγ1 + γ2)nB(ω)
∫
g(ω − u)nB(u)du, (A.8)

with nB(ω, z = 0+) = 1
2N
∑
j nAj(ω, z = 0).

Following a similar argument, the spectra nAp(z, ω) =
∫ 〈
Ap(z, t+ τ/2)A∗p(z, t− τ/2)

〉
e−iωτdτ

verify nAp(z, ω) = 1
2N
∑2N
j=1 nBj(z, ω) = nB(ω, z) for any p and for z � lc, even if the initial

modal spectra nAp(z = 0, ω) are different from each other, see Appendix. Then we arrive
at the main conclusion that the averaged spectra in the original basis A verify the scalar
weak Langmuir turbulence kinetic equation :

∂znA(ω, z) = (2Nγ1 + γ2)nA(ω)
∫
g(ω − u)nA(u)du. (A.9)

We stress the remarkable simplicity of the kinetic Eq. (A.9) as compared to the original
multimode NLS Eq. (A.1). First, as in the usual scalar case, both effects of linear disper-
sion and instantaneous Kerr nonlinearity do not enter the kinetic equation, a property
that has been confirmed by several previous works in different circumstances [7]. Secondly,
the structural disorder leads to an effective homogeneization that is characterized by an
equipartition of the power among the modes, which further simplifies the vector kinetic
Eq. (A.7) to the scalar kinetic Eq. (A.9). The kinetic Eq. (A.9) has two conserved quan-
tities, the power P =

∫
nA(z, ω)dω, and the ‘entropy’ S =

∫
log[nA(z, ω)]dω [7].

Finally, we recall the formal analogy between the universal form of the kinetic equa-
tion describing the weakly nonlinear regime of Langmuir turbulence [64] and the kinetic
equations derived in this work. The formal mathematical similarity mainly relies on the
analogy between the molecular vibrations mediated by the optical Raman effect in optical
fibers and the excitations of ion-sound waves mediated by the decay of plasma oscilla-
tions [7].
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(e)

(d)(c)

(a) (b)

NLS KIN

Figure A.1 – Multimode discrete spectral incoherent soliton : Evolution of the
spectrum of the field during the propagation obtained by simulation of the generalized
NLS Eq. (A.1) (a), and of the derived scalar weak Langmuir turbulence kinetic Eq. (A.9)
(b). Spectral profiles in normal scale (c), and logarithmic scale (d), at the propagation
length z = 16km : The blue line reports the result of the simulation of the NLS Eq. (A.1)
(averaged over the 6 fiber modes), the red line reports the result of the simulation of the
weak Langmuir turbulence kinetic Eq. (A.9). The dashed black-line reports the initial
condition. (e) Evolution during the propagation (z being in logarithmic-scale) of the re-
lative amount of power of the 6 fiber modes from the simulation of the generalized NLS
Eq. (A.1) : Random mode coupling induces an equipartition of power among the 2N = 6
modes after a propagation length z & lc (lc = 10cm, σ = 63m−1, P = 17W). The inset in
(a) shows the Raman gain spectrum g(ν), with ν = ω/(2π). The quantitative agreement
between the NLS (Eq. (A.1)) and kinetic (Eq. (A.9)) simulations is obtained without ad-
justable parameters.
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A.5 Numerical simulations

We have tested the validity of the theory by performing numerical simulations of the origi-
nal NLS Eq. (A.1) and of the derived scalar weak Langmuir turbulence kinetic Eq. (A.9).
We have considered a step-index bimodal fiber (core diameter 6µm, index difference
∆ = 0.005, wavelength λ = 1.55µm) in which the fundamental LP01 mode is coupled
to two degenerate modes LP01a and LP01b, which results in a total of 2N = 6 coupled
equations for the multimode NLS Eq. (A.1). As described in the theory, we have conside-
red the regime of strong random linear coupling among all modes, with variance σ2 and
correlation length lc.

We consider a partially coherent optical field that is injected in the MMF and populates
different modes. In the following, for simplicity, we assume that the different modes are
initially populated with partially coherent waves with a Gaussian spectrum and random
spectral phases, i.e., Ap(z = 0, t) is of zero mean with stationary Gaussian statistics and
the modes p = 1, .., 2N are decorrelated with each other. Note that, because of the strong
random coupling regime, this latter assumption is verified in practice after a propagation
length z � lc that remains smaller than the nonlinear length z < Lnl. This latter property
has been verified by numerical simulations of the generalized NLS Eq. (A.1).

A.5.1 Multimode discrete spectral incoherent soliton
In the following we illustrate different turbulent regimes of the system that depend on
the spectral widths of the launched optical field. Figure 1 reports a typical example of the
evolution for a spectral width of the initial condition of the order of ∆ν ' 15THz. Since
this spectral width is of the same order as the spectral width of the Raman gain, the red-
shift of the wave spectrum exhibits a discrete behavior, because the leading edge of the
low-frequency tail of the spectrum exhibits a larger gain as compared to the mean gain of
the whole front of the spectrum (see the inset in Fig. 1(a)). As a result of cascaded Raman
scattering [63, 222], the spectrum exhibits a discrete spectral shift that is determined by
the resonant Raman frequency νR ' 13.2THz (in silica fibers). The remarkable result is
that the global spectral red-shift of the field is regular and exhibits a discrete soliton-like
behavior. As already discussed in the literature [211,223], the discrete soliton propagates
with a constant velocity in frequency space for arbitrary long distances, without emitting
apparent radiation. We recall that the spectral incoherent soliton is ‘hidden’ in frequency
space, in the sense that the soliton behavior cannot be identified in the temporal domain,
where the field A(t, z) is a random wave featured by a stationary statistics [65]. In this
respect, the VSISs are of fundamental different nature than optical solitons recently inves-
tigated in MMFs [224,225]. Also note that a constant noise background has been added in
the simulations. Such a spectral noise is important in order to sustain a steady incoherent
soliton propagation [7], otherwise the soliton would undergo a slow adiabatic reshaping so
as to adapt its shape to the local value of the noise background. This noise background
can also simulate the presence of a quantum noise background.

We stress the remarkable quantitative agreement that has been obtained between the
simulation of the generalized NLS Eq.(A.1) and of the derived kinetic Eq.(A.9), without
using any adjustable parameter. Such a good agreement is clearly visible in the normal
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and logarithmic plots reported in Figs. 1(c)-(d) at a particular propagation length. In this
simulation, the different modes are initially populated with different amount of powers.
As expected from the theory, we can observe in Fig. 1(e) that the random mode coupling
leads to an equipartition of power among the modes, after a propagation length of the
order of the correlation length z & lc = 10cm.

(a) (b)

(c) (d)

V V

VSIS
VSIS

NLS KIN

Figure A.2 – Multimode continuous spectral incoherent soliton : Evolution of the
spectrum of the field during the propagation obtained by simulation of the generalized NLS
Eq. (A.1) (a), and of the derived scalar weak Langmuir turbulence kinetic Eq. (A.9) (b).
Spectral profiles in normal scale (c), and logarithmic scale (d), at the propagation length
z = 26km : The blue line reports the result of the NLS Eq. (A.1) simulation (averaged
over the 6 modes), the red line reports the result of the weak Langmuir turbulence kinetic
Eq. (A.9) simulation. The dashed black-line reports the initial condition. Parameters are
the same as in Fig. 1 (lc = 10cm, σ = 63m−1, P = 17W). The spectral width is larger
than in Fig. 1, which induces a continuous motion of the VSIS. The dashed green lines in
(c) and (d) report the analytical soliton solution from Eq.(A.10). The dashed white lines
in (a) and (b) denote the soliton velocity V from Eq.(A.11) (see the text for details). The
quantitative agreement between the NLS (Eq. (A.1)) and kinetic (Eq. (A.9)) simulations
is obtained without adjustable parameters.
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A.5.2 Multimode continuous spectral incoherent soliton
In this sub-section we illustrate a turbulent regime characterized by the emergence of
a continuous spectral incoherent soliton. Indeed, when the spectral width of the initial
field gets larger than the resonant Raman frequency, then the low-frequency tail of the
spectrum sees a gain comparable to the mean gain of the spectral front as a whole. In
the example of Fig. 2 we have considered a spectral width ∆ν ' 50THz, which is much
larger than in Fig. 1. As a consequence, we can see in Fig. 2(a)-(b) that the red-shift of the
wave spectrum is no longer discrete, but continuous, then giving rise to a continuous VSIS
behavior. We remark that, for the broad spectral widths considered in Fig. 2, higher-order
terms should be included in the NLS model to accurately describe light propagation in
the fiber [86] (also see [226]). However, our purpose here is just to provide a qualitative
overview of different possible incoherent dynamics, while a more realistic regime of light
propagation in MMFs will be considered in the next sub-section.

The continuous spectral incoherent soliton reported in Fig. 2 can be described theore-
tically as a stationary soliton solution of the Langmuir kinetic Eq. (A.9) [227] :

nsolA (ω) = n0
A + (nmA − n0

A) exp
[
− log

(nmA
n0
A

)ω2

ω2
0

]
, (A.10)

where n0
A refers to the constant background noise, nmA (� n0

A) the soliton spectral am-
plitude, and ω0 denotes the typical spectral width of Raman gain defined by ω0 =√

2[−∂ωg(0)]−1/2[−
∫∞

0 g(ω)dω]1/2. The stationary soliton (A.10) propagates in frequency
space with a constant velocity given by

V = −(2Nγ1 + γ2)
∫
nA(ω)− n0

Adω∫
log(nA(ω)/n0

A)dω

∫
ωg(ω)dω. (A.11)

We can observe a remarkable agreement between the analytical soliton solution given by
Eq.(A.10) and the numerical simulations of both the generalized NLS Eq.(A.1) and the
kinetic Eq.(A.9), as illustrated in Fig. 2(c)-(d). Note however in the logarithmic plot in
Fig. 2(d) a discrepancy between the solution (A.10) and the simulations in the tails of the
soliton, a feature that can be explained by the fact that (A.10) is valid in the vicinity of the
soliton peak. As a matter of fact, the computation of the soliton velocity is very sensitive
to the tails of the soliton profile, as revealed by the expression of V in Eq.(A.11), whose
denominator involves the logarithm of the soliton profile. Consequently, the computation
of V with the analytical solution (A.10) matches the numerics qualitatively but not quan-
titatively, while a very good agreement of the soliton velocity (A.11) with the numerics is
obtained by considering the soliton profile generated in the simulation, as illustrated by
the dashed white lines in Fig. 2(a)-(b) that are parallel to the soliton trajectory.
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(c) (d)

(e) (f)

(a) (b)

NLS with
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NLS without
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Figure A.3 – Thin discrete spectral incoherent soliton : Evolution of the spectrum
of the field during the propagation obtained by simulation of the generalized NLS Eq. (A.1)
(a), and of the derived scalar weak Langmuir turbulence kinetic Eq. (A.9) (b). Fiber losses
(0.2 dB/km) have been included in (a)-(b). (c)-(d) report the simulation (a)-(b) but in the
absence of the fiber losses, so as to improve the visualization of the multimode collective
behavior of the spectral oscillations of the discrete soliton. Spectral profiles in normal
scale (e), and logarithmic scale (f), at the propagation length z = 25km corresponding to
(c)-(d) : the blue line reports the result of the NLS Eq. (A.1) simulation (avergaed over
the 6 fiber modes), the red line reports the result of the weak Langmuir turbulence kinetic
Eq. (A.9) simulation, the dashed black line the initial condition. Parameters are lc = 2m,
σ = 3.1m−1, P = 8.5W. The good agreement between the NLS (Eq. (A.1)) and kinetic
(Eq. (A.9)) simulations is obtained without adjustable parameters.
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A.5.3 Collective synchronization of spectral oscillations
To complete our study, we consider a more realistic numerical simulation in which the in-
coherent source launched into the MMF is characterized by a relatively narrow frequency
bandwidth, ∆ν ' 2THz, which can be accessible from an amplified spontaneous emission
(ASE) source, see e.g. [137]. In addition, we have included the impact of the fiber losses
in the numerical simulations, with a typical value of 0.2dB/km.

The results of the numerical simulations of the generalized NLS Eq.(A.1) and the ki-
netic Eq.(A.9) are reported in Fig. 3(a)-(b). As a consequence of the narrowness of the
initial spectrum, the discrete nature of the spectral shift gets more apparent as compared
to the discrete VSIS discussed above through Fig. 1. This reinforces the idea of synchroni-
zation of the spectral oscillations of the fiber modes in the simulation of the NLS Eq.(A.1).
Indeed, we have reported in Fig. 3(a) the spectrum averaged over the six fiber modes. If
the spectral oscillations were not synchronized, then the average among the six-modes
would be characterized by a significant spectral broadening. The good agreement between
the NLS and kinetic simulations shown in Fig. 3(a) and Fig. 3(b) reflects the accurate
synchronisation among the spectral oscillations of the fiber modes. Note that the fiber
losses naturally induce a significant reduction of the nonlinear effects during the propa-
gation, which thus limits the spectral red-shift of the field. Accordingly, we have removed
the fiber losses in the simulation reported in Fig. 3(c)-(d), which considerably improves
the visualization of the synchronization of the spectral oscillations of the fiber modes.

We finally note a minor discrepancy between the simulation of the generalized NLS
Eq.(A.1) and the kinetic Eq.(A.9) in Figs. 3(e)-(f). This can be ascribed to the fact
that the separation of scales between linear dispersion effects and nonlinear effects is only
partially satisfied because of the narrowness of the spectrum considered in Fig. 3. Then
at variance with the simulation reported in Fig. 1 where Llin/Lnl ' 3.10−3, in the case
of Fig. 3 we only have Llin/Lnl ' 0.1, which can merely explain the slight discrepancy
between the NLS and kinetic simulations in Figs. 3(e)-(f).

A.6 Conclusion and discussion
In summary, we have studied the propagation of spatio-temporal incoherent waves in
MMFs in the presence of a random coupling among the modes. By averaging over the
fast disordered fluctuations, we have derived the Manakov Eq.(A.4). The Raman term
(A.6) in the Manakov equation unveils a nontrivial coupling among the modes, which is
responsible for the emergence of a collective multimode behavior of the incoherent waves.
Indeed, applying the wave turbulence theory to the Manakov equation, we have derived
a very simple scalar kinetic equation governing the evolution of the averaged spectrum
of the multimode field. The theory has been validated by the numerical simulations : A
quantitative agreement between the simulations of the NLS Eq. (A.1) and the kinetic
Eq.(A.9) has been obtained, without using any adjustable parameters. The simulations
reveal that the fields that propagate in different modes of the MMF self-organize and
self-trap to form a VSIS. In particular, the VSIS can exhibit a discrete behavior cha-
racterized by collective synchronized spectral oscillations in frequency space. This work
should stimulate the realization of optical experiments in MMFs. Aside from the discrete
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multimode spectral solitons, the reduction of the multimode NLS equation to the effective
scalar kinetic Eq.(A.9) can be exploited to study different turbulent regimes predicted in
the scalar case, such as the formation of incoherent spectral shock waves [66].

We recall that we have considered in this work the case of strong random coupling among
the modes. The same analysis can be carried out by considering a weak random mode
coupling, where only (quasi-)degenerate modes are coupled to each other. Actually, weak
random mode coupling is known to be relevant when relatively short propagation lengths
in optical fibers are considered. However, the validity of the kinetic approach requires a
weak nonlinear regime, Llin � Lnl, so that large propagation lengths, typically larger than
hundred meters are required to observe the formation of multimode spectral incoherent
solitons in optical fibers. For such a large propagation lengths, it is commonly admitted
that random coupling among non-degenerate modes cannot be neglected and must be ta-
ken into account [109], which makes legitimate the consideration of strong mode coupling
in our work.

We remark that the validity of the derived kinetic Eq.(A.9) becomes questionable when
the optical spectrum feels the presence of a zero-dispersion-frequency of the optical fiber.
Nearby a zero-dispersion-frequency, linear dispersive effects become perturbative. The dy-
namics turns out to be dominated by nonlinear effects, which invalidates the weakly non-
linear assumption underlying the derivation of kinetic equation. In this case one needs to
include higher-order contributions in the closure of the hierarchy of the moments equation
in the wave turbulence theory. To next-order, the instantaneous Kerr nonlinearity coupled
to higher-order dispersion leads to a collision term in the kinetic equation that describes
an incoherent turbulent regime of supercontinuum generation [7]. It would be intersting
to develop a generalized kinetic formulation of spatio-temporal effects in MMFs, which
would unify the Langmuir formulation discussed here and the wave turbulence formula-
tion accounting for random mode coupling effects discussed in [21,22]. Such a generalized
theory can also shed new light on the recent experiments of supercontinuum generation
that can be characterized by spatial beam cleaning effects [210,228–230].
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Appendix A : Derivation of the Manakov equation
We derive the Manakov multimode NLS Eq. (A.4). Without approximations, the vector
field B(z, t) is solution of

i∂zB + U†D0UB + iU†VU∂tB −U†WU∂2
tB + γ(1− fR)U†P (UB) + γfRU†Q(UB) = 0,(A.12)

where [
U†D0UB

]
p

=
∑
l

[ ∑
p′,n′

U∗p′pD
0
p′n′Un′l

]
Bl,

[
U†VU∂tB

]
p

=
∑
l

[ ∑
p′,n′

U∗p′pVp′n′Un′l

]
∂tBl,

[
U†WU∂2

tB
]
p

=
∑
l

[ ∑
p′,n′

U∗p′pWp′n′Un′l

]
∂2
tBl,

[
U†P (UB)

]
p

=
∑
l,m,n

[ ∑
p′,l′,m′,n′

SKp′l′m′n′U
∗
p′pUl′lUm′mU

∗
n′n

]
BlBmB

∗
n,

[
U†Q(UB)

]
p

=
∑
l,m,n

[ ∑
p′,l′,m′,n′

SRp′l′m′n′U
∗
p′pUl′lUm′mU

∗
n′n

]
Bl[R ? (BmB

∗
n)].

We assume here that the linear coupling between modes due to D(z) is strong enough so
that this effect dominates and the random matrix-valued process U(z) becomes uniformly
distributed in the set of unitary matrices. We can then replace the linear and nonlinear
terms by the homogenized coefficients[

U†D0UB
]
p

=
∑
l

[ ∑
p′,n′

〈
U∗p′pUn′l

〉
D0
p′n′

]
Bl,

[
U†VU∂tB

]
p

=
∑
l

[ ∑
p′,n′

〈
U∗p′pUn′l

〉
Vp′n′

]
∂tBl,

[
U†WU∂2

tB
]
p

=
∑
l

[ ∑
p′,n′

〈
U∗p′pUn′l

〉
Wp′n′

]
∂2
tBl,

[
U†P (UB)

]
p

=
∑
l,m,n

[ ∑
p′,l′,m′,n′

SKp′l′m′n′
〈
U∗p′pUl′lUm′mU

∗
n′n

〉 ]
BlBmB

∗
n,

[
U†Q(UB)

]
p

=
∑
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[ ∑
p′,l′,m′,n′

SRp′l′m′n′
〈
U∗p′pUl′lUm′mU

∗
n′n

〉 ]
Bl[R ? (BmB

∗
n)],

where the expectation is taken with respect to the stationary distribution of the random
process U(z), that is the Haar measure on the unitary group in dimension 2N . Integration
with respect to the Haar measure on the unitary group has been studied in the mathemati-
cal physics literature for a long time [231,232]. A general formula for calculating monomial
integrals is given in [233]. In the case of monomials of rank 2 and 4, we have [234, Prop.
4.2.3] : 〈

UijU
∗
i′j′

〉
= 1

2N δii′δjj′ , (A.13)〈
Ui1j1Ui2j2U

∗
i′1j
′
1
U∗i′2j′2

〉
= 1

4N2 − 1
(
δi1i′1δi2i′2δj1j′1δj2j′2 + δi1i′2δi2i′1δj1j′2δj2j′1

)
− 1

2N(4N2 − 1)
(
δi1i′1δi2i′2δj1j′2δj2j′1 + δi1i′2δi2i′1δj1j′1δj2j′2

)
.(A.14)
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Using these formulas we find[
U†D0UB

]
p

= d̃Bp,[
U†VU∂tB

]
p

= 1
ṽ
∂tBp,[
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with

d̃ = 1
2NTr(D0), (A.15)

1
ṽ

= 1
2NTr(V), (A.16)

β̃ = 1
N

Tr(W), (A.17)
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, X ∈ {K,R},

or equivalently

S̃Xplmn = S̃X(1)δlnδmp + S̃X(2)δlpδmn, X ∈ {K,R},

with
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1
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S̃X(2) = 1
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SXp′p′l′l′ −
1

2N(4N2 − 1)
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In other words the mode amplitudes B satisfy

i∂zB + d̃B + i

ṽ
∂tB −

β̃

2 ∂ttB + γ(1− fR)P̃ (B) + γfRQ̃(B) = 0, (A.20)

with
[
P̃ (B)
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p
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(
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We remark that, if the initial conditions in Eq. (A.4) are deterministic, then the com-
ponents |Bp|2(z, t) are deterministic and the components Ap(z, t) of the field are random
and given by A = UB, so that they verify |Ap|2(z, t) = ∑

j,k Upj(z)U∗pk(z)Bj(z, t)B∗k(z, t)
and, using (A.13), 〈|Ap|2(z, t)〉 = 1

2N
∑
j |Bj|2(z, t) for any t and z much larger than the

correlation length of D(z), say lc. In other words, we have equipartition in the A basis.
Note that this result is obtained for the expectation (with respect to the distribution of
(D(z))z≥0) of the components |Ap|2(z, t).

We also remark that, if the initial conditions are random (and independent of (D(z))z≥0),
then the components |Bp|2(z, t) are governed by the deterministic Eq. (A.4) and the com-
ponents Ap(z, t) are given by A = UB, so that they verify |Ap|2(z, t) = ∑

j,k Upj(z)U∗pk(z)
Bj(z, t)B∗k(z, t) and, using (A.13), 〈|Ap|2(z, t)〉 = 1

2N
∑
j 〈|Bj|2(z, t)〉 for any t and z much

larger than lc. Following the same remark, we have
〈
Ap(z, t+ τ/2)A∗p(z, t− τ/2)

〉
=

1
2N
∑
j

〈
Bj(z, t+ τ/2)B∗j (z, t− τ/2)

〉
for any p for z � lc.
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Dynamique et turbulence d’ondes dans les systèmes optiques multimodes
Mots clés : optique non linéaire, turbulence d’ondes, thermalisation d’ondes incohérentes, condensation d’ondes, fibres

optiques multimodes, solitons.

Résumé : Le sujet de cette thèse porte essentiellement sur l’étude expérimentale et théorique de la turbulence d’ondes
optiques se propageant dans différents milieux non linéaires. La première partie du manuscrit est consacrée à l’étude de la
thermalisation et de la condensation d’ondes optiques qui se propagent dans des fibres multimodes à gradient d’indice. L’ana-
lyse basée sur la théorie de turbulence d’ondes révèle que le désordre inhérent à la propagation dans la fibre optique induit une
accélération significative du processus de thermalisation optique, ce qui permet de clarifier le mécanisme de certains régimes
de nettoyage de faisceau optique reportés récemment. Nous montrons expérimentalement que le champ optique relaxe au
cours de sa propagation vers la distribution d’équilibre thermodynamique de Rayleigh-Jeans. La transition de phase vers
l’état condensé se manifeste par une population macroscopique du mode fondamental de la fibre optique avec une fraction
de puissance condensée en accord avec la théorie de Rayleigh-Jeans. Les propriétés thermodynamiques de la condensation
d’ondes classiques sont discutées, ainsi que les différences avec la condensation de Bose-Einstein quantique. Dans la deuxième
partie du manuscrit nous étudions la formation spontanée de solitons («condensation de solitons») en présence d’interactions
gravitationnelles à longue portée dans le cadre de l’équation de Newton-Schrödinger. Nous mettons en évidence un nouveau
régime qui se caractérise par la formation de solitons «cachés» dans le sens où les solitons sont immergés dans les fluctuations
environnantes du champ incohérent : Les solitons sont difficilement identifiés dans l’évolution spatio-temporelle du champ,
alors que leur existence est dévoilée dans l’espace des phases (spectrogramme optique). Sur la base d’un formalisme de Vlasov
de turbulence d’ondes, nous montrons que les solitons sont piégés et stabilisés par les fluctuations incohérentes environnantes.
Par ailleurs, dans un domaine différent de la turbulence d’onde, nous mettons en évidence expérimentalement la diffusion
Raman stimulée en fibre à cœur creux remplie de CO2. Les expériences réalisées montrent qu’en dépit d’une faible puissance
injectée et d’une relativement faible pression du gaz, les deux premières raies Stokes sont clairement observées avec une
forte intensité grâce à une grande longueur d’interaction effective. Nous montrons un bon accord qualitatif entre les mesures
expérimentales et les simulations numériques de l’équation de Schrödinger non linéaire.

Wave dynamics and turbulence in multimode optical systems
Keywords : nonlinear optics, wave turbulence, thermalization of incoherent waves, wave condensation, multimode optical

fibers, solitons.

Abstract : The subject of this thesis essentially focuses on the experimental and theoretical study of optical turbulence in
different types of nonlinear media. The first part of the manuscript is devoted to the study of thermalization and condensation
of optical waves during their propagation in graded-index multimode fibers. The analysis based on the wave turbulence theory
reveals that the disorder inherent to light propagation in an optical fiber induces a significant acceleration of the process
of optical thermalization, which can clarify the mechanism of certain regimes of spatial beam cleaning recently reported
in the literature. We show experimentally that the optical field relaxes during its propagation towards the Rayleigh-Jeans
thermodynamic equilibrium distribution. The phase transition to the condensed state manifests itself by a macroscopic
population of the fundamental mode of the optical fiber with a fraction of condensed power in agreement with the Rayleigh-
Jeans theory. The thermodynamic properties of classical wave condensation are discussed, as well as their differences with
the quantum Bose-Einstein condensation. In the second part of the manuscript, we study the spontaneous formation of
solitons («soliton condensation») in the presence of long-range gravitational interactions within the framework of the Newton-
Schrödinger equation. We highlight a new regime which is characterized by the formation of «hidden» solitons in the sense that
the solitons are fully immersed in the surrounding fluctuations of the incoherent field : The solitons are difficult to identify
in the spatiotemporal evolution of the field, while their existence is unveiled in the phase space representation (optical
spectrogram). On the basis of the Vlasov formalism of wave turbulence, we show that the solitons are trapped and stabilized
by the surrounding incoherent fluctuations. On the other hand, aside from optical turbulence, we experimentally demonstrate
stimulated Raman scattering in a hollow core fiber filled with CO2. The experiments carried out show that despite a low
injected power and a relatively low gas pressure, the first two Stokes lines are clearly observed with a remarkable intensity
thanks to the effective long interaction length. Finally, we show a good qualitative agreement between the experimental
measurements and the numerical simulations of the nonlinear Schrödinger equation.
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